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6.1.3. Bifurcacién Bogdanov-Takens
Supongamos un sistema planar
= f(z,a), v € R? acR? (6.3)

con f suficientemente suave tal que posee en o = 0 el equilibrio z = 0 con un
valor propio cero doble A;2(0) = 0. Podemos escribir el sistema en o = 0 en la
forma

T = Aoz + F(x), (6.4)
donde Ay = Df,(0,0) es la matriz jacobiana de f con respecto a = en (z,a) =
(0,0), y F(z) = f(x,0) — Agz es una funcién suave, con F(z) = O(||z||*). Las
condiciones de bifurcacion implican que

detAo = O, tl"Ao = 0.

Asumamos que Ay # 0, es decir, Ay tiene al menos una entrada no nula. Entonces
existen dos vectores reales linealmente independientes gy, ¢ € R?, tales que

Aogo = 0, Aoq1 = qo. (6.5)

El vector qq es el vector propio de A correspondiente al valor propio 0, mientras
que ¢, es el vector propio generalizado de Ay correspondiente a este valor propio.
Més atin, existen vectores propios adjuntos pg, p1 € R? de la matriz traspuesta Al

Agpr =0, Agpo = pr. (6.6)

Los vectores ¢; v pg no son unicos incluso si gy y p1 estan fijos. No obstante,
siempre podemos seleccionar cuatro vectores que satisfagan y tales
que

(0. po) = (@1, p1) = 1,

(q1,p0) = (g0, p1) = 0.
donde (-, -) denota el producto escalar estdndar en R?: (x,y) = z1y; + Tays.

Si seleccionamos ¢y y ¢; como base de R?, entonces cualquier vector € R? se
puede representar de manera tnica como

(6.7)

T = Y190 + Y291,
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para ciertos y;2 € R. Tomando en cuenta 1’ obtenemos que estas nuevas
coordenadas (y1,¥y2) vienen dadas por

{91 = (po, z), (6.8)

Y2 = <p17517>-

En las coordenadas (y1,y2), el sistema (6.4) toma la forma

(i%):(o 1)(y1)+(<p0,F(y1Q0+92Q1)>). (6.9)
Y2 00 Y2 (p1, F(y1q0 + y2q1))

Note la forma particular de la matriz jacobiana, la cual corresponde al bloque de
Jordan de orden 2 con ceros en la diagonal.

Ocupemos las coordenadas (y1,y2) para todo « con ||a| pequeno. En estas
coordenadas, el sistema original (6.3 queda:

< v ) _ ( (po, f(y190 + y2q1)) > | (6.10)

Yo (p1, fy190 + v2q1))

el que se reduce a para a = 0. Expandiendo el lado derecho de (6.10) como
serie de Taylor con respecto a y en y = 0:

1 = 2+ ago() + aro(a)yr + a1 ()i
—|—%a20(oz)y% + a1 (@)y1ya + %%2(04)95 + Pi(y, @), (6.11)
U2 = boo(a) + bio(a)yr + bo1(a)ys '
+3bao(@)yi + bin(@)yrys + 3bo2(@)y3 + Paly, a),

donde los coeficientes ay(a), br(a) y Pra(y, ) = O(|ly||®) son funciones suaves
en sus argumentos. A partir de tenemos

CL()()(O) = alo(O) = agl(O) = boo(O) = 610(0) = 601(0) = 0.

Las funciones ay(«) y bg(c) se pueden expresar en términos del lado derecho
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f(z,a) de (6.3) y de los vectores go 1, pon. Por ejemplo,

( 62
ag(a) = a—y2<p0, f(y1q0 + voq1)) :
1 y=0
82
{ byo(a) = a—yz)@?l, fygo + v2q1))|
1 -0
0? '
b = .
\ 11(@) 01101 (p1, f(y190 + Y2q1)) -

A partir de transformaciones de coordenadas suaves (que dependen suavemente
de los parametros), reparametrizaciones del tiempo y cambios de pardmetros
obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 19 Supongamos un sistema planar
&= f(r,a), v € R? acR?

con f suficientemente suave tal que posee en o = 0 el equilibrio x = 0 con un
valor propio cero doble A\ 2(0) = 0.
Asuma que las siguientes condiciones de genericidad se satisfacen:

(BT1) La matriz jacobiana Ay = D f,(0,0) # 0;
(BT2) a(0) + b11(0) # 0;
(BTS3) by (0) # 0;
(BT4) La aplicacion
(z,a) = (f(z, ), tr (Dfe(x, ), det (D fulz, @)))
es reqular en el punto (z,a) = (0,0).

Entonces el sistema es localmente topologicamente equivalente cerca del origen a
una de las siguientes formas normales:

{yl — U (6.12)

Jo = Bu+ Payn + i + sy,
donde s = sign((a(0) + b11(0))ba(0)) = £1.
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Existen varias formas normales (equivalentes) para la bifurcacién Bogdanov-
Takens. La forma normal (6.12)) fue introducida por Bogdanov, mientras que
Takens derivé (de manera simultanea e independiente) la forma normal

{yl = y2+ﬁzy1+y%,
U2 = Bi+syi,
donde s = +1.

Diagrama de bifurcacion de la forma normal

Escojamos s = —1 en el sistema (6.12)):
yl = Y2,
. 6.13
{ Y2 = B+ Payr + y% — Y1Y2. ( )

La figura muestra el diagrama de bifurcacién. Todos los equilibroos estan
ubicados en el eje horizontal y, = 0 y satisfacen la ecuacién

B1 + Bayr +yi = 0.

Esta ecuacion puede tener entre cero y dos raices reales. La parabola

F ={(Bs,0): 481 — B3 =0}

determina el signo del discriminante asociado y corresponde a una bifurcaciéon
fold: A lo largo de esta curva el sistema posee un equilibrio con un valor
propio cero. Si By # 0, entonces la bifurcacién fold es no degenerada y cruzar
I de derecha a izquierda implica la aparicién de dos equilibrios. Denotemos al
izquierdo por E; y al derecho por Fjs:

_ /32 _
Eis = (4)5,0) = ( BT 262 4517()) :

El punto (B2, f2) = (0,0) separa dos ramas F_ y F de la curva fold correspon-
dientes a 3 < 0y B9 > 0, respectivamente: Pasar por F_ implica el colapso de
un nodo estable E; con un punto silla F5, mientras que pasar por F; genera un
nodo inestable E; y una silla Ejs.
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—~ it

Figura 6.7: Diagrama de bifurcacién de la forma normal (6.12)) con s = —1 de la bifurcacién Bogdanov-Takens.

El semieje vertical

H={(B2,82): =0, B2 <0}

corresponde a una bifurcacién de Hopf no degenerada donde el equilibrio E;
tiene un par de valores propios con parte real nula (A9 = £iw). La bifurcacién
de Hopf da lugar a un ciclo limite estable pues ;1 < 0. El ciclo existe cerca de
H para 31 < 0. El equilibrio Fy permanece como silla para todos los valores de
parametros a la izquierda de la curva F' y no pasa por bifurcaciones. No existen
otras bifurcaciones locales en la dindmica de (|6.13).

Realicemos un circuito alrededor de (B2, 52) = (0,0) para (B2, 52) suficiente-
mente pequenos, partiendo desde la regién 1 donde no hay equilibrios (y luego
no pueden haber ciclos limite). Entrando desde la regién 1 a la regién 2 a través
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de T aparecen dos equilibrios: una silla y un nodo estable. Luego, el nodo se
transforma en foco y pierde estabilidad a medida que cruzamos la curva H: Apa-
rece un ciclo limite estable para valores de parametros cercanos a H en la regién
3. Si continuamos el circuito en sentido horario y volvemos a la regiéon 1 no
debe permanecer ningin ciclo limite. ;Coémo desaparece el ciclo limite estable
creado en la bifurcacién de Hopf? No puede ser a través de otra bifurcacion de
Hopf, pues la estabilidad del equilibrio E; volveria a cambiar. Tampoco puede ser
por una bifurcacién silla-nodo de ciclos, pues no hay un segundo ciclo cerca de
(B2, B2) = (0,0). Por lo tanto, deben haber bifurcaciones globales “destruyendo”
el ciclo en algin lugar entre H y F',.. La respuesta es la existencia de una curva
de bifurcacién homoclinica

hom = {(ﬁz,ﬁz) D B = —%522 +0(53), B < 0}

que se origina en (2, 82) = (0,0) y separa las regiones 3 y 4. A lo largo de hom el
sistema tiene una orbita homoclinica a la silla F>. A medida que trazamos
la homoclinica a lo largo de hom hacia el punto Bogdanov-Takens (52, f2) = (0, 0),
el loop se va encogiendo y (en el limite) desaparece. De esta manera, existe un
unico ciclo hiperbédlico (estable) para pardmetros dentro de la regién 3 acotada
por la curva H y por la curva hom, y no existen ciclos fuera de esta regién. El
ciclo que nace en H “crece” y se acerca al punto silla Fy; finalmente “muere” al
transformarse en la érbita homoclinica en hom.

Para completar el circuito, notemos que no existen ciclos en la regiéon 4 ubica-
da entre la curva hom y la rama F,.. Un nodo inestable y una silla —que existen
para valores de parametros en 4— colisionan y desaparecen en la curva fold F,.
Senalemos también que en (s, 82) = (0,0) el equilibrio critico con un valor propio
cero doble tiene exactamente dos érbitas asintéticas (una que tiende al equilibrio
para t — +00 y una que se acerca para t — —o0). Estas 6rbitas forman una
punta con forma de cuspide.

COMENTARIOS.

1. El caso s = +1 se puede tratar de manera similar. Dado que se puede reducir
al caso ya presentado mediante la sustitucion ¢ — —t, yo — —vyo, los retratos
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paramétricos permanecen pero el ciclo se vuelve inestable cerca del punto
Bogdanov-Takens.

2. El teorema anterior nos entrega una manera analitica —al verificar las con-
diciones de bifurcacién y las condiciones de genericidad (BT1)-(BT4)— de
probar la existencia de una bifurcaciéon homoclinica. Este es uno de los pocos
métodos regulares para detectar bifurcaciones homoclinicas analiticamente.

3. El caso multidimensional de la bifurcacién Bogdanov-Takens no trae nada
nuevo pues se puede reducir al caso planar usando el teorema de la varie-
dad central. Por ejemplo, una forma normal topolégica para la bifurcacion
Bogdanov-Takens en R" es:

(01 =1,
o = Br+ Bayr + Ui + sy1ya,
1 é=—¢.
L €+ =&+,
donde s = +1, & € R"™ y n. y n_ son el numero de valores propios

del equilibrio critico con ReA > 0 y ReA < 0, respectivamente, tal que
n_+ny+2=n.



