Capitulo 4

Bifurcaciones locales de codimension
uno en sistemas dinamicos discretos

Consideremos un sistema dindmico a tiempo discreto
r— flr,a), z€R" acekR,

donde f es suave con respecto a (x,a). Sea zp un punto fijo hiperbdlico para
o = «y, es decir,

= 29 = f(o, Oéo),
= D, f(xg, ap) no tiene valores propios en el circulo unitario.

A medida que variamos el parametro o podemos monitorear la coordenada x
del punto fijo y sus valores propios 1, ..., u,. Al igual que en el caso continuo,
las bifurcaciones mas simples ocurren cuando x( pierde hiperbolicidad, es decir,
cuando hay un valor propio, digamos p1, con |u1| = 1, i.e., sobre el circulo unitario
en el plano complejo. Geométricamente hay 3 formas en que esto pueda ocurrir
y se muestran en la figura 4.1.

Definicién 18 (a) La bifurcacion asociada con la aparicion de p; = 1 se lla-
ma bifurcaciéon fold o tangente. También es conocida como bifurcacion
Limit Point (LP) y Silla Nodo (SN).

(b) La bifurcacion asociada con la aparicion de uy = —1, es una bifurcacién
flip o0 duplicacion de periodo (“period-doubling” en inglés).
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Figura 4.1:
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(¢) La bifurcacion asociada a la presencia de un par de valores propios complejos
conjugados con modulo 1, 112 = et 0 < 0, < 7, se llama bifurcacién
Neimarck-Sacker o bifurcacién de toro.

Notemos que los casos (a) y (b) pueden ocurrir en sistemas discretos de di-
mensién n > 1, mientras que para que ocurra el caso (c¢) es necesario que n > 2.
Todos estos casos son bifurcaciones de codimension 1, siempre que se satisfagan
ciertas condiciones de no-degeneracién. Un punto fijo satisfaciendo cualquiera de
las condiciones de arriba es estructuralmente inestable.

Ejemplo 15 Bifurcaciones en el mapeo de Hénon.
Consideremos el siguiente sistema bidimensional:

(§>H<a—@yx—y2)'

Busquemos valores de parametros (a, ) tales que ocurra alguna de las bifurca-
ciones estudiadas en esta seccién (Omitiremos por ahora la verificacién de las
condiciones de genericidad, pero se sugiere su completacién como tarea).

Los puntos fijos satisfacen x = vy, y = a — Bz —y?. Luego, todos los puntos fijos
estan sobre la recta y = x. Ademas, la coordenada y de un punto fijo satisface
y> + (1 + B)y — a = 0. Por lo tanto, el sistema posee a lo mds dos puntos fijos.

La matriz Jacobiana del sistema viene dada por

Az, y; 0, B) = ( _50 _2; ) :
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Para que ocurra una bifurcacion silla-nodo se debe satisfacer det(A — I) = 0,
donde I es la matriz identidad de tamano 2 x 2. Asi, A tendra un valor propio 1.
Esto nos lleva a la ecuacién 1 + 8 4 2y = 0. Luego, el sistema algebraico

v+ (1+By—a= 0,
1+58+2y= 0,

en las incognitas («, #) nos da el conjunto de valores de («a, 3) para los cuales hay
una bifurcacién silla-nodo. Al resolver obtenemos

T = {(ﬁ,a) € R?| a:—%},

la cual representa una curva en el plano (5, a) a lo largo de la cual existe un
punto fijo con multiplicador p; = 1.

Similarmente, la condiciéon para la bifurcacion flip se puede escribir como
det(A+ 1) =0, la cual lleva a 1 + § — 2y = 0. Luego, resolvemos el sistema

y2+(1+6)y_Q: 07

1+8—-2y= 0.
Eliminando y, obtenemos que el mapeo tiene un punto fijo con multiplicador
1 = —1 cuando los parametros estan en la curva
3(1 + B)?
r={. e a0,

Finalmente, para analizar la ocurrencia de una bifurcacién Neimarck-Sacker,
notemos que el producto de los multiplicadores de la forma p; o(a*) = exp(£if))
es puipa = 1 = det(A), que es equivalente a la ecuaciéon 1 — 5 = 0. El diagrama
de bifurcacién resultante en el plano (3, o) muestra las tres curvas de bifurcacion
obtenidas.

Sin embargo, notemos que la curva de bifurcaciéon Neimarck-Sacker esta aco-
tada por las curvas f y T, esto es,

NS={(8,a) eR*|B=1,—-1<a<3}.



Introduccion a la Teoria de Bifurcaciones — Pablo Aguirre 74

(0
3
f
NS
- 3
T —1
B=1

Figura 4.2: Diagrama de bifurcacién del mapeo de Hénon.

La razén es que una bifurcacion Neimarck-Sacker solo puede considerarse cuando
exista un punto fijo. Luego, esto ocurre para valores de (3, a) arriba de la curva T,
i.e., para a > —1 si f = 1. Ademds, notemos que la condiciéon popus = 1 también
es valida para multiplicadores reales de la forma pu; = v, uo = %, lv| > 1, veR.
En ese caso, el punto fijo seria de tipo silla y no podria pasar por una bifurcacién
Neimarck-Sacker. Esto impone la condicion extra a < 3 si § = 1.

Habiendo podido hallar explicitamente el diagrama de bifurcacion en el ejemplo
anterior, quedan pendientes las preguntas: ;Cudles son los posibles retratos de
fase para valores de parametros en las regiones abiertas en el plano (3, «)? ; Cémo
cambia el retrato de fase al atravesar una u otra curva de bifurcacion? En las
siguientes secciones responderemos estas preguntas y daremos las formas normales
topoldgicas de estas bifurcaciones.
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T

Figura 4.3:

4.1. Bifurcacion fold

Considere el siguiente sistema dindmico discreto unidimensional
v at+z+ = f(z,a) = fu(). (4.1)

El mapeo f,(z) es invertible para |a| pequeno en una vecindad del origen. Para
a = 0 hay un punto fijo no hiperbdélico en xy = 0 con valor propio u = f,(0,0) = 1.
Se obtienen las dindmicas de la figura 4.3 para |a| pequefio en una vecindad del
origen. Si a < 0, existen dos puntos fijos en 1 5(a) = £1/—a, donde x; es repulsor
y x9 es atractor. A medida que « tiende a cero por la izquierda, los puntos fijos
r12(a) se acercan y, en el limite cuando o = 0, colisionan en zy = 0, el cual es
semiestable. Para o > 0, ya no hay puntos fijos.

El diagrama de bifurcacién resultante en el plano (z, o) se muestra en la figu-
ra 4.4. La ecuacién z — f(z,«) = 0 define una variedad de puntos fijos dada, en
este caso, por @ = —z°. En definitiva, el fenémeno es completamente andlogo a
la bifurcacién fold del caso continuo. El caso x — o+ = — 22 es similar; el andlisis
revela que los dos puntos fijos existen para a > 0.

Ahora agreguemos téminos de orden superior a (4.1):

otz 4+t + oYz, a) = Fy(o), (4.2)

donde ¢ (z, a) depende de forma suave en (z, ). Para |a| suficientemente pequeno
el nimero y la estabilidad de los puntos fijos es el mismo que en (4.1) en una ve-
cindad de x = 0. Luego es posible construir una conjugacién topologica local entre
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Figura 4.4:

(4.1) y (4.2), esto es, un homeomorfismo h,, de una vecindad de z = 0 mapeando
6rbitas de (4.1) en érbitas de (4.2) para cada |a| pequenio: f, = h ! (fa(ha)),
para todo (x,a) cerca de (0,0). Sin embargo, la construccién de h, no es tan
simple como en el caso continuo. La razén es que un homeomorfismo que mapee
puntos fijos de (4.1) en puntos fijos de (4.2) no necesariamente mapea érbitas en
orbitas. De todas formas se tiene el siguiente resultado.

Lema 4 FEl sistema
T a+x+ 2t + 0(2?)

es localmente topologicamente conjugado cerca del origen al sistema
T o+ + 2t

Ahora probaremos que (4.1) es una forma normal topolégica de un sistema
unidimensional discreto genérico que tenga una bifurcacién fold.

Teorema 9 Supongamos un sistema unidimensional

r— flr,a), ze€R, aeR,
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con f suave, el cual posee en o = 0 un punto fijo xo =0, y sea
= £.(0,0) = 1.
Ademas, suponga que se cumplen las siguientes condiciones de no-degeneracion.:
(G) f2x(0,0) # 0;
(T) fa(0,0) # 0.

Entonces el sistema es localmente topologicamente equivalente cerca del origen a
alguna de las siguientes formas normales topologicas:

y B+yty’
DEMOSTRACION. Expandemos f(x,«) en una serie de Taylor con respecto a
renz=0:
f(z,a) = fola) + fi(@)x + fola)z® + O(x?).
Por hipotesis se satisfacen las siguientes dos condiciones:
= fo(0) = f(0,0) =0 (el origen es un punto fijo);
= f1(0) = f.(0,0) = 1 (ocurre una bifurcacién fold).

Luego podemos escribir:
f(z,a) = fo(a) + [1 + gla)]z + fola)z? + O(2?),

donde g(«) es suave y g(0) = 0.
A continuacion hacemos una traslaciéon de coordenadas & = x + d, donde
0 = §(«a) se debe determinar. Sea & = f(x, «) la imagen de z. Luego:

E=i+8=fr.a)+6=f(6—b,a)+5

Expandiendo esta tltima expresion con respecto a & y escribiendo a su vez cada
coeficiente como expansion en J se tiene:

£ =fola) + 1+ g(a)](€ = 6) + fo(a)(§ = 6)> + O(&*) + 6
=fola) — g(a)d + fo(@)d” + O(6°)
+ &+ [g(a) — 2f2(@)d + O(6%))¢
+ [f2(a) + O(9))€" + O(&Y).
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Asumiendo que f>(0) = 3/.,(0,0) # 0, entonces existe una funcién suave §(c)
que aniquila los términos g(a) — 2f2(a)d + O(6?) en el coeficiente de orden 1 de

la expansién anterior para todo || suficientemente pequeno, esto es,
F(a,6) == g(a) — 2£2(a)8 + 6%p(a, 6) = 0,

para alguna funcién suave ¢. Se tiene:
oF oF

- - _9 - —d

lo que implica la existencia y unicidad de § = §(«) tal que 6(0) =0y F(o, 0(a)) =

0. Entonces,

F(0,0) =0,

g'(0) 2
d(a) = 2f2(0)a + O(a?),

para |«| suficientemente pequeno. Luego,
¢ = [/5(0)a+ ?¢(a)] + £ + [£2(0) + O(@)]€* + O(&?),

donde 1 es una funcién suave y donde hemos expandido cada coeficiente en
términos de a.

Sea el nuevo pardmetro p = p(a) = f5(0)a + a*(a), esto es, el término
constante en la expresion para &. Tenemos:
L. p(0) =0;

2. 4'(0) = f(0) = g—i(0,0). (Recordemos que fo(a) = f(0,).)

Luego si asumimos que 2—2(0, 0) = f4(0,0) # 0, entonces el teorema de la funcién
inversa implica que localmente existe una tnica funcién inversa o = a(u) con
a(0) = 0. Por lo tanto,

E=p+E+b(p)e+0(E%,

donde b(i) es una funcién suave con b(0) = f(0) # 0.
Ahora sean n = |b(u)|€ y 5 = |b(u)|w, y obtenemos el sistema topoldgicamente
equivalente
n=B+n+sn"+0(n),
donde s = sign(b(0)) = £1. Finalmente el resultado se completa al aplicar el lema
anterior.



Introduccion a la Teoria de Bifurcaciones — Pablo Aguirre 79

4.2. Bifurcaciéon flip

Considere el sistema dinamico unidimensional
= —(14+a)r +2° = f(z,a).

El mapeo f es invertible para todo |«| suficientemente pequernio en una vecindad
del origen. Ademds xy = 0 es un punto fijo con valor propio p = —(1 + «).En
particular, para |a| suficientemente pequeno se cumple: Si o < 0, xq es estable; si
a > 0 x( es inestable; y si & = 0, xy es no-hiperbdlico con valor propio y = —1.
Notemos que no hay otros puntos fijos cerca de xy = 0 para |a| pequeno. ;Adénde
convergen entonces las érbitas para o > 0 cuando xg es inestable?
Consideremos la segunda iteracién f?(x,a). Sea y = f(x, ). Entonces:

fAx,a) = fly,a) = =1+ )y +y°
=—(1+a) (-1 + @)z +2°) + (~(1+ o)z +2%)’
= (1+a)’z— (14 a)2+2a+a%) 2+ 0(2").

En el conjunto de puntos fijos de f?(z, a) podemos hallar al origen zq = 0 (ob-
viamente) y a otros dos puntos fijos no triviales para o > 0 pequeno al resolver
la ecuacion

T12 = f2($1,2, 04),

obteniendo los valores x1 2 = £+/a. Los puntos fijos 1 2(c) son ambos estables y
forman una 6rbita de periodo 2 de f(z,a), es decir,

o = f(r1,00), x1 = f(19,00), X1 # 9.

La figura 4.5 muestra cémo cambia la gréafica de f?(z, @) a medida que « cruza
el valor « = 0 y la aparicién de x; 9(«) para a > 0.

Toda esta informacion la podemos reunir en un solo diagrama de bifurcacién
como el de la figura 4.6. En el eje horizontal se ubica el punto fijo xy = 0, el
cual cambia de estabilidad en o = 0. La pardbola z = f?(x,a) representa las
coordenadas del ciclo estable {1, 2} de perfodo 2 para a > 0. Luego, es natural
hacer una analogia con la bifurcacién de Hopf del caso continuo; de hecho, para
este diagrama de bifurcacion hablamos de una bifurcacion flip supercritica.
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f2 f2 f2

a <0 a=20 a >0

Figura 4.5: Forma cualitativa de f? cerca de (z,a) = (0,0).

I (Cll)

Figura 4.6: Diagrama de bifurcacién x — —(1 + a)x + 23 cerca de (z,a) = (0,0).

Similarmente a lo visto en la seccién anterior para la bifurcacion fold discreta,
en este caso también podemos probar un resultado que indica que agregar térmi-
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nos de orden superior a f(x, ) no altera la topologia del diagrama de bifurcacién
ni de las érbitas en el espacio de fase. El andlisis del punto fijo y del ciclo de
periodo 2 en el siguiente lema es simple, pero el resto de la demostracién no lo es
aunque puede verse en las referencias.

Lema 5 FEl sistema
= —(1+a)z+2° + O(z?)

es localmente topoldgicamente equivalente cerca del origen al sistema
z— —(1+a)x +a°.

El caso x — —(1 + a)x — 2® se puede tratar de manera analoga. El diagrama
de bifurcacién resultante es como el de la figura 4.7. Aqui los puntos de periodo
2 son inestables y existen para a < 0; por ello uno habla de una bifurcacion flip
subcritica.

Figura 4.7: Diagrama de bifurcacién x — —(1 + a)x — 23 cerca de (z,a) = (0,0).

Teorema 10 Suponga que el sistema unidimensional

r f(r,a), z€R, «acR,
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con [ suave, posee en o =0 un punto fijo xo =0, y sea
= £,(0,0) = 1.
Ademas, suponga que se cumplen las siguientes condiciones de no-degeneracion.:
(G) 5 (F2(0,0))" + 5. fra(0,0) #0;
(T) f2a(0,0) # 0.

Entonces el sistema es localmente topologicamente equivalente cerca del origen a
alguna de las siguientes formas normales topologicas:

y— —(1+4 By +y°.

DEMOSTRACION. Por el teorema de la funcién implicita el sistema tiene un
unico punto fijo z¢(«) en alguna vecindad del origen para todo || suficientemente
pequeno, pues f,(0,0) # 1. Podemos trasladar este equilibrio al origen y asumir,
sin pérdida de generalidad, que xy = 0 es el punto fijo del sistema para todo |a
suficientemente pequeno. Luego, podemos escribir,

f(z,0) = fila)r + fola)2® + fz(a)a® + O(a?),

donde fi(a) = —(1 + g(a)), para alguna funcién g suave. Dado que g(0) =0y
7' (0) = f1(0,0) # 0, la funcién g es localmente invertible y podemos definir un
nuevo parametro § = g(a).

Si llamamos

u(B) =—(1+5),
se tiene

= f(w,8) = p(B)x + a(B)z* + b(B)x* + O(x"),

donde las funciones a(f) y b() son suaves. Tenemos :

1
CL(O) = f2(0) - fwx(070)7 b(O) = éfvax(oao)
Definamos el cambio de coordenadas:

x=o(y) =y + 5y’
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donde § = §(3) es una funcién suave por definir. Esta transformacién es invertible
cerca del origen y su inversa ¢! se puede hallar por el método de los coeficientes
indeterminados obteniendo:

y = Hz) =2 — d2° +20%2° + O(z?).

Busquemos una expresion para el mapeo en las nuevas coordenadas, esto es,
fly) = o lofo ©(y). Se tiene:

9=F,8) = py+(a+0op—0u")y* + (b+20a — 26p(5p + a) + 26°1°)y* + O(y").

Luego, el término cuadréatico se puede eliminar para todo || suficientemente
pequeno al tomar

pues p%(0) — 1(0) = 2 # 0. Luego,

2

sz%ﬁ%ﬂw+<h%3a >f+0@ﬂ=—0+6w+dmf+0@ﬂ

=
Aqui ¢ = ¢(B) es una funcién suave tal que
1 1
¢(0) = a*(0) +b(0) = 7 (fax(0,0))" + = fuzr(0,0) # 0.

Por lo tanto, aplicando el reescalamiento

se tiene en la coordenada 7:

i =—(1+B8)n+sy’ + 0",
donde s = sign (¢(0)) = £1. El resultado sigue al aplicar el lema anterior.

Ejemplo 16 Considere la ecuacién de Ricker:

o
Tpy1 = arpe ",
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donde zj representa la densidad de una poblacién en el ano k. El parametro
a > 0 es la tasa de crecimiento, y el término e ** representa el rol negativo de
competencia interespecie a altas poblaciones.

Sea f(x,a) = axe ™. Este sistema siempre posee el punto fijo trivial zp = 0
para todo a. En oy = 1 aparece un punto fijo positivo no-trivial:

r1(a) =In(a), a>1.

El valor propio de x1(«) es u(a) = 1—In(a). Luego, ;1 es estable para 1 < o < oy,
e inestable para o > o, donde a; = €? ~ 7,38907. En o = 5 se tiene (o) = —1
y ocurre una bifurcacién flip en z(aq) = 2.

Verifiquemos las condiciones de no-degenercion al evaluar las derivadas par-
ciales en (z, ) = (2, €?):

= c(ay) =5 > 0.

= foa=—2F#0.

Por lo tanto, aparece un unico ciclo de periodo 2 desde z; para a > a;. La
estabilidad de x(ay) para @ = «; determina si la bifurcacion es supercritica o
subcritica. Mas ain se puede probar que este ciclo pierde estabilidad en ay ~
12,50925 en una nueva bifurcacién flip que le ocurre a f?. Esto genera un ciclo
estable de periodo 4, el cual nuevamente se bifurca en ay ~ 14,24425 dando paso
a un ciclo de periodo 8, el cual pierde estabilidad en ag ~ 14,65267. Es decir, a
medida que « crece, el conjunto limite atractor va duplicando su periodo en una
secuencia de bifurcaciones flip en f, f2, f*, etc. En el proceso, cada punto fijo o
ciclo ya existente va perdiendo estabilidad y se vuelve repulsor, y en su reemplazo
aparece un ciclo atractor del doble de periodo. A medida que « crece, se obtienen
ciclos de periodo 8, 16, etc.

Este proceso genera una cascada de duplicacion de periodo: una secuencia in-
finita de bifurcaciones flip en los valores oy, ), con m(k) = 28k =1,2,3...,
donde m(k) es el periodo del ciclo que se bifurca a la k-ésima duplicacién. El
diagrama de bifurcacién resultante es como en la figura 4.8.

La sucesién oy, ;) converge a un cierto valor o, para el cual todas las (infi-
nitas) érbitas periddicas existentes son inestables y se genera dindmica cadtica.
El conjunto invariante resultante pasa de ser un conjunto finito de puntos a un
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conjunto infinito, pero confinado al intervalo compacto. Una 6rbita tipica nunca
se asienta ni en un punto fijo ni en una orbita periddica, sino que su comporta-
miento en el largo plazo es aperidodico. Cada una de esas orbitas aperiédicas es
densa en un compactoy su comportamiento cualitativo es “erratico”. Este proceso
gobernado por una secuencia de bifurcaciones flip se conoce como ruta al caos
por duplicacion de periodo. Este es uno de los caminos “universales” al caos y se
puede hallar en muchos sistemas.

X,

Figura 4.8: Cascada de duplicacién de periodo en la ecuacién de Ricker.

4.3. Bifurcacion Neimark-Sacker

Consideremos el siguiente sistema discreto bidimensional que depende de un
parametro:

1 cosf —sinb 1
<:1:2> — (1+a)(sin0 cos@)(:vg)
5 . oy [ cosf —sinf d —b T
1+ 23) ( sin 6 COSG) < b d Ty )’

donde a € R es el pardmetro; 6 = 6(«), b = b(«) y d = d(«) son funciones suaves;
y 0 <6<, d)+# 0. El sistema (4.3) tiene un punto fijo (z1,z2) = (0,0) para

(4.3)
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todo «, con matriz Jacobiana

A:(1+a)(c08(9 —smﬁ)

sinf)  coséf

y valores propios p12 = (1 + «)exp(=£if). Luego, el mapeo (4.3) es invertible
cerca del origen para todo |a| pequeno. Més atn, cuando o = 0, se tiene pg9 =
exp(=%if), con |u1 2] = 1; luego, el origen es un punto fijo no-hiperbélico.
Introduciendo una variable compleja z = x1 + ixs, y reescribiendo (4.3) en no-
tacion polar z = pexp(ip), luego de un poco de operatoria obtenemos el sistema:

{ p = p(l+a+d@)p’) + Ra(p),

o = o+ 0(a) + Qulp) (44)

donde R.(p) = O(p*) v Qa(p) = O(p?) son funciones suaves de (p, ). Notemos
que el mapeo para p es independiente de ¢ y define un sistema dindmico con un
punto fijo en p = 0 para todo «. Este punto fijo es estable si @ < 0 e inestable
para « > 0. En la transiciéon, cuando a = 0, la estabilidad del origen depende del
signo del coeficiente d(0). En lo que sigue, supongamos que d(0) < 0; en tal caso,
el origen es un punto fijo estable no-hiperbdlico si @ = 0. Ademads, si @ > 0, en
una vecindad del origen, el mapeo para p posee otro punto fijo dado por

po(a) = ,/—ﬁ +0(a). (4.5)

Por continuidad, tenemos que d(a) < 0y pg es estable para todo |a| pequeno.

Por otro lado, el mapeo para ¢ describe una rotaciéon por un angulo que de-
pende de ¢ y 6; y es aproximadamente igual a 0(«). Luego, al superponer los
dos mapeos en p y ¢, obtenemos el diagrama de bifurcacion de la figura 4.9 para
(4.3): Para a < 0, el origen es un punto fijo atractor; las érbitas espiralean hacia
(0,0). Para a > 0 aparece un circulo invariante aislado de radio p(«) dado en
(4.5). Esta curva invariante es unica y atrayente. Todas las 6rbitas que comienzan
afuera o adentro de la curva invariante cerrada, excepto el origen, tienden a la
curva bajo iteraciones de (4.3). Decimos que el sistema pasa por una bifurcacion
Neimarck-Sacker supercritica.
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Figura 4.9: Diagrama de bifurcacién Neimarck-Sacker supercritica (d(0) < 0).

La bifurcaciéon también puede presentarse en el espacio (x1,z9, ). La fami-
lia de curvas cerradas invariantes que aparece, parametrizada por «, forma una

superficie paraboloide.

El caso d(0) > 0 se puede analizar de la misma forma: Existe una curva
invariante cerrada inestable que desaparece cuando « cruza el cero desde los
valores negativos a los positivos como en la figura 4.10. En tal caso, uno habla
de una bifurcacion Neimarck-Sacker subcritica. Al igual que con las bifurcaciones
de Hopf y flip, el tipo de bifurcacién (supercritica o subcritica) estd determinado
por la estabilidad del punto fijo en el valor de bifurcacién del parametro.
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Figura 4.10: Diagrama de bifurcacién Neimarck-Sacker subcritica (d(0) > 0).
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La estructura de orbitas de (4.4) en el circulo invariante depende de si la razén
entre el angulo de rotacién Ay = 0(a) + p*Q.(p) v 27 es racional o irracional
en el circulo. Si es racional, todas las orbitas en la curva son periodicas. Mas

precisamente, si
Ay _p
2T g
con enteros p y ¢, todos los puntos en la curva cerrada son ciclos de periodo ¢ de la
p-ésima iteracion del mapeo. Por el contrario, si la razén es un niimero irracional,
no hay érbitas periodicas y todas las érbitas son densas en el circulo.

Ahora agreguemos términos de orden superior al sistema (4.3). Por ejemplo,
podemos pensar que (4.3) es una versién truncada de un mapeo que contiene
términos de orden superior (||z||*), los cuales dependen suavemente de . En tal
caso, sobre la curva invariante que se bifurca podrian haber puntos fijos y puntos
periddicos. La existencia y estabilidad de estos puntos (i.e., el retrato de fase
concreto del sistema restringido a la curva invariante) depende de estos términos
de orden superior que no estan presentes en (4.3). Por lo tanto, dos sistemas
distintos exhibiendo una misma bifurcacion Neimarck-Sacker podrian no ser to-
polégicamente equivalentes. Este hecho impide obtener una forma normal para
esta bifurcacion. Sin embargo, de todas maneras podemos enunciar el siguiente
teorema que nos asegura que estos términos (||z]|*) no afectan la bifurcacién de
la curva cerrada invariante en (4.3). Es decir, una curva invariante localmente

unica se bifurca del origen en la misma direcciéon y con la misma estabilidad que
en (4.3).

Teorema 11 (Bifurcacion Neimarck-Sacker) Consideremos un sistema dindmico
bidimensional
= flr,a), zcR? acR,

con [ suave. Supongamos que para valores de v cerca de o el sistema posee un
punto fijo x(a) cuya coordenada depende de «; en particular, sea xo = x(a*) y
expresemos los valores propios de la matriz Jacobiana D f(x(«),«) en la forma

p12(a) = () exp(Fip(a)).

Ademas, suponga que se satisfacen las siguientes condiciones:
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(B1) f(xo, ) = wp;

(B2) Df(xg,a*) tiene un par de multiplicadores complejos conjugados sobre el
circulo unitario py 2(a*) = exp(£ibh), (r(a*) =1,¢(a*) = 6);

d
1) ——r(a*) £ 0;
(61) Loy £0
(G2) exp(ikty) # 1, para k =1,2,3,4.

Entonces, eziste un cambio de coordenadas suave e invertible (difeomorfismo)
y un cambio de pardmetros suave e invertible que transforman el sistema, en una
vecindad de (xg, ™), en

n cost) —sind Y1
(y2) ~ (1+a)(sin9 0050><y2>
5 oy [ cosf —sind d —b Y1 4
vt (o o) (5 0 ) (1) w0,

donde 0 = 0(a), b = b(a) y d = d(«) son funciones suaves; y 0 < 0 < w. Mds
atun, 0(a*) = 60y y d(a*) = Re (exp(—iby)c1(a*)) (donde c1(a*) posee una formula
que puede buscarse en textos sobre bifurcaciones!)

Si ademds, d(a*) # 0 (i.e., c1(a*) # 0), entonces, existe una vecindad de x
en la cual se bifurca una unica curva cerrada invariante desde xoy a medida que
a pasa por o,

Ejemplo 17 (Bifurcacién Neimark-Sacker en la ecuacion logistica con retardo)
Considere la siguiente ecuacion en recurrencia:

U1 = Tup(l — ugp_1).

Este es un modelo simple de dindmica poblacional, donde wu; representa la densi-
dad de una poblacion en el tiempo k, y r es la tasa de crecimiento. Aqui se asume
que el crecimiento esta determinado no solo por la densidad poblacional actual
(ug) sino también por su densidad en el pasado (ug_1).

Si introducimos v = ui_1, la ecuacién se puede reescribir como

g1 = rugp(l —vg),
Uk—‘rl = Ug,
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lo cual, a su vez, define el sistema dinamico discreto bidimensional

(2)- (")) o

donde x = (x1,22)7. El mapeo (4.6) tiene el punto fijo (0,0)7 para todos los
valores de r. Para r > 1 aparece un punto fijo positivo no trivial z" en las

coordenadas )
) =2=1-"-
r

0

La matriz jacobiana de (4.6) evaluada en 2" viene dada por

A(@:G 167’)
i1a(r) :%i@.

2 = pyps = r — 1. Por lo tanto,

y tiene valores propios

Sir > %, los valores propios son complejos y |11 2
en r = ry = 2 el punto fijo no trivial pierde estabilidad y tenemos una bifurcacién
Neimark-Sacker. Los valores propios en ry son

__ +iby _ T

=e " Gy = —.

H1.2 0 3
Luego, es claro que las condiciones (G1) y (G2) del teorema anterior se satisfacen.
Utilizando las férmulas para d(rg) disponibles en textos avanzados de teoria de
bifurcaciones, es posible obtener d(rg) = —2 < 0. Por lo tanto, una inica curva

invariante cerrada estable se bifurca desde el punto fijo no trivial para r > 2.



