Capitulo 2

Formas normales

Para bifurcaciones locales de equilibrios y puntos fijos, podemos hallar diagra-
mas de bifurcacién universales gracias a las formas normales topologicas. Esta
es una de las nociones centrales en la teoria de bifurcaciones pues nos permite
reducir el analisis de una bifurcacion local de codimensién k al de alguna familia
topolégicamente equivalente con exactamente k parametros y que solo contenga
aquellos términos algebraicos relevantes para la bifurcacion de interés.

2.1. Forma normal de Poincaré

Para simplificar la exposicién consideremos primeramente un sistema de EDOs
que no depende de parametros

i = f(2), (2.1)
donde f es suave y posee un punto de equilibrio en xy = 0. (Si xy # 0, siempre

podemos llevar el punto z( al origen mediante una traslacién.) Nuestro objetivo
es hallar un cambio de coordenadas

v = h(y) (2.2)

con h(0) = 0 tal que el sistema (2.1) se vuelva “lo més simple posible” en las
nuevas coordenadas y.
Por la regla de la cadena, en las coordenadas y se tiene el sistema equivalente:

Dh(y)y = f(h(y))

32
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o bien,
y = (Dh(y))~" f(h(y)), (2.3)
En el mejor de los casos, el nuevo sistema (2.3 es lineal. Pero en general, no
lo sera. Repitamos la pregunta: ;Cémo definir A tal que se vuelva “lo mas
simple posible” en las nuevas coordenadas y? Notemos que el sistema puede

ser expandido en serie de potencias alrededor del origen. En tal caso, queremos
hallar una secuencia de transformaciones de coordenadas:

hi ho hgs oo B

que vayan removiendo progresivamente la mayor cantidad de términos de grado
1,2,3,...,s,..., etc, respectivamente, de la serie de Taylor de (2.1) y que dejen
solo aquellos términos esenciales que capturen la dindmica. En otras palabras,

= h; remueve los términos “superfluos”de grado 1;

hs remueve los términos “superfluos”de grado 2;

hs remueve los términos “superfluos”de grado s;
m etc.

De esta manera, luego podemos definir el cambio de coordenadas 1} como
h:hsohs—lo"'thOhla

la cual elimina los términos superfluos hasta grado s de la expansion en serie de
potencias de 1} alrededor del origen.
Eliminando términos de grado 1.

El primer paso es separar la parte lineal de (2.1)) en 2 = 0 escribiendo

&= Df(0)z+ f(z), (2.4)
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donde f(z) = f(z) — Df(0)x. Por definicién, f(z) = O(|z|?). Para lograr esto,
comencemos llevando la matriz D f(0) a su forma diagonal o a su forma canénica
de Jordan. Sea T' la matriz de vectores propios (generalizados) de D f(0). Luego,
aplicando la transformacion

x="Tv

se tiene x = TV, o bien,
b=T'e=T"(Df(0)x+ f(z)),

llevando (2.1) en
b =T Df(0)Tv+T*f(Tv).

Notemos que J = T 1D f(0)T es la forma candnica (real) de Jordan de D f(0)
—o bien, su diagonalizacién, segtin corresponda. Si ademés denotamos F'(v) =
T~ f(Tv) entonces obtenemos

&= Jr+ F(x), (2.5)

donde hemos vuelto a usar la letra x para economizar notacion. De esta manera
hemos simplificado la parte lineal de (2.1) lo maximo posible.

Eliminando términos cuadraticos.

Expandiendo F(x) en (2.5) en serie de Taylor alrededor de z = 0 tenemos:
t=Jr+ Fy(x)+ F3(x)+ -+ F_i(z) + O(|z]"), (2.6)

donde Fj(z) representa los términos de orden i en la expansion.
Consideremos la transformacion

r=y+h(y), yeR" (2.7)

donde hs(y) es un polinomio (vectorial) homogéneo de grado 2, es decir, hs(y)
tiene la forma

ha(y) = (ha(y), ... hs(y))',
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donde cada hi(y) es un polinomio homogéneo de grado 2 en y = (y1, 42, .- -, Yn)-
Por ejemplo, si n = 2, se tiene
hy(y1, y2) = anoyi + anyiye + ooz ha(y1,y2) = Baoyi + Bubnys + Boats,

con coeficientes «;j, 3;; por determinar.
Sustituyendo (2.7)) en (2.6 obtenemos

&= (I +Dho(y))y = Jy+ Jho(y) + F5> (y + ha(y)) + F3 (y + ha(y))
e+ By (y+ he(y) + O(lyl),

donde I es la matriz identidad n x n. Notemos que cada término
Fr (y+ ho(y)) = Fi(y) +O(ly/"™) + ...+ O(ly|*), 2<k<r—1.
Luego, podemos reescribir:
(I +Dha(y))y = Jy+ Jhaly) + Fo(y) + F3(y) + ... + F,_1(y) + O(Jy|"), (2.8)

en donde la tilde en F}, denota que los términos de grado k& han sido modificados

por el cambio de coordenadas. Notemos que el término cuadratico Fi(y) en ([2.8)
es el mismo que en ([2.6)).
Ahora bien, se puede probar que para y en una vecindad del origen la matriz

(I + Dhs(y)) en es invertible (Tarea: comprobar!). Mds atn, (I + Dhs(y)) ™"
puede representarse en una expansion en serie de la forma
(I+ Dhs(y))™" = I = Dhs(y) + O(Jy[*).
Sustituyendo esta expresion en tenemos
y=Jy+ Jha(y) — Dha(y)Jy + Fo(y) + F3(y) + ... + Fr_a(y) + O(|yl"), (2.9)

el cual corresponde al sistema en las nuevas coordenadas y. Los términos cuadrati-

cos de (2.9) son en definitiva
Jha(y) — Dha(y)Jy + Fa(y). (2.10)

Hasta este punto hy en (2.7) ha sido arbitrario. Ahora buscaremos un hy es-
pecifico de tal forma de simplificar al maximo los términos cuadraticos de 1}
Idealmente

Jhy(y) — Dha(y)Jy = —Fs(y)

y se eliminarian todos los términos cuadraticos.



Introduccion a la Teoria de Bifurcaciones — Pablo Aguirre 36

OBSERVACIONES:

1. Si podemos eliminar todos los términos hasta grado k > 2 mediante una
sucesion de transformaciones suaves e invertibles h;, entonces el campo re-
sultante se puede linealizar hasta cualquier orden algebraico. Por ejemplo,
esto es lo que ocurre —bajo ciertas condiciones—para un equilibrio hiperbdli-
co. (Note que, en rigor, esto no es equivalente al resultado del teorema de
Hartman-Grobman. ; Por qué?)

2. Sin embargo, en la teoria de bifurcaciones estamos interesados en puntos de
equilibrio no-hiperbdlicos, es decir, en puntos de equilibrio con algin valor
propio con parte real nula. En tal caso, la parte lineal no basta para deter-
minar la dinamica. Es decir, existen términos no lineales de resonancia en el
campo vectorial que no se pueden eliminar mediante cambios de coordena-
das. La forma normal, en tal caso, nos entrega aquellos términos resonantes
esenciales.

Con lo anterior en mente, volvemos a la pregunta: ;Coémo hallar hy tal que la
expresion se simplifique al maximo, es decir, que solo sobrevivan los térmi-
nos resonantes? Para responder esta pregunta debemos definir ciertos conceptos
previos.

Sea Hj. el espacio vectorial de campos de vectores en R” cuyas componentes
son polinomios homogéneos de grado k. Por ejemplo, si n = k = 2 el espacio Hy
posee la base candnica

By = {(2%,0), (zy,0), (¥°,0), (0,2%), (0, zy), (0,4%)}.

Consideremos el operador lineal en Hj definido por el Corchete de Lie:

[-,L]: Hk—>Hk,
Y s [V, L] = (DL)Y — (DY)L,

donde L = Df(0)x, v = (x1,...,x,) € R". El Corchete de Lie es una aplicacién



Introduccion a la Teoria de Bifurcaciones — Pablo Aguirre 37

bilineal en las dos componentes y se tiene la forma explicita:

OL! OL! \
(9_:1:1 o
Yyl L! Yyl
)/-vn Y I/-n - . . }/:n
oL™ oL"
( oy! oy! \
or1  Oxy
Ll
)
oYy™" oYy
\ dr, Oz, /

o equivalentemente en forma mas compacta:

. = [OL . oYl .
Y L' = Y7 — L/ =1,...,n.
N e ) BRSO

J=1

Supongamos que D f(0) = J estd en su forma canoénica de Jordan. Luego, L =
Df(0)x = Jz, y entonces DL = J. Por definicién, el polinomio hy € H,. Luego,

[ha(y), L] = Jha(y) — Dha(y)Jy € [Ha, L],

donde [Hj, L] es la imagen del operador | - , L]. Asi los términos cuadraticos en
(2.10) quedan:
[ha(y), L] + Fa(y) € Ho. (2.11)

Del algebra lineal se tiene que Hs puede representarse como
Hy = [Hy, L] ® Gy,

donde G5 es un subespacio vectorial complementario de [Hs, L] en Hj.
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Caso 1. Si Fy € [H,, L], entonces es posible hallar hy tal que

[ha(y), L] = —Fa(y).

Es decir, todos los términos cuadraticos se pueden eliminar. (En particular, si
[Hs, L] = H entonces todos los términos cuadraticos se pueden eliminar.)

Caso 2. Si Fy ¢ [Hs, L], denotemos

Fy(y) = Fy(y) + F3'(y),

donde Fy € [H,, L] son los términos “superfluos” y Ff € Gy son los términos
resonantes. Por lo tanto podemos escoger hs tal que solo aquellos términos de F5
que estdn en G sobrevivan en (2.11). Es decir, escogemos hy tal que

[ha(y), L] = =F5 (y)-
Luego, la expresién (2.11]) se reduce a
[haly), L] + Fy (y) + Fy'(y) = Fy'(y).
En tal caso, el sistema después del cambio de coordenadas queda:
g=Jy+F(y) + Fy) + ...+ Foi(y) + Oyl (2.12)

en donde habremos reducido lo mas posible los términos cuadraticos.

Eliminando términos ciubicos.

Sea el cambio de coordenadas y — y + hs(y), con hs(y) € Hs, el espacio
vectorial de campos de vectores cuyas funciones coordenada son polinomios ho-
mogéneos de grado 3. Sustituyendo en y después de un poco de algebra
obtenemos

A

g = Jy+ Fy(y) + Jhs(y) — Dha(y)Jy + F3(y) + Fa(y) ... + Fr_1(y) + O(y["),



Introduccion a la Teoria de Bifurcaciones — Pablo Aguirre 39

donde los términos Fk(y), 4 < k <r—1, indican que el cambio de coordenadas ha
modificado los términos de orden mayor a tres. Los términos cubicos son ahora

Jhs(y) — Dhy(y)Jy + F3(y) = [hs(y), L] + F3(y), (2.13)

donde la aplicacion lineal [ - | L] : H3 — Hs queda ahora definida por el corchete
de Lie en Hj. Si denotamos su imagen por [H3, L] entonces

H3 = [H3, L] © G3,
donde G5 es un subespacio vectorial complementario de [H3, L] en Hsz. Denotemos
Fy(y) = F'(y) + F3'(y),

donde F¥ (y) € [Hs, L]y Ff(y) € Gs. Luego, los términos ctibicos (2.13) se pueden
simplificar al escoger h3(y) tal que

[ha(y), L] = —F5 ().
De forma inductiva obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 5 (Forma Normal) Sea & = f(x) un sistema de clase C", con f(0) =0
y Jx = L, donde J es la forma canonica de Jordan —o la diagonalizacion, segun
corresponda— de D f(0). Considere el corchete de Lie | - L] : Hy — Hy y sea
Gy un subespacio vectorial complementario de la imagen [Hy, L] en Hy, es decir,
Hy = [Hy, L] ® Gj. Entonces eziste un cambio de coordenadas analitico en una
vecindad de x = 0 que transforma el sistema en

g =Jy+ F(y) + F ) +...+ FL ) + Oy, (2.14)
dondeF,fEGk, 2<k<r-—1.

Definicién 13 Bajo las hipotesis del teorema anterior, decimos que el sistema
(2.14) corresponde a una forma normal hasta orden r — 1 de © = f(x). Los
términos F,f, 2 < k<r—1, se dicen términos resonantes.
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OBSERVACIONES:

1. La estructura de los términos no lineales en (2.14) queda enteramente de-
terminada por la parte lineal del campo vectorial a través del corchete de
Lie.

2. Al simplificar términos de orden k, no se afecta ningtn otro término de orden
menor. Sin embargo, los términos de orden mayor si se ven modificados. Esto
sucede en cada etapa de la aplicaciéon de este método. Por lo tanto, para
calcular los coeficientes de cada término de la forma normal en términos
del campo original, uno debe hacer un seguimiento de cémo los términos de
orden superior van modificAndose por los sucesivos cambios de coordenadas.

3. En el mismo espiritu, también es posible enunciar un teorema de la forma
normal para puntos fijos de sistemas dindamicos discretos.

Ejemplo 15 Consideremos el siguiente sistema planar

X &= Xi(x,y) = —y+ agpr? + anzy + apy® + TOS,
" y= Xo(m,y) =+ byx® + biywy + boay? + TOS,

donde T'OS denota los términos de orden superior. Encontremos una forma nor-
mal de grado 2. Claramente (0,0) es un punto de equilibrio. Ademés

DX(0,0)=J = (? _(1)>

estd en su forma de Jordan y posee valores propios A2 = =£i; luego el origen es
un equilibrio no-hiperbdlico.

(0 -1 T\ [ -y
(0 ) () -(F)
Luego, definimos el corchete de Lie [ - , L] : Hy — H,, donde Hj es el espa-

cio vectorial de campos de vectores en R? cuyas componentes son polinomios
homogéneos de grado 2. Sea la base candnica de Ho

By = {(2%,0), (xy,0), (¥°,0), (0,2%), (0, zy), (0,4*)}.

Ademas,
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Dada la linealidad de | - , L] basta buscar las imégenes de los vectores en esta
base para determinar la imagen [Hs, L] y su complemento Gs.

Para facilitar los calculos es conveniente utilizar la siguiente notacion para el
campo de vectores:

0 0
X =X1—+ Xo—.
18:1:+ Q@y

Con esta notacion, la base B queda de la forma

0 0 0 0 0 0
_ 2 ¥ 2 2 2
82_{33 8$,xy8.flf’y 8$’x ay7xyay7y 8y}

Se tiene
ox, ox,
() (-G DG 5 o |
Xo(z,y) )\ = 1 0 Xo(z,y) 09Xy 0Xo x )
oxr 0Oy
Luego,

G ()= 5) G)-(a) ()
- (%),

Realizando las cuentas de manera andloga con el resto de los elementos de las
base By obtenemos el cuadro resumen

Sea A la matriz asociada a la transformacion lineal | -, ( _xy )] en la base
BQ. ASf,
( 0 -1 0 -1 0 0 \
2 0 -2 0 -1 0
0o 1 0 0 0 -1
A= 1 0 0 0 -1 0
o 1 0 2 0 =2
\o 0 1 0 1 0/
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Cuadro 2.1:
-y 2 2
SO " y
0 0 0 0 0 0 0
9 Oy 2 4 2 L 2 . n Y 9| ol L2l
ox xy(?x e dy (v = )8x +$y8y xy@x Ty oy
0 , 0 0 0 5 9 5 0 0
oy Vgr TG, | T TW T, | Ty, ~ 2

Luego, det(A) #0 y [ - ( _:zzy )] es un isomorfismo. Por lo tanto,

()]

y todos los términos cuadraticos del campo X pueden eliminarse mediante un
cambio de coordenadas apropiado. Por lo tanto, la forma normal hasta orden 2

buscada es
{U’: —U+O(|(U,U)|3),
o= u+O(|(u,v)).

Ejemplo 16 Consideremos el siguiente sistema planar

X b= Xi(z,y) =y + agr® + anxy + apy® + TOS,
"y = Xo(z,y) = bygz? + biyzy + beey® + TOS,

donde T'OS denota los términos de orden superior. Encontremos una forma nor-
mal de grado 2. Claramente (0,0) es un punto de equilibrio. Ademas

DX(0,0):J:(S é)

estd en su forma de Jordan y ambos valores propios son A; 2 = 0; luego el origen
es un equilibrio no-hiperbdlico.
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(1)) ()

Luego, definimos el corchete de Lie | - L] : Hy — Hs, donde Hs es el espa-
cio vectorial de campos de vectores en R? cuyas componentes son polinomios
homogéneos de grado 2. Sea la base candénica de Ho

By = {(2%,0), (zy,0), (¥°,0), (0,2%), (0, zy), (0,4*)}.

Dada la linealidad de | - , L] basta buscar las imégenes de los vectores en esta
base para determinar la imagen [Hs, L] y su complemento Gs.
Se tiene

ox, ox,
. (z, or 0

N @l 2 2 e)
or 0Oy

(o) (o)) = (o) (5)-(%0)(5)
_ (Y,

Realizando las cuentas de manera analoga con el resto de los elemento de las base
B, obtenemos el cuadro resumen

Sea A la matriz asociada a la transformacion lineal [ - ( Y )] en la base B,.

0
Asi,
[0 00 1 00
2 00 0 10
0-10 0 01
A=1 0 00 0 00
0 00 -2 00
\ 0 00 010/
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Cuadro 2.2:
-y 2 2
S v |
0 0 , 0
9 —2:1:3/% —y 9 0
0 5 0 0 0 0 0
_ — _ Qry— Y 2
oy i xy@y Yor Y dy arr

Luego, det(4) =0y [ - ( ?(J) )} no es un isomorfismo. Por lo tanto, el subes-

pacio G9 no es trivial. La imagen de Hy por el corchete de Lie esta generada

por
Y _ _ 2_ 22 26 0 0 22 2&
[HQ’(O)] _<{ Y e o or T P Vay oy TV oy an) )

Por lo tanto, una base de [HQ, ( g )] es

(9,0 ,0 o 9,0
b= {xyax’y oz’ " Bz 2xy8y’xy8x Y 8y}

(1) -

Luego, dimGy = 2, pues Hy = [Hz, ( )} @ G4. Por lo tanto una base para G5

(raeg)

y se tiene
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Por el teorema de la forma normal existe un cambio de coordenadas analitico tal
que el sistema original en las nuevas coordenadas tiene la forma:

{u:v+awLHXWHM%
0= oy’ + O(|(u,v)]).

OBSERVACION. En el ejemplo anterior notemos que la base de [Hg, ( g )]

no es unica. Luego las formas normales generalmente tampoco son tunicas. Por

ejemplo, los vectores
z? 0
%ﬂfy ) 1,2

son linealmente independientes y son ortogonales a cada columna de la matriz A.
Por lo tanto, generan G5. Asi, la forma normal nos queda:

w= v+ au®+ O(|(u,v)?),
= agu® + azuv + O(|(u,v)?).

Otra posibilidad es:

{u=v+0m%®ma

= ayu®+ asuv + O(|(u,v)[3).

2.2. Formas normales topolégicas de bifurcaciones

Considere el campo de vectores
= f(r,a), x€R" a€cR™, (2.15)

con f suficientemente suave en (x, ). Supongamos que f(0,0) = 0. Nuestro deseo
sigue siendo simplificar eliminando los términos superfluos que no influyen
en la dindmica por medio de cambios de coordenadas (difeomorfismos). En este
caso el truco es extender el sistema a uno més grande:

{?Z:ﬂ%®’ (2.16)

a = 0.



Introduccion a la Teoria de Bifurcaciones — Pablo Aguirre 46

Uno puede calcular una forma normal para (2.16) imponiendo que las transfor-
maciones de coordenadas H(x,«) sean de la forma

H(z,a) = (h(z,a),a) = (y, a).

De esta forma se deja la ecuaciéon & = 0 invariante. En la practica uno procede
como en el caso ya descrito anteriormente pero los coeficientes de deben
considerarse como series de potencias tanto en x como en el parametro .

Supongamos que presenta una bifurcacion X de codimension k (i.e.,
que satisface k condiciones algebraicas) en el equilibrio z* = 0 cuando a = 0.
Y supongamos que —por ejemplo, ocupando el teorema de la forma normal—
logramos construir un sistema “simple”

=gy, p;0), yeR", BeR™ oeR, (2.17)
polinomial en y;, ¢ = 1,...,n, que tenga para § = 0 un equilibrio en y* = 0
satisfaciendo las mismas k condiciones de bifurcacién que (2.15). Aqui el vector
o = (01,...,01) corresponde a los coeficientes de los polinomios de (2.17)); por
ejemplo,
o; = { L Z 7 Z:O’
:|:1, 1T = 10.

Definicion 14 FEl sistema se dice una forma normal topoldégica para
la bifurcacion X st cualquier sistema genérico con equilibrio en x* = 0
satisfaciendo las mismas condiciones de bifurcacion en o = 0 es localmente to-
poldgicamente equivalente cerca del origen a para ciertos valores de los
coeficientes o;.

En muchos casos se puede probar que las formas normales topoldgicas que deri-
vemos son deformaciones versales de las correspondientes bifurcaciones. Nos con-
centraremos en formas normales topolégicas con el minimo ntimero de parametros
necesarios, también llamadas desdoblamientos miniversales —tan solo k parame-
tros si la codimension de la bifurcacion es k. En ese sentido, una forma normal
topoldgica para una bifurcacion es una versiéon simplificada y cualitativamente
equivalente de todo campo de vectores que exhibe esa misma bifurcacion.



