Mat 341 - Sistemas Dinamicos y Caos
Tarea 3

junio de 2020

Profesores: José Pablo Mujica - Pablo Aguirre.

1. [15 ptos] Ciclo limite. Considere una vecindad cuadrada de la silla hiperbdlica que indica la
figura 1. Aca, v; y vy son vectores propios con valores propios Ay < 0 < A1, respectivamente.
Suponga que un ciclo limite entra a la vecindad cuadrada en el punto a = I — I, donde I, > 0
es una constante e I € R es un parametro. Determine el tiempo que la trayectoria esté en la
vecindad cuadrada en funcion de I. Discuta que ocurre con el ciclo limite cuando I — 1.
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Figura 1: Ciclo limite entrando en la vecindad cuadrada.

2. [20 ptos] Multiplicadores de Floquet. Sea L una érbita periddica del campo de vectores
i = f(z,a) con z € R3 o € Ry f suficientemente suave. Considere una aplicacién de

Poincaré P, y el punto fijo p, asociados a L. Suponga que para a = 0, p,, posee multiplicadores
pi(0) = =1y pe(0) < —1.

a) Haga bosquejos de todos los diagramas de bifurcacién y todos los posibles retratos de
fase no-equivalentes del campo vectorial f para || suficientemente pequeno. Justifique

su respuesta.



b) Determine las dimensiones de las variedades estable e inestable de todas las drbitas
periddicas hiperbdlicas de f presentes en cada caso descrito en (a). Justifique su respuesta.

3. [25 ptos] Regién atrapadora y atractor periddico. Sea (r,0) € Rf x S! y considere el
sistema
r = r(l+acosh —r?),
0 = 1,
donde |a| < 1.

a) Demuestre que el circulo r = 0 es una drbita periédica con periodo 2.
b) Demuestre que los multiplicadores de Floquet de r = 0 son py = 1y pp = €™,

¢) Demuestre que hay dos circulos r = r_ y r = r tales que si 0 < r < r_ entonces 7 > 0;
y si 7 > ry entonces 7 < 0. Luego la regiéon N = {(r,0) : r_ < r < r;} es una regién
atrapadora.

El objetivo es probar que el conjunto atractor en N es una orbita periddica. Para ello:

d) Sea S el rayo {(r,0),r > 0}. Argumente que S es una seccién global, es decir, el campo
de vectores es transversal en todos los puntos de S. Sea P : RT — R el mapeo de
Poincaré en S.

e) Supongamos que la érbita del punto (rp,0) cumple que 0 < P(ry) < r_. Argumente
que P(rp) > rr. Alternativamente, suponga que la érbita del punto (rg,0) cumple que
P(ry) > ry y entonces argumente que se debe tener P(rg) < ry.

f) Aplique el teorema del valor intermedio a P(r) para probar que existe un punto (r*,0)
con r;, < r* < rg cuya orbita es periddica.

g) Demuestre que los multiplicadores de Floquet de esta nueva érbita cerrada son g =1y
ts = e~ y, en consecuencia, este ciclo limite es asintéticamente estable. Ayuda: Para

’
calcular la integral fozﬂ r?(t)dt use la ecuacion diferencial para tener r> =1+ acosf — —.
r

4. [25 ptos] Nulclinas continuas a tramos y relajacién-oscilacién. Considere la ecuacién
I+ pf(z)t +2=0,donde f(x) = —1para |z| > 1y f(z) =1 para |z| > 1.

a) Pruebe que el sistema es equivalente a

i = ply— F(z)),

) T
y = —
i
donde
r+2, < -1
F(z) = —z, Jr| <1

r—2, x2>1



b) Grafique las nulclinas.

c) Pruebe que el sistema exhibe oscilaciones de relajacién para p > 1 y grafique el ciclo
limite en el plano (z,y).

d) Estime el periodo del ciclo limite para u > 1.

5. [15 ptos] Oscilador forzado periédicamente. Considere el oscilador forzado periddica-
mente
T = 22,
0 = 1,
con (z,0) € R x S*.
1 -1
a) Verifique que la solucién es de la forma ®'(xg, 0y) = (— — t) Jt+60y ).
x0
b) Considere la seccién ¥ = {(z,0) : 6 = 0}. Verifique que el mapeo de Poincaré para
1
€ [ —oo,— ).
o ( o0 2%)
o ¢ 1 . ,
c) Pruebe que las érbitas de ®', con zy > —, se escapan a oo en tiempo t < 27. ;Qué
puede decir acerca de la aplicacién de Poincaré definida en 37
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