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i Qué es un modelo matematico?

Representaciéon en términos matematicos
de un sistema o fenémeno real.

Ventajas:

- Ayuda a desarrollar las ciencias e ingenieria.
- Pone a prueba el efecto de cambios en un
sistema.

- Ayuda a tomar decisiones.

Clasificacién:

- Deterministicos vs Estocasticos.

- Empiricos / Fenomenolégicos vs
Mecanisticos.

- Tiempo continuo vs Tiempo discreto.




Ciclo de la modelacién matemética
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Etapas de la modelacién matematica

Ol A WN R

. Observacién del fenémeno.

Formulacién del modelo matematico.

. Andlisis del modelo.

Interpretacién de soluciones: Comportamiento, predicciones.

. Validacién del modelo: Contraste o comparacién con la realidad

. Ajustes.



1. Observacién del fenémeno

1. Observar un sistema u organismo (fisico, biol6gico, social, etc) en
diferentes estados.

2. Los estados no se pueden describir/explicar tan solo con unas pocas
variables o pardmetros.

3. Pero pretendemos que si se puede, pues resulta util !!!

4. ldealizacién: Nos lleva a definir un espacio de estados del modelo
(abstraccién!). El conjunto de todos los posibles estados del sistema.

5. Diferentes modelos pueden tener distintos espacios de estado.



Evolucién de la temperatura en el tiempo

TEMPERATURE

Si observamos la Temperatura por un tiempo, probablemente cambiard.
Podemos etiquetar los diferentes valores seglin el instante de observacién.
Decimos que el espacio de estados (y el modelo) es unidimensional.

Los datos forman una serie temporal de observaciones.



iY si una sola variable observada NO es suficiente para describir el fendmeno
de interés?

Es decir, un modelo unidimensional no logra capturar todas las propiedades
deseadas...



Datos experimentales

Oscilaciones de un péndulo de largo L y masa m.
Dos variables observadas que cambian en el tiempo:
Desplazamiento angular (6) vs Velocidad angular (w).



Trayectorias en espacio de estados bidimensional

Si las dos variables se observan en tiempos sucesivos y se colocan en el espacio
de estados, obtenemos una trayectoria del modelo.
Ej: Desplazamiento angular y velocidad angular del péndulo.



Espacios de estados “exdticos”

Muchos fenémenos requieren espacios de estado mas “complicados”, llamados

variedades (manifolds).
Uno puede pensar en estas variedades como pedazos de espacios “planos”

cortados, doblados, torcidos, y pegados nuevamente.



Etapas de la modelacién matematica

1. Observacién del fenémeno.

2. Formulacién del modelo matematico:

Realizar supuestos, definir variables, elaborar diagramas de flujo, escoger
ecuaciones (literatura, analogias de la fisica, exploracién de datos, etc).

3. Andlisis del modelo.

4. Interpretacién de soluciones: Comportamiento, predicciones.

5. Validacién del modelo: Contraste o comparacién con la realidad. Ajustes.



Oscilaciones de un péndulo de largo L y masa m.

.

> 2da Ley de Newton:

Fuerzas involucradas: Gravedad, Tension.

Variables: t Tiempo; 6 Angulo.

Idealizacién: No hay roce con el aire. Varilla rigida (sin masa). Todo la
masa estd concentrada en el extremo.

»> Abstraccion matematica:
Sea O(t): Amplitud angular en el instante t.

%: Velocidad angular. %: Aceleracion.
» Modelo: 5
a0 g .
ﬁ + Z Sm(@) =0.

Incégnita: 0 = 0(t).



Etapas de la modelacién matematica

1. Observacién del fenémeno.

2. Formulacién del modelo matemitico.

3. Anadlisis del modelo.

Herramientas analiticas, computacionales, estadisticas, aproximaciones,
simulaciones, adimensionalizacion, comportamiento asintético, estabilidad,
etc.

4. Interpretacién de soluciones: Comportamiento, predicciones.

5. Validacién del modelo: Contraste o comparacién con la realidad. Ajustes.



Analisis matematico

L
)
m
!
d’0 g .
W + Z SIn(@) =0.
> Introducimos
Frecuencia angular w = /g /L,
Nueva escala temporal 7 = wt.
> La ecuacién se transforma en
2
% +sin(0) = 0.

Incégnita: 0 = 0(7).



Analisis matematico (cont.)
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0 .
e +sin(f) = 0.

» Introducimos
Velocidad angular v = ?.
T

» El modelo se transforma en un sistema de dos ecuaciones:

-
& = —sin(9).

Incégnitas: 60 = 0(7),v = v(7).



Anilisis del comportamiento de las soluciones

A
<<

A
-

&

>>
:

&)
©

> Representacion de soluciones:
Retrato de fase,
trayectorias en el plano (6, v).






Etapas de la modelacién matematica
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. Observacién del fenémeno.

Formulacién del modelo matematico.

. Andlisis del modelo.
. Interpretacion de soluciones: Comportamiento, predicciones.
. Validacién del modelo: Contraste o comparacién con la realidad

. Ajustes.



Interpretacion fisica
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> Punto central: (6,v) = (0,0) Estado de equilibrio, péndulo en reposo
colgando hacia abajo.

> Orbitas cerradas alrededor del centro: Pequenas oscilaciones alrededor
del equilibrio. Movimientos periédicos de pequefia amplitud.

» Puntos blancos: (0, v) = (£, 0). Péndulo invertido.

> Conexiones entre (—m,0) y (m,0): Péndulo realiza una vuelta completa
desde y hacia la posicién invertida.

> Orbitas exteriores: Oscilaciones de gran amplitud por sobre la posicién
invertida.



Etapas de la modelacién matematica

. Observacién del fenémeno.

Formulacién del modelo matematico.

. Andlisis del modelo.

Interpretacién de soluciones: Comportamiento, predicciones.

. Validaciéon del modelo: Contraste o comparacién con la realidad.
Ajustes.

g~ whN =

iLos resultados predichos por el modelo estdn acorde con (o contradicen) los
datos observados en la realidad?

i Cual es el efecto de los factores que hemos ignorado? ;Y si consideramos roce
con el aire? ;Si la masa de la varilla no es despreciable y no se distribuye
uniformemente? ;Qué tan realistas son los valores de pardmetros que
utilizamos? ;jQué tan sensibles son las soluciones con respecto a variaciones en
los valores de los pardametros? jSon despreciables las perturbaciones debido a
causas aleatorias o errores de medicién? ;Son suficientes las variables
analizadas para describir el fenémeno?



Métodos de la modelacion matematica

vV Vv v Y

Andlisis dimensional.

Abstraccién.

Escala.

Principios de conservacién o balance.
Simplificacién: linealizacién,
reduccién de dimensién, cambios de
coordenadas.



Resumen
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iPor qué? ;Qué es lo que estamos buscando?
Identificar la necesidad del modelo.

iQué? ;Qué es lo que queremos saber?

i Qué es lo que sabemos? Identificar los datos
relevantes disponibles.

Asumir? ;Qué podemos asumir? Identificar las
circunstancias que aplican.

iCémo? ;Cémo deberiamos enfocar el modelo?
Identificar los principios fisicos/biolégicos/etc que
gobiernan al fenémeno.

Predecir? jQué va a predecir nuestro modelo?
Identificar las ecuaciones que se van a usar, los calculos
que se van a hacer, y las respuestas que van a resultar.

Vilido? ;Son las predicciones vélidas? Identificar qué
tests se pueden hacer para validar que los resultados
sean consistentes con los principios y supuestos.

Verificado? §Son buenas las predicciones? Identificar
L

qué tests se pueden hacer para verificar que el modelo
es (til en términos de las razones iniciales para crearlo.

Mejoras? Identificar valores de pardametro que no son
conocidos con tanta precisién, variables que deberian
ser incluidas y/o supuestos/restricciones que pueden
descartarse.

Uso? ;Qué vamos a hacer con el modelo?



En conclusién...

El estudio de modelos matematicos nos ayuda a entender, predecir y controlar
sistemas que evolucionan en el tiempo, y a crear soluciones originales e
innovadoras para problemas del mundo real a través del disefio, modelacion y
analisis matematico.

Misién: Resolver problemas transformando ideas abstractas en aplicaciones
reales.

Imdgenes tomadas de:

[Abraham & Shaw, Dynamics: The Geometry of Behavior, 2nd Edition, Addison-Wesley, 1992.]

[Strogatz, Nonlinear Dynamics and Chaos: With Applications to Physics, Biology, Chemistry, and Engineering, 2nd
edition, CRC Press, 2014.]



Nuestro curso: Laboratorio de Modelacién | MAT—282

Web oficial:
http://paguirre.mat.utfsm.cl/mat282-2019-2.html

> Introduccién al mundo de la Modelacién Matemadtica a través de
problemas provenientes del mundo real.

» Enfasis en la deduccidén y construccién de modelos simples, demostracién
de propiedades, resolucién analitica y numérica, y comunicacién de
resultados.

» Pre-requisitos: Calculo diferencial e integral en varias variables, nociones
de ecuaciones diferenciales, probabilidad y estadistica, métodos
numéricos, lenguajes y algoritmos de programacion, inglés.

Hashtags RRSS: #icmatusm #mathmodelling #appliedmaths #wearenotpure


http://paguirre.mat.utfsm.cl/mat282-2019-2.html
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Evaluacion

Informe (50% nota): Miércoles 14 Octubre.
Presentacién Final (50% nota): 16-18 Diciembre.



