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INTRODUCCION

CAMPOS DE VECTORES HAMILTONIANOS
PROBLEMA DE HILBERT RESTRINGIDO

Consideremos una perturbacién del Campo de Vectores
Hamiltoniana en el plano siguiente:

Hy(xny) +EP($,y,€),
_Hx(x7y) "‘SQ(%ZJ’E)’

XE:{J?
Y

H, P, Q : polinomios reales, € : pequeno parametro real
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INTRODUCCION

CAMPOS DE VECTORES HAMILTONIANOS
PROBLEMA DE HILBERT RESTRINGIDO

Consideremos una perturbacién del Campo de Vectores
Hamiltoniana en el plano siguiente:

Hy(xny) +EP($,y,€),
_Hx(x7y) "‘SQ(%ZJ’E)’

XE:{J?
Y

H, P, Q : polinomios reales, € : pequeno parametro real

>~ C R :intervalo abierto, en el conjunto de niveles de H.

{H =t},t € ) : contiene una familia continua de 6rbitas periédicas.
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CAMPOS DE VECTORES HAMILTONIANOS
PROBLEMA DE HILBERT RESTRINGIDO

Cual es el nimero de ciclos limites y
la posicion relativa de ellos para el sistema perturbado
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CAMPOS DE VECTORES HAMILTONIANOS
PROBLEMA DE HILBERT RESTRINGIDO

Cual es el nimero de ciclos limites y
la posicion relativa de ellos para el sistema perturbado

Aplicacion Primer Retorno
La aplicacion primer retorno de Poincaré es:

P: Y — %
t +~— P.(t)=Elprimerretornoen ¥
de la orbita 6. (¢)
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INTRODUCCION

CAMPOS DE VECTORES HAMILTONIANOS
PROBLEMA DE HILBERT RESTRINGIDO

Cual es el nimero de ciclos limites y
la posicion relativa de ellos para el sistema perturbado

Aplicacion Primer Retorno
La aplicacion primer retorno de Poincaré es:

P: Y — %
t +~— P.(t)=Elprimerretornoen ¥
de la orbita 6. (¢)
y la funcién desplazamiento asociada a P. es:

A(t) = P.(t) —t
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INTRODUCCION

CAMPOS DE VECTORES HAMILTONIANOS
PROBLEMA DE HILBERT RESTRINGIDO

La funcién desplazamiento cerca de valores regulares de ¢ tienen un
desarrollo asintético para pequenos valores del parametro ¢

AL (t) = eMy(t) + > Mo (t) + 3 M3 (t) + ...,

Las funciones M,(t) son llamadas funciones de Melnikov

La primera funcion no nula A (¢) es llamada la Parte Principal.
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INTRODUCCION

CAMPOS DE VECTORES HAMILTONIANOS
PROBLEMA DE HILBERT RESTRINGIDO

Si t ~ tg, con ty un valor regular de H vy si la funcién desplazamiento
A, no es idénticamente nula, entonces 3k € N tal que

AL (t) = "My (t) + O(eF).

Si k =1, entonces M (t) = — / wp,g que es una intergral abeliana.
JS(t)
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INTRODUCCION

CAMPOS DE VECTORES HAMILTONIANOS
PROBLEMA DE HILBERT RESTRINGIDO

Si t ~ tg, con ty un valor regular de H vy si la funcién desplazamiento
A, no es idénticamente nula, entonces 3k € N tal que

AL (t) = "My (t) + O(eF).

Si k =1, entonces M (t) = — / wp,g que es una intergral abeliana.
JS(t)

Si k # 1, entonces Mj,(t), en general, no es una integral abeliana.
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PARTE PRINCIPAL

THEOREM (GAVRILOV- ILIEV 2005)

El nimero % y la funcion Parte Principal 1, (¢) depende de la
foliacion X. y de la clase de homotopia libre del 6valo 6(¢). Ademas
M,(t) es una extensién analitica sobre C \ /A, donde A es el
conjunto de valores atipicos del Hamiltoniano H.
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PARTE PRINCIPAL

THEOREM (GAVRILOV- ILIEV 2005)

@ Si 1’ (F,,7) es de dimension finita, entonces la funcion parte
principal M, (t) satisface una ecuacioén diferencial lineal

an ()™ + ap 1 ()™ + 4 a4y (B)a’ + ao(t)z =0,

donde n < dimH"" (F},7) y a;(t) son funciones analiticas en
C\ A.
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principal M, (t) satisface una ecuacioén diferencial lineal

an ()™ + ap 1 ()™ + 4 a4y (B)a’ + ao(t)z =0,

donde n < dimH"" (F},7) y a;(t) son funciones analiticas en
C\ A.

@ Si, ademas, M, (t) es una funcién a crecimiento moderado en
t; € Ay ent= oo, entonces la ecuacion es de tipo Fuchs.
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PARTE PRINCIPAL

THEOREM (GAVRILOV- ILIEV 2005)

@ Si 1’ (F,,7) es de dimension finita, entonces la funcion parte
principal M, (t) satisface una ecuacioén diferencial lineal

an ()™ + ap 1 ()™ + 4 a4y (B)a’ + ao(t)z =0,
donde n < dimH"" (F},7) y a;(t) son funciones analiticas en
C\ A.

@ Si, ademas, M, (t) es una funcién a crecimiento moderado en
t; € Ay ent= oo, entonces la ecuacion es de tipo Fuchs.

@ Si agregamos la hipétesis que, la aplicacion candnica

HY(F,7) > H\(F,,7)




PARTE PRINCIPAL

Ejemplo 1: Consideremos la funcién Hamiltoniana

2 2 2
Y 2 —1

y denotemos por 4. (¢), §,(t), 6,.(t) las familias continuas exterior,
izquierda y derecha de la fibra general.

PROPOSICION
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PARTE PRINCIPAL

Ejemplo 1: Consideremos la funcién Hamiltoniana

2 2 2
Y 2 —1

y denotemos por 4. (¢), §,(t), 6,.(t) las familias continuas exterior,
izquierda y derecha de la fibra general.

PROPOSICION

o Hfl(t)(Ht,Z) — Hfr(t)(Ht’Z) = Hl(Ht)Z) == ZS.
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PARTE PRINCIPAL

Ejemplo 1: Consideremos la funcién Hamiltoniana

2 2 2
Y 2 —1

y denotemos por 4. (¢), §,(t), 6,.(t) las familias continuas exterior,
izquierda y derecha de la fibra general.

PROPOSICION

o Hfl(t)(Ht,Z) — Hfr(t)(Ht’Z) = Hl(Ht)Z) == ZS.

o H*W(H, 7) =172
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PARTE PRINCIPAL

Ejemplo 1: Consideremos la funcién Hamiltoniana

2 2 2
Y 2 —1

y denotemos por 4. (¢), §,(t), 6,.(t) las familias continuas exterior,
izquierda y derecha de la fibra general.

PROPOSICION

o Hfl(t)(Ht,Z) — Hfr(t)(Ht’Z) = Hl(Ht)Z) == ZS.

o HF(H, 7) =172

@ La aplicacién canénica

H!W(H,,Z) — Hy(H,,7)

es inyectiva.
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PARTE PRINCIPAL

Ejemplo 2: Consideremos la funcién Hamiltoniana
H(z,y) = zly® — (z - 3)?]

y denotemos por 4(¢), la familia continua de évalos en la region
compacta del triangulo.

PROPOSICION
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Ejemplo 2: Consideremos la funcién Hamiltoniana
H(z,y) = zly® — (z - 3)?]

y denotemos por 4(¢), la familia continua de évalos en la region
compacta del triangulo.

PROPOSICION

o HW(H, 7) =13
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PARTE PRINCIPAL

Ejemplo 2: Consideremos la funcién Hamiltoniana
H(z,y) = zly® — (z - 3)?]

y denotemos por 4(¢), la familia continua de évalos en la region
compacta del triangulo.

PROPOSICION

o HW(H, 7) =13

@ El nlcleo de la aplicacion canonica

HYD(H,,7Z) — H\(H;,Z)

es igual Z, por tanto, la aplicacion no es inyectiva.
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INTEGRALES ITERADAS

RESULTADO GAVRILOV
RESULTADO FRANCOISE Y PELLETIER

THEOREM (GAVRILOV 2005)

La funcién Parte Principal 1 (t) asociada a la familia continua de
ovalos () y a perturbaciones polinomiales del Campo de Vectores
Hamiltoniano X. es una combinacion lineal de intergrales iteradas de
longitud a lo mas k.
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INTEGRALES ITERADAS

RESULTADO GAVRILOV

RESULTADO FRAN SE Y PELLETIER

@ Es bién conocido que: M (t) = / w.
5(t)
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INTEGRALES ITERADAS
RESULTADO GAVRILOV

RESULTADO FRANCOISE Y PELLETIER

@ Es bién conocido que: M (t) = / w.
5(t)

@ Si M, =0, entonces w = dA(z,y) + B(z,y)dH + dR(H), donde:

P P dw
Awy)= [ Blaw)=- [ G5 R
Po(t) P()(t)

~ ~ D
M (t) = / Bw=— / w/ W
Jo(t) Jot)  JPo(t)

Asi
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INTEGRALES ITERADAS
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RESULTADO FRANCOISE Y PELLETIER

@ Es bién conocido que: M (t) = / w.
5(t)

@ Si M, =0, entonces w = dA(z,y) + B(z,y)dH + dR(H), donde:

P D '
Aw)= [ w B =[G eRa.

Py (t) Py

~ ~ D
M (t) = / Bw=— / w/ W
Jo(t) Jot)  JPo(t)

@ Si M, = 0, entonces

]\[3 / / w’).
5 dH Po(t)

Asi
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INTEGRALES ITERADAS

RESULTADO GAVRILOV
RESULTADO FRANCOISE Y PELLETIER

THEOREM (FRANCOISE, PELLETIER 2006)

La funcién Parte Principal 1/, (t), k > 1 puede ser escrita como una
suma de integrales de formas ¢, _;w y combinaciones polinomiales
de todas las funciones de Melnikov M, (), My(%), ..., My—_1(t) y sus
derivadas.

Marco Uribe S. La Funcion de Melnikov asociada a Funciones Polinomiales de M



DAS
INTEGRALES ITERA RESULTADO GAVRILOV

RESULTADO FRANCOISE Y PELLETIER

@ La primera funcion Parte Principal es:

t




INTEGRALES ITERADAS _ »
RESULTADO GAVRILOV

RESULTADO FRANCOISE Y PELLETIER

@ La primera funcion Parte Principal es:

t

@ La funcién de Melnikov de segundo orden es:

M) = M) - [ g
Jo(t
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ALGORITMO DE FRANCOISE

THEOREM (ALGORITMO DE FRANCOISE )

Si H verifica la condicion (*) y si
Mi(t) =...= Mp_1(t) =0 ; M(t) #0
entonces existen polinomios en C: g1, ..., 95— Y f1,---, fx_1 tales que
w = g1dH + dfy,

giw = godH + dfs,

Jh—1w = gr—1dH + df,—1

Mi(t) = (71)%/ p—
Jsw)
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ALGORITMO DE FRANCOISE

Condicion star de Francoise

Condition (x) : Vw 1-forma polinomial:

/ w=0<«= g, f € Cla,y] : w=gdH + df.
5(t)

@ La condicién (*) se verifica genéricamente en el espacio de las
funciones hamiltonianas. Por tanto, 1 (¢) es genéricamente
una integral abeliana.
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ALGORITMO DE FRANCOISE

Condicion star de Francoise

Condition (x) : Vw 1-forma polinomial:

/ w=0<«= g, f € Cla,y] : w=gdH + df.
5(t)

@ La condicién (*) se verifica genéricamente en el espacio de las
funciones hamiltonianas. Por tanto, 1 (¢) es genéricamente
una integral abeliana.

@ Si H es no genérico entonces M, (t) =? (Abierto en general).
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PRODUCTO DE RECTAS
CASO DE UN PARTAGE

HAMILTONIANOS NO GENERICOS

Ejemplo 3: Consideremos el Hamiltoniano H, formado por un
producto de rectas en posicion general

H(‘L~ y) - f()(l y)fl (‘/L* y)fd(‘/l, y) (51)
El nivel cero esta formado por la unioén de (d + 1) rectas,
O = {(2,9) €R?: fir(z,9) =0} ; k=0,....d. (5.2)

@ Las rectas /;, son distintas, no paralelas y tres de ellas no pasan
por el mismo punto.
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PRODUCTO DE RECTAS
CASO DE UN PARTAGE

HAMILTONIANOS NO GENERICOS

Ejemplo 3: Consideremos el Hamiltoniano H, formado por un
producto de rectas en posicion general

H(‘L~ y) - f()(l y)fl (‘/L* y)fd(‘/l, y) (51)
El nivel cero esta formado por la unioén de (d + 1) rectas,
O = {(2,9) €R?: fir(z,9) =0} ; k=0,....d. (5.2)

@ Las rectas /;, son distintas, no paralelas y tres de ellas no pasan
por el mismo punto.

@ Los puntos criticos de H pertenecen al plano real.
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PRODUCTO DE RECTAS
CASO DE UN PARTAGE

HAMILTONIANOS NO GENERICOS

Ejemplo 3: Consideremos el Hamiltoniano H, formado por un
producto de rectas en posicion general

H(‘L~ y) - f()(l y)fl (‘/L* y)fd(‘/l, y) (51)
El nivel cero esta formado por la unioén de (d + 1) rectas,
O = {(2,9) €R?: fir(z,9) =0} ; k=0,....d. (5.2)

@ Las rectas /;, son distintas, no paralelas y tres de ellas no pasan
por el mismo punto.

@ Los puntos criticos de H pertenecen al plano real.

@ El nimero de puntos criticos de H es: d*, donde a; = @
son centros y a; = X1 son sillas.
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PRODUCTO DE RECTAS
CASO DE UN PARTAGE

HAMILTONIANOS NO GENERICOS

Ejemplo 3: Consideremos el Hamiltoniano H, formado por un
producto de rectas en posicion general

H(‘L~ y) - f()(l y)fl (‘/L* y)fd(‘/l, y) (51)
El nivel cero esta formado por la unioén de (d + 1) rectas,
O = {(2,9) €R?: fir(z,9) =0} ; k=0,....d. (5.2)

@ Las rectas /;, son distintas, no paralelas y tres de ellas no pasan
por el mismo punto.

@ Los puntos criticos de H pertenecen al plano real.

@ El nimero de puntos criticos de H es: d*, donde a; = @
son centros y a; = X1 son sillas.

@ Suponemos (hipotesis genericidad) que todos los valores
criticos son diferentes.
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PRODUCTO DE RECTAS

. CASO DE UN PARTAGE
HAMILTONIANOS NO GENERICOS .

THEOREM (U-2009)

La funcién Parte Principal M, (¢) asociado a una familia de évalos
o(t) de una region compacta y asociada a perturbaciones arbitrarias
polinomiales de H formado por el producto de (d + 1) rectas en
posicién general, pertenece al C[t, 1/t]—mo6dulo generado por
integrales abelianas I;(t), con i = 1, ..., 2a; y de integrales

tracendentales de tipo logaritmicas 7", (t) = In f;d(In f;), con
’ J5(t)

1<i<j<d.

Marco Uribe S. La Funcion de Melnikov asociada a Funciones Polinomiales de M



PRODUCTO DE RECTAS

. CASO DE UN PARTAGE
HAMILTONIANOS NO GENERICOS

THEOREM (U 2009)

La funcion Parte Principal M, (¢) es una integral iterada de longitud 2.
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HAMILTONIANOS NO GENERICOS

Outline
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PRODUCTO DE RECTAS
CASO DE UN PARTAGE

HAMILTONIANOS NO GENERICOS

Ejemplo 4: Consideremos H,(x,y), A € [0, 1], la familia analitica de
hamiltonianos reales, tales que:

@ El hamiltoniano Hj es el producto de (d + 1) rectas en posicion
general.

Marco Uribe S. La Funcion de Melnikov asociada a Funciones Polinomiales de M



PRODUCTO DE RECTAS
CASO DE UN PARTAGE

HAMILTONIANOS NO GENERICOS

Ejemplo 4: Consideremos H,(x,y), A € [0, 1], la familia analitica de
hamiltonianos reales, tales que:

@ El hamiltoniano Hj es el producto de (d + 1) rectas en posicion
general.

@ Todos los hamiltonianos Hy, A € [0, 1] son de tipo Morse.
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PRODUCTO DE RECTAS
CASO DE UN PARTAGE

HAMILTONIANOS NO GENERICOS

Ejemplo 4: Consideremos H,(x,y), A € [0, 1], la familia analitica de
hamiltonianos reales, tales que:

@ El hamiltoniano Hj es el producto de (d + 1) rectas en posicion
general.

@ Todos los hamiltonianos Hy, A € [0, 1] son de tipo Morse.

@ Si )\ €[0,1], entonces H) es isomonodromico a H;.
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PRODUCTO DE RECTAS
CASO DE UN PARTAGE

HAMILTONIANOS NO GENERICOS

Partage genérico en rectas, (Definicion de A’‘Campo)
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PRODUCTO DE RECTAS
CASO DE UN PARTAGE

HAMILTONIANOS NO GENERICOS

@ Los d puntos al infinito ¢, = 0 son distintos,

Partage genérico en rectas, (Definicion de A’‘Campo)
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PRODUCTO DE RECTAS
CASO DE UN PARTAGE

HAMILTONIANOS NO GENERICOS

@ Los d puntos al infinito ¢, = 0 son distintos,

@ Todos los puntos criticos son de Morse.

Partage genérico en rectas, (Definicion de A’‘Campo)
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PRODUCTO DE RECTAS
CASO DE UN PARTAGE

HAMILTONIANOS NO GENERICOS

@ Los d puntos al infinito ¢, = 0 son distintos,
@ Todos los puntos criticos son de Morse.

@ El nivel cero de H, es el Unico nivel que contiene mas de un
punto critico.

Partage genérico en rectas, (Definicion de A’‘Campo)

La Funcion de Melnikov asociada a Funciones Polinomiales de M



PRODUCTO DE RECTAS
CASO DE UN PARTAGE

HAMILTONIANOS NO GENERICOS

@ Los d puntos al infinito ¢, = 0 son distintos,
@ Todos los puntos criticos son de Morse.

@ El nivel cero de H, es el Unico nivel que contiene mas de un
punto critico.

El espacio vectorial Orb,(6(t)) concide con la Homologia compacta
H{(H™(t),2).

Partage genérico en rectas, (Definicion de A’‘Campo)
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PRODUCTO DE RECTAS
CASO DE UN PARTAGE

HAMILTONIANOS NO GENERICOS

THEOREM (PELLETIER AND U. 2013)

Si la familia de hamiltonianos H, A € [0, 1] verifica las hipétesis 1y 2,
entonces la érbita por monodromia de §(¢) de la fibra H; = t contiene
toda la homologia compacta de |a fibra regular.
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HAMILTONIANOS NO GENERICOS

THEOREM (PELLETIER AND U. 2013)

Si la familia de hamiltonianos H, A € [0, 1] verifica las hipétesis 1y 2,
entonces para A £ 0, existe r < (d + 1) y funciones Uy, Us, ..., Ur tal
que:
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HAMILTONIANOS NO GENERICOS

THEOREM (PELLETIER AND U. 2013)

Si la familia de hamiltonianos H, A € [0, 1] verifica las hipétesis 1y 2,
entonces para A £ 0, existe r < (d + 1) y funciones Uy, Us, ..., Ur tal
que:

@ Cada funcién U, tiene ramificaciones logaritmicas en puntos al
infinito de la fibra 77, ' (¢) para valores regulares y son
univaluados fuera de puntos al infinito.
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PRODUCTO DE RECTAS
CASO DE UN PARTAGE

HAMILTONIANOS NO GENERICOS

THEOREM (PELLETIER AND U. 2013)

Si la familia de hamiltonianos H, A € [0, 1] verifica las hipétesis 1y 2,
entonces para A £ 0, existe r < (d + 1) y funciones Uy, Us, ..., Ur tal
que:

@ Cada funcién U, tiene ramificaciones logaritmicas en puntos al
infinito de la fibra 77, ' (¢) para valores regulares y son
univaluados fuera de puntos al infinito.

@ La funcién Parte Principal M} () es calculada como integrales
iteradas de longitud a lo mas 2 en C(¢, x,y, ¥y, ¥y, .., V,.)
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PRODUCTO DE RECTAS
CASO DE UN PARTAGE

HAMILTONIANOS NO GENERICOS

Si H es un hamiltoniano real de grado d con d puntos al infinito y tal
que:

Entonces existe una familia /7, que conectado con H vy tal en nivel
cero es un Partage en el sentido de A’‘Campo.
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HAMILTONIANOS NO GENERICOS

Si H es un hamiltoniano real de grado d con d puntos al infinito y tal
que:

@ Todos los puntos criticos de H son de tipo Morse.

Entonces existe una familia /7, que conectado con H vy tal en nivel
cero es un Partage en el sentido de A’‘Campo.
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CASO DE UN PARTAGE

HAMILTONIANOS NO GENERICOS

Si H es un hamiltoniano real de grado d con d puntos al infinito y tal
que:

@ Todos los puntos criticos de H son de tipo Morse.

@ d puntos criticos estan sobre el nivel cero de H.

Entonces existe una familia /7, que conectado con H vy tal en nivel
cero es un Partage en el sentido de A’‘Campo.
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PRODUCTO DE RECTAS
CASO DE UN PARTAGE

HAMILTONIANOS NO GENERICOS

Si H es un hamiltoniano real de grado d con d puntos al infinito y tal
que:

@ Todos los puntos criticos de H son de tipo Morse.

@ d puntos criticos estan sobre el nivel cero de H.

@ Los niveles de H diferentes de cero solo contienen un punto
critico

Entonces existe una familia /7, que conectado con H vy tal en nivel
cero es un Partage en el sentido de A’‘Campo.
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Trabajo en Progreso

@ Caracterizacién de la funcién Parte Principal 1/ (¢) en el caso
de un producto de rectas en posicién arbitraria.
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TRABAJO EN PROGRESO

Trabajo en Progreso

@ Caracterizacién de la funcién Parte Principal 1/ (¢) en el caso
de un producto de rectas en posicién arbitraria.

@ Descripcién del espacio dual /¢ (H ' (t), Z definido por
Gavrilov- lliev y su aplicacion a la caracterizacion de la Parte
Principal M, (t).
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