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Introd
El modelo

En [4] los autores estudian una extension del modelo clasico minimal
Daphnia-algas donde, (A) es la poblacion de Algas y (Z) es la
poblacion para grandes herbivoros zooplankton:

A
Cth = PA(l— ) = Zg(5A—) +i(K — A)

dz Y
da e9Z(afz) —mZ - F(Z2+h2)'

Los estudios de estos modelos son esencialmente numéricos.
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Introd
Los param

Los parametros en el modelo tienen los siguientes significados:

Maximum growth rate of algae

Carrying capacity of algae

Maximum grazing rate of zooplankton
Half-saturation functional response of zooplankton
i = Diffusive inflow of algae

Food transfer efficiency of zooplankton

Loss term of zooplankton

Half-saturation functional response of fish

T = The planktivorous capacity of the depredation

of the zooplankton
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Intro
Primera

Considerando el cambio de notacion
{A—= 2, Z -y, ha—a, hy = b}
el campo de vectores original es C*°-equivalente a :

r

r = Ew(K—x)—ygxia—i—i(K—m)
Xyt . z - Y2 (2)
b= ey mmy—F o

donde p = (r, K, g,a,i,m, F,b) € R%
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Intro

Reescal

Sean los siguientes reescalamientos:
{r = ax,y = by, F — bF,e — ?}

El sistema anterior es C'°°-equivalente:

ax bg xy .
= 1—- =) =—2_ _ =
T ra( K) aw+1+l(a x)
oy y? (3)
Y c+1 YT e

Mas reescalamientos {b — b%, K — aK'}

ry

- _ Ty (K —
z = rz(1 K) bx—|—1 + (K —x)
vy = e:erl — y2+1
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Introd
Cambios

Considerando el cambio del tiempo {t — t£}
el cambio de los parametros:
bK K K K FK
{——>b,l——>i,e——>e,m——> ——>F}
r T T r
y por (ltimo realizando nuevamente el cambio del tiempo

{t — t(x + 1)(y? + 1)}, se obtiene el campo polinomial
C*°-equivalente a seis parametros:

v { T (v* + D]e(K —z)(z +1) = bey +i(K — z)(x + 1)]

ly o= eylry® + 1) —mz+1)(y? + 1) - Fy(a + 1)] -
5

donde (z,y) € Q = {(z,y)|z,y > 0}, p = (K,b,i,e,m, F) € RS.
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Intro
Sistema

En particular Y, (0,y) = iK (y* + 1)82 —ylm(y*+1) + Fy]a2
£ Y
El sistema no es de tipo Kolmogorov, pues el eje z = 0 no es una

recta invariante.

El origen del sistema no es singularidad, Y,,(0,0) = iKag
€T

Figure: 1
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¢Region en RS (espacio de los parametros) donde existen
singularidades del sistema en el abierto Q7.

ll(m,F) = F-2m

En el plano m/F, consideremos las rectas
plano m/ { lb(m,F) = F+2m—2

Obtenemos la region R = 17(0, 00) N5 (—o0,0) € RZ

m

Figure: 2
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Introd
Singularid

Para el estudio de la existencia y unicidad de singularidades en €,
denotemos por (A, B) las coordenadas de la singularidad y
consideremos el cambio de parametros:

2 - m
P QBB -DEm
RN v s ©
b ——1 , A<K
AB
Observemos que ambas condiciones implican que 1 <A<K.
—m

Introduciendo A, B como nuevos parametros en el sistema y cambiando una
vez mas el tiempo {t — AB(1 + A)t} se tiene un sistema C'*°-equivalente

i = Q+AQ+y)ABK —2)A+z)(i+z)+ (1 + A) (A +19)
7. (A - K)ay]
") 9 = —Aey[(1+ A)B(m+ (-1 +m)x) — (14 B*)(A(=1+m)+m)

(1+2)y+ (1+ A)B(m+ (=1 +m)z)y’]
@)
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Resul
Lema 1

Lema 1.

Sea (m, F) € R.
(i) si —~
1—-m

(A, B) € Q. Ademas la singularidad (K, 0) es una silla
hiperbolica con variedad inestable orientada hacia el cuadrante
realista (2.
(i) si —2
1—-m
singularidad (A, B) colapsa con la singularidad (K, 0).
(iii) Si ——
1 _,m . . . -
Ademas la singularidad la singularidad (X, 0) es un atractor
hiperbolico.

< K, entonces Z, tiene al menos una singularidad

= K, entonces Z,, no tiene singularidades en Q y la

> K, entonces Z, no tiene singularidades en (.
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Resul
Lemas 2y

Lema 2.

Sean (m, F') e R, - < Ky (A, B) la singularidad del Lema 1.
Entonces, existe una vecindad en el espacio de los parametros del
campo de vectores Z,, tal que la singularidad es un foco débil

repulsor de orden, al menos, 4.

Para K1 ,c > 0 consideremos en R? el conjunto

Ry, c={(z,y) €R2/x20, 0<y<c(K;—=x)}

Lema 3.

Si 7 < K, existen constantes K, ¢ > 0, con ¢ suficientemente
grande, tal que si A < K < K; entonces Rk, . C {2 es un
subconjunto compacto invariante de Z,, conteniendo la singularidad
(A, B) del Lema 1.
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Teorema.
Sean (m,F)e Ry

m

< K.
. . 1 — m .
Existe una vecindad en el espacio de parametros RS tal que el
campo de vectores Z, tiene cinco ciclos limites concentricos, cuatro
de ellos infinitesimales y un ciclo limite global atractor que los
contiene. Ademas tres de los cinco ciclos limites son estables.
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Dem.
Demostra

De las componentes del campo de vectores Y,, obtenemos las
curvas:

m(Y,)=0<=c (K —z)(z+1)—bry+i(K —2)(x+1)=0
m(Y) =0 c:2(y*+1)—m(x+1)(y*+1)— Fy(z+1) =0

Figure: 3

Ademas, pv, (ko) = ( R g(l}f(l oy — ) ®

Las demostraciones para 17— > K son inmediatas.
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Dem.
Demostraci

Si DZ,(A, B) es la parte lineal del campo de vectores Z,, ,
se tiene:

Tra(DZ,(A, B)) —(1+ A)B(1 + B?)(A? + 24° + A% — A’K +iK)
~A(1+ A)(=1+ B)B(1 + B)e(—A +m + Am)
—A%2(1+ A)?B*(1 + B?)?e(A+ ) (A — K)+

A(1+ A)*(=1+ B)B*(1+ B)(1 + B?)e(A? + 2A%+
A% — A’K +iK)(—A+m+ Am)

Det(DZ,(A, B))

Para B = 1:

Tra(DZ,(A,1)) —2(1 4 A)(A% 4+ 24° + A% — A’K +iK)
Det(DZ,(A,1)) = 4A%(1+ A)?e(A+i)(K —A) >0

Por continuidad del campo de vectores respecto de los parametros,
existe una vecindad suficientemente pequefia para B = 1 tal que la
singularidad (A, B) es un foco.
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La ecuacion que anula la traza, en una vecindad de B = 1, es lineal en el
parametro ¢, de donde:

{i = (=A% — 243 — A2B2% _243B2% _ A2c 4 A2B%c + A?K 4+ A2B2K+ ©

Aem + A2em — ABZem — A2B2em) /(1 + B2)(A2 4+ K)
Introduciendo el parametro 7 en el sistema y trasladando la singularidad
(A, B) al origen, {z — =+ A,y — y + B}, se tiene el sistema
C*°-equivalente:
i = (1+A)JAB(—A+K-—a)1+A+az)(A+i+a)+
(14 A)(A + ) (A = K)(A+2)(B+ I+ (B +p?)

—Ae(B+y)[(1+ A)B(m + (=1 +m)(A +2)) = (1 + B*)(A(=1+m)
+m)(1+ A+2)(B+y) + (1+ A)B(m + (=1 +m)(A +2))(B + )]

(10)

Y

La Traza y el Determinante son invariantes por traslaciones. Entonces, para
B =1 la parte lineal del sistema trasladado esta dada por:

pZ,(AB) = (il i)
donde:
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Dem.
Demostraci

ald = 0
a0l = (—24%2(1+A)3(A-K)?) /(A2 +K)
b10 = 2Ae
Wl = 0
Luego
Tr(DZ,)(0,0) = 0
y

Det(DZ,)(0,0) = 4A3(1 + A)%e(A — K)?/(A? + K)

Con el objeto de conseguir la forma de Jordan de la parte lineal de
Zy en el origen, consideramos el cambio de coordenadas

( z ) _ ( b?{) _oL ) ( z ) , donde L2 = Det(DZ,)(0,0) >0

La expresion anterior permite cambiar el parametro e por el nuevo
parametro L.
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La parte lineal del nuevo sistema esta dada por:

Tr(DZy)(0,0)
Det(DZy) (0, 0)

0
L2

al0 = 0
a01 = (24201 + 434 - K)2)/(A? + K)
b10 = (A2 4+ K)L2/(2A(1 + A)3(A — K)?)
b01 = 0

Finalmente, consideramos el reescalamiento en el eje x

T
y

Q

Qu

242(1 + A)3 (K — A)2
(A2 + K)L

El nuevo sistema C'*°-equivalente, es de la forma:

4 = —Lv+ azu® + a11uv + aoev? + ag1u?v + arzuv? + agzv® 4 arzuv®
2. 2
+az2u”v
v = Lu+biiuv+ 1)02’02 + b12’u,112 + b031}3 + b13u03

(11)
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Dem

Demostr

Donde:

a10
agl
a20

a1l
a02
a30

a12
ap3
a22

a13

b1
bo2
b12
b03

0

—L

(—443(1 + A)4 (A — K)2(A3 + K + 3AK — K2))

/(A% + K)2L)

(=241 + 4)3(4 — K)2)/(A% + K)

—L

(—4A3(1 + A)*(A — K)2(A3 + K 4+ 3AK — K2))

/(A% + K)2L)

(2401 + 4)3(A - K)2)/(A% + K)

—L/2

(—243(1 + A)4(A — K)2(A3 + K + 3AK — K2))

/(A% + K)2L)

—L/2

L

2L

—((A% + K)L2(=A + m + Am))/(442(1 + 4)2(A4 — K)?)
—(L2(=3 — A+ m + Am))/(2L)

—((A%2 + K)L2(—A + m + Am)) /(4421 + )24 — K)?)

(12)

Ademas

Tr(DZy)(0,0) =0 y Det(DZy)(0,0) = L2
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Demostracio

Designemos por 7;,7 = 1,2, 3..., los valores focales del foco débil en el
origen. Considerando el cambio del tiempo {¢ — +t}, obtenemos:

m =Tr(DZ,)(0,0) = 0.

Ademas

N2 = (ao2a11 + a12 + ai1a20 + 3azo + 2ao2b02 + 3bos — bo2b11)/8

La expresion de 7, es una funcion racional muy grande. Sin embargo el
numerador es lineal en el parametro m y define implicitamente un valor de m
que anula n2. De hecho:

m= A/(1+4+ A) — (32451 4+ 4)8(A4 — K)0(A3 + K 4+ 34K — K2))/((A2 + K)4L%)

+A8AB (1L + A)5 (A — K)A(A% + K 1 3AK — K2))/((A2 + K)3L3) «

Para las restricciones de los parametros K y Ay de la Fig. 3 (graficas que
definen la singularidad (A, B)), consideremos los valores numéricos

K=1,L=1,A= -. Setienem =~ T (Simulacién numérica compatible con
el modelo).
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Demostracio

m = m(A, K, L) es una funcion continua en los parametros. La simulacion
numeérica justifica que existe una vecindad en el espacio de los parametros
tal que n2 = 0.

El valor focal n3 es una expresion muy extensa. Sin embargo para los
valores numeéricos anteriores, la grafica del numerador de n; esta dada por:

3

—2(

Figure: 4

El valor focal n4 en términos de los coeficientes del sistema, contina siendo
una expresion muy extensa. Sin embargo, para los valores de la simulacion
numérica K =1, A = 1, las gréaficas de 13 y n4 como funciones del
parametro L estan dadas en la Fig.5:
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Demostracio

n3 14

73 74

/z 1.01955

Figure: 5

Las graficas de 73 y 74 son transversales al eje L, en consecuencia
los comportamientos son estables bajo pequefias perturbaciones.
Entonces existe una vecindad en el espacio de parametros,
suficientemente pequefia, tal que el origen es un foco débil repulsor
de orden 4.
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Dem.
Demostracio

Consideremos en el cuadrante realista Q el triangulo

R, e ={(x,y) €R* /2 >0, 0 <y < (K — )}
cuyos bordes son los ejes coordenados x = 0,y = 0y la recta
liy=c(Ky—2), K <Kj,c>0.
El gradiente del campo de vectores Z,, a lo largo de la recta [ esta
dado por VI = Ca% + a%- Para valores grandes del parametro ¢, con

x < Ky, se tiene que < Z,, VI > | <0, pues es una expresion
l
clbica en el parametroc y

coef(c*) = c(1+ A)?(A+i)(A— K)(K1—x)x

donde A < K, K < K;.

El triangulo es invariante pues se sabe que el campo de vectores
cruza transversalmente el eje x = 0 en el sentido positivo y el
semieje positivo y = 0 es invariante por Z,,.
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Graficamente, el conjunto compacto invariante Ry, . esta dado por:

Y

cKy

~
T
K K
Figure: 6
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Dem. d

Demostracion

Por Lema 1, la singularidad hiperbolica (K, 0) tiene separatriz
inestable -y contenida en el interior del triangulo invariante R, . (de
caracter atractor) dado por el Lema 3. La singularidad (A, B) es, por
Lema 1, un foco débil repulsor y Gnica singularidad en R, .. Por
teorema de Poincaré-Bendixson, w(y) es un ciclo limite atractor ¢
encerrando la singularidad (A, B). Por Lema 3y perturbando el
campo de vectores se generan, via bifurcacion de Hopf, cuatro ciclos
limites concentricos (infinitesimales) contenidos en Int(o), dos
estables y dos inestables.

En consecuencia, el campo de vectores Z,, presenta cinco ciclos
limites (concentricos) siendo tres de ellos asintoticamente estables
(uno global y dos infinitesimales).
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