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PRELUDIO

Estas notas estan creadas para servir como acompanamiento en un curso de
nivel medio-avanzado sobre ecuaciones diferenciales ordinarias y nociones de sis-
temas dinamicos. Los contenidos del curso abarcan desde la teoria clasica de
existencia, unicidad y regularidad de las soluciones (con un enfoque de andlisis
matematico) hasta la teorfa cualitativa (la que posee un enfoque més geométrico
y topolégico).

Los objetivos del curso son comprender los fundamentos de la teoria de ecua-
ciones diferenciales ordinarias; desarrollar habilidades de andlisis cuantitativo y
cualitativo de soluciones; y determinar el comportamiento local, global y asintoti-
co de sistemas modelados por ecuaciones diferenciales ordinarias.

Este curso puede ser tomado por estudiantes con conocimientos sélidos de
analisis, algebra lineal, y cédlculo diferencial e integral en varias variables. Concre-
tamente, se recomienda dominio de los siguientes tépicos (entre otros): distancias
y normas, topologia en R"”, convergencia de sucesiones en R, convergencia unifor-
me de funciones, espacios de Banach, compacidad, conexidad, valores y vectores
propios de matrices, forma canénica de Jordan de una matriz. Algunos textos re-
comendados para estos pre-requisitos son los siguientes: [10} 12}, 13, [16]. También
son necesarios conocimientos de ecuaciones diferenciales ordinarias elementales y
sus soluciones, a nivel de un primer curso bésico (como MAT-080, MAT-081 o
MAT-023).

La mayor parte de este texto no corresponde a una obra original, sino a una
recopilacién de extractos de diversas fuentes. Las principales fuentes en que se
basa parcialmente cada capitulo son las referencias que aparecen en la Biliografia.
Su uso es exclusivamente con fines académicos y pedagdgicos.

Hay que notar que las primeras versiones de estos apuntes fueron producidas en
el marco de la pandemia y cuarentena por el coronavirus del 2020-2021, para suplir
las carencias de la docencia de emergencia a distancia. Como tal, estos apuntes
fueron creados con los escasos recursos tecnologicos propios para la generaciéon
de material grafico con los que contaba en aquel entonces en casa. De seguro
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los estudiantes de esas primeras versiones debieron luchar para dar sentido a
las imagenes hechas a mano y de baja calidad. A partir del 2022, sin embargo,
contamos con excelentes figuras fabricadas por Dana Contreras.

El texto que tienen en sus manos ha sido revisado y complementado gracias
a los certeros aportes, observaciones y sugerencias de los estudiantes del curso
y gracias al valioso feedback de la profesora Isabel Flores con quien dicté la
asignatura coordinadamente el 2020 y 2021. Cualquier error u omision esencial que
siguiera existiendo en esta version es enteramente de de mi mi resqo~»nsbilidbab.

pablo aguirre
2390123 - MMXXV
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Capitulo 1

Ejemplos introductorios

Las ecuaciones diferenciales estan en todas partes. Desde vibraciones mecani-
cas, lasers, ritmos biolégicos, circuitos superconductores, brotes epidémicos de
enfermedades infecciosas, osciladores bioquimicos, etc. Su importancia para el
entendimiento y desarrollo de estas y otras aplicaciones es incalculable. Y desde
el punto de vista tedrico, su estudio ha dado pie en el dltimo siglo al desarrollo
de la teoria moderna de sistemas dindmicos y teoria del caos.

Comenzaremos nuestro viaje por las ecuaciones diferenciales ordinarias (en
adelante, EDOs) a través de algunos ejemplos.

Ejemplo 1 (29 Ley de Newton) A partir de los postulados de Isaac Newton
tenemos que la fuerza ﬁ(a:,t) aplicada a una masa m en la posicién z en el
instante ¢ induce una aceleracion proporcional @ mediante la formula: F = ma.
Si denotamos @ = Z, obtenemos la expresién equivalente

mi = F(x,t)

De esta sola ecuacion es posible derivar muchas EDOs que modelan el movimiento
en distintos escenarios. Un ejemplo es el oscilador armonico:

mi + Ci + Kz = f(t,x),

el cual representa el desplazamiento x(t) de una masa m unida a un resorte lineal
con constante de restauracién K, y sometido a una fuerza externa f(x,t). Otro
ejemplo de EDO proveniente de la dindamica del movimiento de los cuerpos es la
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ecuacion del péndulo clasico:

i+ Lsing = f(t,).
L
Aqui, se describe el desplazamiento angular 6 = 6(t) en funcién del tiempo ¢ > 0
de un péndulo de masa m (sujeto a la fuerza de gravedad) unido a una cuerda
rigida sin masa de longitud L, la cual ejerce una tensién sobre la masa, y en
ausencia de roce con el aire. Nuevamente, aqui también podria haber una fuerza
externa f(t,x) ejercida sobre el sistema.

Ejemplo 2 (Ecuacién Logistica) Usada ampliamente en la modelacién de la
evolucion de poblaciones. Tenemos:

T
;= 1——).
X TI’( K

Esta EDO modela el crecimiento de una poblacién, la cual crece a una tasa per
capita neta r y en donde los recursos disponbiles en el ambiente estan limitados,
existiendo una llamada capacidad de carga del ambiente K > 0 que simboliza este
umbral asintotico de explotacion de recursos por parte de la poblacién.

Ejemplo 3 (Ecuacién de Van der Pol) Fue usada en modelacién de circuitos
eléctricos no lineales en las primeras radios comerciales.

i—e(l—aPi+x=0.

Ejemplo 4 (Ecuaciones de Lorenz) Este sistema de tres EDOs representa
una versiéon simplificada del comportamiento del aire en la atmoésfera, al mode-
lar la velocidad de una capa bidimensional de un fluido y perturbaciones de su
temperatura al ser calentada desde abajo.

T = o(y—x),
y = pPpr =Y — Tz,
z = —0Bz+xy.

Este modelo se ha popularizado gracias a la llamada mariposa de Lorenz, el
atractor cadtico formado por las soluciones y que ha contribuido enormemente al
surgimiento de lo que ahora conocemos como teoria del caos.
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Ejemplo 5 Considere la EDO lineal unidimensional
T = ax,

con ¢ € R,a € R. La solucion exacta de esta EDO queda determinada por la
eleccién de la condicién inicial zy = x(0) € R y es de la forma

z(t) = e*xp. (1.1)

Mads ain, no eziste ninguna otra solucion tal que el valor de z(t) sea zy cuando

t = 0. Para verificar esto, sea u(t) cualquier solucién y calculemos la derivada de
u(t)e

- (u()e™) = W' @e™ +ult)(—ae™)
— au(t)eiat — ozu(t)efo‘t = 0.

Por lo tanto, u(t)e™* es una constante k, y asf u(t) = ke®. Finalmente, si u(0) =

xg, entonces k =z y u(t) coincide con ([1.1)).

Notemos que existe una solucion especial de esta EDO cuando xy = 0. Esta
es la solucién constante x(t) = 0. Una solucién constante como ésta se dice
una solucién de equilibrio o punto de equilibrio para la ecuacién. Muchas
veces, los equilibrios estan entre las soluciones mas importantes de las ecuaciones
diferenciales.

La constante a en la EDO puede considerarse como un parametro. Si o cambia,
la ecuacién cambia y también sus soluciones. ; Podemos describir cualitativamente
cémo cambian las soluciones? El signo de a aqui es crucial. La Figura[I.I] muestra
bosquejos de las posibles graficas de la solucion de © = ax dependiendo del signo
de la condicién inicial xy y del parametro o € R. En particular, si a < 0, la
solucion z(t) — 0 para t — oo; si @ = 0, x(t) = 2(0) = cte; y si a < 0, entonces
x(t) — £oo para t — oo.

Aunque estos comportamientos son facilmente deducibles de la forma explicita
de la solucién , también es posible visualizar el comportamiento cualitativo
de x(t) al comparar la velocidad & con la posicién 2 como en la Figura[1.2] Cuando
a < 0, en el panel (a), la pendiente de & versus x es negativa y, luego, & > 0 para
r <0,y & <0 parax > 0. Por lo tanto, la funcién x(t) es creciente para x < 0y
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Y

a <0

Figura 1.1: Bosquejo de las soluciones de & = ax dependiendo del signo de la condicién inicial o y del pardmetro
aeR.

(a) (b)

r=0x €T
> 5 < ~
(a < 0) (a > 0)
(c) (d)
> ® < < ® >
0 v 0 T

Figura 1.2: La comparacién de la velocidad & versus la posicién z en los casos a < 0 (panel (a)) y a > 0 (panel
(b)) permite obtener las lineas de fase en los paneles (¢) y (d), respectivamente.
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decreciente para x > 0. Esto da origen a la linea de fase del panel (c), la cual
indica que toda solucién con condicién inicial no-nula decae hasta la posicién de
reposo: Decimos que el origen es un punto de equilibrio atractor. Contrariamente,
para o > 0, en el panel (b), la linea de fase asociada que se obtiene en el panel
(d) indica que las soluciones se alejan del origen, el cual se dice un repulsor.

La ecuacién ' = ax es estable en algin sentido si o # 0. More precisamente,
si reemplazamos « por otra constante [ con el mismo signo que «, entonces el
comportamiento cualitativo de las soluciones no cambia. Pero si a = 0, el mas
minimo cambio en « produce un cambio radical en el comportamiento de las
soluciones. Por lo tanto, decimos que tenemos una bifurcacion en o = 0 en la
familia 1-paramétrica 2’ = ax.

El ejemplo |b| cubre muchas de las interrogantes que queremos resolver sobre
una EDO, desde su solucién explicita hasta el comportamiento de sus soluciones.
Sin embargo, en general, no es posible hallar una soluciéon de una EDO obteniendo
una férmula cerrada como en el ejemplo 5l Sin embargo, en ese mismo ejemplo
vimos que uno si puede obtener mucha informacién 1til sin necesidad siquiera de
intentar hallar soluciones explicitas. Inspirados en este ejemplo, podemos plantear
las principales preguntas que uno puede hacerse frente a una EDO:

1. Existencia y unicidad de soluciones: ;Cuando una EDO posee una solucién?
Y si la tiene, ;Es tinica o pueden haber multiplicidad de soluciones?

2. ;Cual es el comportamiento cualitativo de la solucién? ;Es creciente, decre-
ciente, oscilatoria, acotada? jDecae a un estado de reposo o nunca se asienta
en un estado de equilibrio en el largo plazo?

3. ;Coémo varian las soluciones si variamos los valores de los parametros en las
ecuaciones?



Capitulo 2

Existencia, unicidad y propiedades
fundamentales

2.1. Definiciones y notacién preliminares

Consideremos la ecuacién diferencial ordinaria general:

dx

- = (t,x), (t,z)e QCRxR", (2.1)
donde f : 2 — R" es una funcién continua de n + 1 variables definida en un
dominio abierto €). Sea I C R un intervalo de la recta, es decir, un conjunto
conexo con interior no vacio (i.e., no limitado a un punto). El intervalo I puede

ser abierto, cerrado o semicerrado, acotado o no acotado, finito o infinito.

A lo largo de este texto también consideremos la norma ||(¢, z)|| = max{|t|, ||z||},
donde || - || denota alguna norma en R"™. Por ejemplo, ||z|| = /22 + ... 22,
|z|| = méx{|z1]|, ..., |zal}, ||2]] = |21] + ... + |24, ete.

Definicién 1 Una solucién de la EDO (2.1) es una funcion diferenciable
w: I —R",
t— o(t) = (r1,...,2,)
tal que

1. FEl grdfico de ¢ en I estd contenido en §). Es decir, gr(p) = {(t,p(t)) : t €
I} C Q.

12
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d
2. La funcion ¢ satisface (2.1) en I, i.e., d—f = f(t,(t)), para todo t € I.

L : d
En esta definicion, sit € OI es un punto extremo de I, la igualdad 5 = f(t, o(t))
es relativa a la derivada lateral respectiva.

La idea geométrica de esta definicion es la siguiente: La variable independiente
t parametriza la grafica de ¢; y en cada punto (¢, p(t)), el vector tangente a la

curva gr(yp) es f(t, ¢(t)); ver figura [2.1]

I

Figura 2.1: Interpretacién geométrica de (2.1). El vector ¢ = f(¢,¢(t)) es tangente a la curva definida por
© = ¢(t) en cada punto.

La EDO se llama ecuacion diferencial de orden 1 y se denota abre-
viadamente por & = f(¢,x) o bien 2’ = f(¢,x).

Formulacién equivalente. Sea f = (f1,..., f,), donde f; = Q — R" Vi =
1,...,n, son las funciones componente. Decimos que ¢ = (¢1,...,¢,) con ¢; :
I - R, Vi =1,...,n, es una soluciéon de & = f(t,z) si y solo si las siguientes
condiciones se satisfacen simultaneamente:

1. Cada una de las funciones ¢; es diferenciable en I;
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2. El punto (¢, ¢1(t), ..., dn(t)) € Q,Vt € I;

3. Las funciones ¢q, ..., ¢, satisfacen el sistema de n ecuaciones diferenciales
escalares s
1
4o

\ dt *) .:f2(t7¢1(t),...,¢n(t));

dén
\ dt

Por esta razdn, se dice que la ecuacién (escrita en notacién vectorial) & = f(¢, )
es equivalente al sistema de EDOs escalares
dSL’Z'
dt

(t) - fn(ta ¢1(t)a s a¢n(t)>

:fi(t7$17---7xn), /L:].,,’I”L

2.2. El Problema de Cauchy

Ejemplo 6 Consideremos 2 = I xR, y una funcién f(¢,z) = g(¢) continuaen I y
que no depende de x. Entonces la EDO & = ¢(t) se puede resolver explicitamente
por el método de separacion de variables:

/dx = /g(t)dt+ C,

donde C' € R es una constante de integraciéon. Luego, una funcién ¢ es solucién
si y solo si
t
o) =C+ [ glo)is

to
donde ty € I. De esta forma, conseguimos una familia de soluciones parametrizada
por C = ¢(ty) € R. Por cada punto (g, p(tg)) € € pasa la grafica de una
sola funcién ¢; ver figura (izquierda). Por lo tanto, decimos que dada la
condicion inicial x(ty) = xp, existe una unica solucién ¢ tal que ¢(ty) = .
Esto es equivalente a decir que para especificar una solucion tnica de esta EDO
necesitamos conocer el dato inicial x(ty) = .
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X

A

~Y

Figura 2.2: Izquierda: ejemplo 5; derecha: ejemplo 6.

Ejemplo 7 Sea Q =R x R = R?, y consideremos la EDO

d—x — 32%/3,

dt
Notemos que aqui f(t,x) = 32%/3 solo depende de z y no de t. Decimos que la
EDO es autonoma. Consideremos la familia de funciones ¢. : R — R, definidas

por:
[ t=0)P t>c
Pelt) = { 0, t <ec.

Por verificacion directa, es facil ver que las funciones ¢, son soluciones de la EDO
en I = R, para todo ¢ € R. Por otro lado, la funcién constante ¢(t) = 0 también
es una solucion definida para todo ¢ € I. Sin embargo, al graficar todas estas
funciones en la figura (derecha), nos percatamos que en cada punto de la
forma (¢, 0) pasan infinitas soluciones!

Definicién 2 Considere la siquiente ecuacion diferencial ordinaria junto con una

T = f(tox)v
{ z(tg) = xo.

El problema de hallar una solucion ¢ en un intervalo I que contenga a ty y tal que

o(tg) = xo se denomina Problema de Cauchy o Problema de valor inicial.

En tal caso, ¢ es la solucion al problema de Cauchy con datos iniciales (o, xo).

condicion inicial:
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Observacion 1 Por el teorema fundamental de calculo, el problema de Cauchy
es equivalente a resolver la ecuacion integral:

x(t) = xg —|—/t f(t,z(s))ds.

El problema de Cauchy posee la siguiente interpretacion geométrica. Si con-
sideramos la grafica de la solucién ¢ en Q2 = R x R", la recta tangente [(¢,z) a
esta grafica en el punto (¢,z) posee pendiente f(t, ), pues ‘fi—f(t) = f(t,x); ver
figura . Por lo tanto, la EDO & = f(t, z) define un campo de pendientes en §.
Luego, resolver el problema de Cauchy se reduce a hallar (si existen) las curvas
que pasan por (ty,zy) cuyas pendientes en cada punto coinciden con aquellas

dadas por el campo de direcciones f.

Rnu

Figura 2.3:

Ejemplo 8 (Ecuacion auténoma) Consideremos €2 = Rx]ay, as[,y f(¢,z) = f(z)
una funciéon continua. Supongamos que f no se anula en el intervalo abierto
Jai, as]. Escojamos g € lay,as] y to € R, y calculemos la solucién del problema
de Cauchy © = f(x), z(ty) = zo. Sea ¢ una solucién. Luego, ¢'(t) = f(p(t)),
©o(to) = x¢. Equivalentemente obtenemos
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Por otro lado, sea F' :]aj, as] — R dada por
[ ds

Entonces F'(x) = ﬁ # 0 en |ay, as[. Luego, por el teorema de la funcién in-

versa, I es invertible en |a1, as[ con F~! bien definida en un intervalo by, bo[=
F (Jai, as[). Asi obtenemos:

= ¢'()F'(e(t)),
lo cual es valido si y solo si
(Fog)(t) =1,
Integrando esta ecuacién entre ¢y y t:
F(p(t)) — Fle(t)) =t —to.

Como F(p(ty)) = F(xg) = 500 ngZ) = 0, entonces F(p(t)) =t — ty. Por lo tanto,

¢ viene dada en forma unica por

o(t) = F Yt —ty), t&€ltg+by,to+ bal.

Asi, la grafica de ¢ corresponde a la gréfica de F'~! trasladada t; unidades, y donde
b1, by son las preimagenes de los valores a; y as, respectivamente; ver figura [2.4]

Ejemplo 9 (Ecuacion de variables separables) Consideremos el problema de Cauchy

dr

pri
donde g, f son continuas en intervalos abiertos |t1, t5] v ]ai, as[, respectivamente,
y f no se anula en |aj, as]. Este problema puede ser resuelto en forma directa
al ser la EDO del tipo separacién de variables. Veremos en este ejemplo en qué
consiste formalmente este método estandar y por qué es valido para resolver el
problema de Cauchy. Sea ¢ una solucién. Luego, ¢'(t) = g(t) f(p(t)). Entonces,

9@ f(x),  x(to) = xo,
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TA

as

Lo

! ! g
by bi+ty b to to+0ba t

Figura 2.4:

Por otro lado, al igual que en el ejemplo anterior, definamos F' :]aq, as| — R dada

por
T ds

e JG)

Entonces F'(z) = += # 0 en |ai, as[. Luego, por el teorema de la funcién in-
f(@)

F(x)

versa, I es invertible en |a1, as[ con F~! bien definida en un intervalo by, bo[=
F(]alacLQD' Lueg07

gt) = 2D 0 Fo) = (Fo ) (1),

Integrando a ambos lados entre ¢y y t obtenemos:

[ g(r)dr = F(p(t) — F(p(ty)) = F(o(2),

pues F(p(ty)) = 0. Entonces ¢(t) queda definida en forma tnica como

o(t) = F! ( [ t g(T)dT) |

Ejemplo 10 (Ecuaciones lineales) Consideremos un problema de Cauchy donde
la EDO es lineal:
T =a(t)r+0b(t), x(ty) =z € R,
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donde las funciones a(t),b(t) son continuas en |t1,%s[. Si b(t) = 0 entonces la
ecuacion lineal es homogénea y se reduce al tipo de variables separables. Por otro
lado, si b(t) # 0, podemos usar el método de variacion de pardmetros: Considere

el cambio de variable .
T = cexp </ CL(T)dT) :
to

donde ¢ = ¢(t) es la nueva incognita a hallar. Sustituyendo en la EDO tenemos:

é(¢) exp ( /t t a(T)dT> e(t) at) exp ( /t t a(T)dT) — a(t)e(t) exp ( /t t a(T)dT) +h(t),

obteniendo el problema de Cauchy siguiente:
{ ¢ = b(t)exp (- [ alr)dr),
c(to) = o,

cuya EDO es de variable separable. Luego la solucién (tinica) es

c(t) = w0 + /t tb(s) exp (- /t Sa(T)dT) ds.

Por lo tanto, la solucién tnica del problema de Cauchy original con EDO lineal
no homogénea es:

(1) = c(t) exp ( /t ta(7‘)d7‘> ottt

Ejemplo 11 (Sistemas de ecuaciones lineales) Consideremos el sistema de ecua-
ciones diferenciales lineales

i) = a(t)s— Bty + 6(0),
y(t) = B(t)z + alt)y +n(1),
z(to) = o,
y(to) = Yo,

donde (x,y) € R?, y las funciones a, 3, 5,7 son continuas en un intervalo |t1, ts]
que contiene a ty. Si utilizamos notacién compleja z = x + iy y definimos a(t) =
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a(t) +1i6(t), b(t) = d(t) + in(t), entonces el problema de valor inicial nos queda

de la forma
{ 2(t) = a(t)z+b(t),
z(ty) = 20 = xo+ 1.

Por el ejemplo anterior, este problema de Cauchy posee solucién tnica dada por:

2(t) = c(t) exp (/t:a(T)dT> , tE]t,t,

o) = 20 + /t b(s) exp (- /t Sa(T)dT> ds.

A partir de esta solucién podemos obtener informacién cualitativa sobre el com-
portamiento de las soluciones en el plano (z,y). Por ejemplo, supongamos que
estamos en el caso homogéneo (i.e., d =n = 0), y los coeficientes de la EDO son
constantes (i.e., a(t) = «, 5(t) = ). Sin pérdida de generalidad, asumamos que
to = 0. Bajo estos supuestos, la solucién se reduce a

donde

2(t) = zoe™tet

la cual al estar en notacién polar es facilmente interpretable: El término e®
representa un movimiento radial en el plano complejo, mientras que el término e’
es un movimiento angular. Si « > 0 (resp. o < 0), la amplitud de la solucién (i.e.,
distancia de un punto en la solucién hacia el origen) aumenta (resp. disminuye)
a medida que t > 0 avanza; si § > 0 (resp. 8 < 0), la solucién rota en sentido
antihorario (resp. horario) para ¢t > 0. La figura ilustra el comportamiento
cualitativo de las soluciones en cuatro casos. En particular, en el panel (c), si
a = 0, todas las soluciones con zy # 0 corresponden a movimientos oscilatorios
uniformes alrededor del origen. Geométricamente, estas soluciones son circulos
concéntricos cuyo radio (constante) es zg. En el panel (d), si § = 0, el término de
rotacion estd ausente y todas las soluciones decaen exponencialmente al origen a
una tasa a < 0. Geométricamente, estas soluciones son semirectas con pendiente
Yo/ o con extremo en el origen.

En todos estos casos, dado que las soluciones son tnicas, las graficas correspon-
dientes a soluciones con dos condiciones iniciales distintas no pueden intersectarse.
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N
//

)
%ﬂ

0,6>0 (d) a<0,8=0

Figura 2.5:

Es decir, dos espirales con condiciones iniciales distintas no se intersectan (casos
(a) y (b)). Dos circulos en el panel (¢) no se intersectan a menos que tengan el
mismo radio zy, i.e., la misma condicién inicial, en cuyo caso coincidirian a lo
largo de todo el circulo, siendo en la practica la misma solucion. Podemos aplicar
el mismo argumento al caso de las semirectas en el panel (d).

2.3. El teorema de Picard y la unicidad de soluciones del
problema de Cauchy

Definiciéon 3 Una funcion f: Q2 = RxR" — R", se dice funcién de Lipschitz
o - lipschitziana en () si existe una constante K > 0 tal que:

ft,z)— ft,y)| < Klz—y| , V(t),(ty) €.

En tal caso, la constante K se dice la constante de Lipschitz.
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Definicion 4 f se dice localmente Lipschitz en €2 si cada punto (tg, xo) tiene
una vecindad V 1=V (ty, zo) tal que:

fly es Lipschitz en V.

Para dar una idea de lo que significa que una funcién f sea Lipschitziana,
consideremos el caso en que f no depende de la variable independiente ¢t y {2 = R.
En tal caso tenemos

[f(@) = fWl < Kle—yl ; VeFy
x J—
LR

|z —y|
Por lo que las pendientes de f son acotadas. Si f es derivable, entonces estas
derivadas seran acotadas. Reciprocamente, si f es diferenciable con respecto a
r € R", la matriz jacobiana D, f es continua en €, luego f € C(Q), lo cual
implica que f es localmente Lipschitz. Por otro lado, si f € C1(2) con respecto
a x, entonces f es de tipo Lipschitz si y solo si D, f es acotada.

Lema 1 (Lema de Contraccion) Sea (X, d) un espacio métrico completo y sea F :
X — X continua y una contraccion, es decir, F' es Lipschitziana con constante
de Lipschitz 0 < K < 1. Entonces, existe un unico punto p € X tal que F(p) =p
(es decir, p es el inico punto fijo de F). Ademds, F"(x) — p, si n — oo, para
todo x € X (o0 sea, p es un atractor para F).

DEMOSTRACION. Paso 1: Demostremos primero la unicidad del punto fijo
(asumiendo que existe al menos uno). Sean pi,p2 € X dos puntos fijos de F'.
Luego:

d(p1,p2) = d(F(p1), F(p2))
< K d(p1,p2)-

Dado que K < 1 entonces d(py,p2) = 0, y por lo tanto p; = po.

Paso 2: Probemos ahora que la contraccion F' posee un punto fijo. Sea v € X
y consideremos la sucesién {z,}, definida como x, := F"(x) = Fo---oF (z).

n veces
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Demostraremos que {x,} es una sucesién de Cauchy. Sean n,r € N. Como F es
una contraccion, se tiene:

d(Tngr, Tn) =

Por otro lado, se tiene:

d(z, F'(z)) < d(z, F(x)) + d(F(z), F (x))+ -+ d(F (), FT ()
< d(z, F(x ))—I—Kd(:p F(x))+ - K’“ 1d(a: F(z))
=(1+K+K+--+ K1) d(z
1-KT
C1-K

<

— d(z, F(x))
1
1-K

d(z, F(x)).
Por lo tanto,

d(Tpyr, p) < K"d(F"(x),x).

<
T 1-K
Luego, dado que 0 < K < 1, se cumple que, d(z,+,, ;) — 0 cuando n — co. Por
lo tanto {z,,} es una sucesién de Cauchy en un espacio completo X, y luego, es
convergente.
Sea p € X el punto limite de {x,}, es decir, p = lim,, ., F"(x). Se tiene:

d(z, F(x)).

F(p):F<l1’m ZUn) = lim F(z,) = hm Tpil = P-

n—oo n—oo

Por lo tanto, F(p) = p, y p es un punto fijo de X. Ademds, dado que z € X fue
escogido en forma arbitraria, p es atractor para F', es decir, p = lim,,_,o, F"(x),
para todo x € X. l
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Corolario 1 Sea X un espacio métrico completo y F' : X — X wuna aplicacion
continua. St F'™ es una contraccion para algin m > 0, entonces existe un unico
punto fijo p para F. Ademds, p es un atractor para F.

DEMOSTRACION. Por el lema de contraccion, existe un tinico punto fijo (llamé-
mosle p) para F™. Sean = mk +1, con 0 <1 < m,k € N (En particular, esto
implica que n > k). Dado = € X, el punto F'(z) € X. Como p es atractor de F"™,
tenemos que

(F™*o (F')(x) — p.
k—o0

Pero, por definicién, F"(z) = [(F™)*] (F'(z)). Luego, F"(x) — p. Por lo
n—oo

tanto, p es un atractor de F. Més atin, p = lim,,_,oc F™(F(p)) = lim,, oo F" " (p) =
lim, 00 F(F™(p)) = F (lim,» F"(p)) = F(p). Por lo tanto, p es un punto fijo
atractor de F'. l

Teorema 1 (Picard) Sea f una funcion continua y Lipschitz (con constante de
Lipschitz K) en Q =1, X By, donde [, ={t e R: |t —ty| < a} y By,={x € R":
|z — x| < b}. Si|f| < M enQ, entonces existe una Unica solucion del problema
de Cauchy:

dx
% = f(ta LU),
x(t()) = X,

en I,, donde a = min{a, 2}.

El teorema de Picard nos dice que si f es Lipschitz y acotada, entonces se
garantiza la existencia y unicidad de soluciones localmente en una vecindad del
punto (tg, z9) € 2. Mas aun, el dominio de definicion (i.e., aquellos valores de la
variable independiente ¢ para los cuales estd definida la solucién local (1)) es, en
general, mas pequeno que el dominio original de f; ver figura [2.6]

Ejemplo 12 Considere el problema de Cauchy
dx -
- — — |
dt ’
x(to) = 0,
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Figura 2.6:

La funcién f(t,z) = 1 — |z| es continua y Lipschitz en R con K = 1, pues la
grafica de f esta contenida en un cono de pendiente 1. Ademas, f es localmente
acotada para todo xy. Es decir, para todo a € R y para todo b € R, existe M tal
que

f:l,xBy—R

cumple | f| < M. Por lo tanto, aplica el teorema de Picard. De hecho, la solucién
Unica para xy = 0 es:

1—et, t>0,
(’O(t)_{et—l, t <0.
Note que no es necesaria la diferenciabilidad de f para hacer funcionar el

teorema de existencia y unicidad. Mas aun, la solucién ¢ es diferenciable en
t=0.

Ejemplo 13 Considere de nuevo el Ejemplo [7}
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La funcién f(¢,z) = 3223 no es Lipschitz en = = 0; es decir, no existe K finito
tal que

[@*] < K|
para todo |x| < 1. Eso requeriria K > |z|~'/? pero el lado derecho no es acotado
en ninguna vecindad de x = 0! Eso explica por qué no es posible aplicar el teorema
de existencia y unicidad en este ejemplo.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE PICARD. Sea X = C([,, By) el espacio
métrico completo de las funciones continuas del tipo ¢ : I, — By, con la métrica
del supremo d(¢1, ¢2) = supyes. |¢1(t) — ¢2(t)]. Sea F () : I, — R? una funcién
definida por:

t
Fo)® =0+ [ fls.olo)ds. te L,
to
Paso 1. Probaremos que para cada ¢ € X, se cumple que F(p) € X también;
es decir, F'(X) C X. De hecho, para todo t € I, se tiene:

t

f(s,¢(s))ds

[F(0)(t) — o] = t
< Ma«a
<b.

Por tanto, F'(v)(t) € By, para todo t € I, por lo que, F(p) € X. En resumen, el
operador F': X — F(X), ¢ — F(p) esta bien definido en X.

Paso 2. Demostraremos que la aplicacion F™ es una contraccién, para un n
suficientemente grande. Sean ¢1, 92 € X y n > 0. Probaremos que

o)) - Fonm] < T a0, ten. @)

Procederemos por induccion. Para n = 0, la desigualdad anterior se verifica en
forma trivial. Supongamos que (2.2)) también es valida para algin k& > 1 y verifi-
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quemos que también se cumple para n = k + 1. Tenemos que
[FM (00 () — FF o) ()] = [F(FH(¢1)(t) — F(F*(¢2)(1))]
= | [ f6. P @0 eds = [ (s P (s)as

< K|F*(¢1)(s) — F*(¢2)(s)|ds

to
Kk+1’t . t0|/€+1
— (k+ 1)
lo cual demuestra la desigualdad (2.2)).
Por lo tanto, para n suficientemente grande se tendra

(f Lipschitz)

d(¢17 ¢2)7

A(F"($n), F(¢2)) = sup |F" () (t) — F'(62)(8)] < =

tel, n!

d(é1, 2),

n n
en donde

— < 1, y asi F" es una contraccién. Por el Corolario , existe un
n!
unico punto fijo, llamémoslo ¢ € X, para F', esto es, existe una unica funcién

v € X tal que F(p) = ¢. Luego, ¢ es la (inica) solucién de la ecuaciéon integral

F(e)(t) =p(t) =zo+ [ f(s,¢(s))ds,

to
la cual, por la Observacién [I] es equivalente al problema de Cauchy original.
Por lo tanto, ¢ es la soluciéon unica del problema de Cauchy planteado, lo cual
completa esta demostracion. l

Observacion 2 La demostracion anterior nos entrega un algoritmo para aproxi-
mar la solucién del problema de Cauchy. La formula recursiva

F™ (o) = onet = 70 + / £(s, u(s))ds, po(t) = 2o

define una sucesion {p,} C X, la cual converge a la (inica) solucién ¢ para
n — oo (;Por qué?). Esta técnica se conoce como el Método de las aproximaciones
sucesivas de Picard.
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Corolario 2 Sea €2 un dominio abierto en R x R", y sea f : Q2 — R" una
funcion continuamente diferenciable en X. Para todo punto (to,zo) € Q existe
una vecindad V' = I(ty) x B(xg) tal que el problema de Cauchy tiene una unica
solucion definida en el intervalo I(ty). Ademds, el grdfico de esta funcion estd
contenido en V.

DEMOSTRACION. Sea U C ) una vecindad de (g, zo) tal que f|y es Lipschitz
v |f| < M, donde M es una constante finita. Sea az > 0 suficientemente pequeno
tal que V' = I,(t9) X By(zg) C U, donde b = aM. El argumento sigue a partir del
teorema de Picard. B

Corolario 3 (Ecuaciones lineales) Sean A(t),b(t) matrices de tamano n x n y
n x 1, respectivamente, cuyas entradas son funciones continuas definidas en un
intervalo I C R. Entonces para todo (ty,xg) € I X R" eziste una unica solucion
del problema de valor inicial
ccli_ytc = A(t)x + b(t),
= X )

x(to) 0

definida en I.

DEMOSTRACION. Consideremos una familia de intervalos compactos I, que
contienen a ty y que satisfacen I,, C I,41. Sea I = |, I,. Entonces la funcién
f(t,x) = A(t)x + b(t) satisface las hip6tesis de la proposiciéon anterior en cada
intervalo [,,. Sea ¢,, la inica solucién en este intervalo [,,, y que pasa por el punto
(to, zo). Por construccién, se tiene: ¢, 1|1, = @,. Por lo tanto, ¢(t) = ¢,(t), con
t € I, esta bien definida en todo I. Més atin, ¢ es la tinica solucién en I pasando
por (tg, o). B

2.4. El teorema de Peano

., Qué sucede si alguna de las hipotesis del teorema de Picard no se cumple?
JExiste una solucion para el problema de Cauchy? Y en caso afirmativo, ;Es
posible asegurar que sea unica? El teorema de Peano responde parcialmente esas
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preguntas: En el caso en que la funciéon f no es de tipo Lipschitz pero si continua y
uniformemente acotada, entonces solamente es posible asegurar existencia de una
solucion, pero no la unicidad. Para obtener este resultado, primero recordemos el
siguiente teorema cuya demostracion se puede hallar en [5].

Teorema 2 (Arzeld-Ascoli) Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Sea F una
familia equicontinua de funciones ¢ : X — R, es decir, para todo € > 0 existe
0 > 0 tal que si d(z,y) < § entonces |p(x) — @(y)| < €, para todo ¢ € F.
Supongamos ademds que la familia F' es uniformemente acotada, esto es, existe
M > 0 tal que ||| < M para todo ¢ € F. Entonces toda sucesion de elementos
{on} de F posee una subsucesion {¢,, } uniformemente convergente en X.

Teorema 3 (Peano) Sea f una funcion continua en Q = 1, X By, con I, = {t €
R:jto—t|<a}l yBy={x €R": |xg—x| <b}. Si|f| <M enQ, entonces el
problema de Cauchy

dx
E = f(ta LE’),
z(to) = o,

tiene al menos una solucion en I, con o = min{a, % .

DEMOSTRACION. Por el Teorema de Aproximacién de Weierstrass, existe una
sucesién de polinomios {f,} tal que f, —— f uniformemente en Q, ver [5] [16]
n—oo

para mas detalles. En particular, para ng suficientemente grande, f, cumple las
hipétesis del teorema de Picard, para todo n > ng (;Por qué?). Sea ¢, n > ny,
la solucién unica del problema de Cauchy:

dx

-V — Jn t; )
= halta)
ZE‘(tQ) = X,

en I,, cuya existencia y unicidad corren por cuenta del teorema de Picard. La
familia de funciones {p,} es equicontinua y uniformemente acotada (es decir, sa-
tisface las hipétesis del teorema de Arzela-Ascoli) para n suficientemente grande:
Para todo € > 0, si escogemos § = €¢/M y t1,ty € R tal que |t; — 3| < 0, entonces
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se verifica que
to

[on(tr) = enlta)l = | [ - Juls, o(s))ds

< M|ty — to
< M6
< €.

Por lo tanto la familia es equicontinua. Ademads, |¢,(t) — xo| < b, para todo n
suficientemente grande, por lo que la familia es uniformemente acotada. Tenemos
entonces, por el teorema de Arzeld-Ascoli, que existe una subsucesién {p,, } uni-
formemente convergente en I,. Sea ¢ el limite de esta subsucesién. Probaremos
que ¢ es solucion del problema de Cauchy. Ocupando la desigualdad triangular
se tiene:

[ (85 0 (8)) = F (5,0(8))] < | (5, 9 (8)) = F (5, 0 () [+ (5, Pni (8)) = F (s, ¢(s))]

Como {f,} converge uniformemente a f,y {y,,} también lo hace a ¢, sumado a
que f es continua, tenemos que:

(5,0, (5)) ——> £ (5, 6(5))

de forma uniforme en I, por lo que:

wMﬂ=%+[ﬁdwm@ﬂ&—%w@=%+/f@ﬂw@

nE—00 to

para todot e [,. B

2.5. Intervalo maximal de existencia

El Teorema de Picard nos entrega las condiciones necesarias para que el pro-

blema de Cauchy
{ = f(t ),
ZC(to) = X,
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posea una solucion (locamente) dnica ¢ = @(t). Sin embargo, la existencia y
unicidad de esta solucién es solamente local en una vecindad de t = t;. El objetivo
de esta seccion es mostrar que cada una de estas soluciones se puede extender a
un intervalo maximal de definicién en t de forma tunica.

Definicién 5 Definimos el intervalo maximal de existencia J(ty,zo) C R
como aquel intervalo mds grande (en la variable independiente t) que contiene a
to, para el cual existe la solucion (unica) @(t) del problema de Cauchy. En tal
caso la solucion ¢(t) definida en J(ty,xo) se dice solucién maxima.

Si denotamos como ¢(t) a la solucién maxima de un problema de Cauchy, y
si uno tiene cualquier otra solucién ¥ (t) del mismo problema de Cauchy definida
en un intervalo I C J(tg,zo), entonces se debe tener 1) = ¢|;, es decir, ambas
soluciones deben coincidir en el intervalo comun de definicién; ver figura [2.7]

xll

J(t(), .'L'Q)

Figura 2.7: Toda solucién 1 de un problema de Cauchy que admita unicidad de soluciones corresponde a la
restriccién de la solucién maxima ¢ al intervalo de definicién de .
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Ejemplo 14 Consideremos el problema de Cauchy

dx 5
@ ="
z(0) = x>0,

Segun el teorema de Picard, la solucién a este problema existe, es inica y esta
definida en un conjunto de la forma I, x By(xy) C R x R. Si b > 0 y tomamos
x € By(xg), entonces |2?| < (o + b)? =: M. Luego, segtin el teorema de Picard,
se puede probar que la solucion existe para

It <a=-——.
(SU() + b)2

Para obtener el intervalo maximal de existencia podriamos maximizar la cota
superior m como funcion de b. En tal caso, el valor maximo se alcanza cuando
b = x(y y nos da el intervalo maximal

<o
o 4%‘0.
Por otro lado, podemos hallar la soluciéon explicita del problema de Cauchy al
separar variables e integrar obteniendo

()

N 1—2f£CO’

1
t# —.
o
Esta funcién posee un intervalo (o dominio) de definicién dado por
(S (—OO, 1/370)

Notemos que este intervalo es abierto, no es simétrico, contiene a ty = 0 (;Por
qué?), y es més grande que el primero hallado. En ambos casos, se obtiene una
cota superior para t. En general, se tiene:

(—o0,1/xg), x>0,
J(t(b .’EO) = R? Xy = 07 (23)
(1/xg,00), ¢ <O.
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Para cada =z, el intervalo maximal es abierto, pero depende de las condiciones
iniciales (ty, zo). El dominio de existencia de las soluciones también queda definido
como un conjunto abierto. Podemos graficarlo en el plano (¢, () al determinar
las fronteras de J(to, o) en (2.3)), como en la Figura 2.8 Mds atn, a medida que
t — 1/xy (es decir, t se acerca a la frontera del intervalo maximal J(tg, x)), se
tiene x(t) — oo,

TA

\ Frontera: txg=1

- = = o

| Dominio de existencia

1 . .

| de las soluciones es abierto
1

Figura 2.8: Dominio de existencia en Q C R x R?, del problema de Cauchy & = 22, 2(0) = zo.

Las propiedades halladas para J(tg, xg) en el ejemplo anterior son generales:
El intervalo maximal siempre es un conjunto abierto. Ademads, si el intervalo
maximal es acotado, entonces la solucién debe abandonar el dominio de definicién
del campo de vectores f(t,x) a medida que t se acerca al extremo acotado de J.
Estos resultados se formalizan en los siguientes teoremas, cuyas demostraciones
omitimos pero se pueden hallar en [2, [14] [17].

Teorema 4 Sea 2 C R x R" un abierto y sea f : Q2 — R" una funcion continua
y localmente Lipschitz. Entonces eziste un intervalo mazimal abierto J = («, 3)
tal que el problema de Cauchy

{ &= f(t,2),

x(to) = X,
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posee una solucion unica ¢ : J — . Es decir, para cualquier otra solucion
w: I, — € del mismo problema tenemos que I, C J y u = gp\lu.

El siguiente teorema describe qué les sucede a las soluciones cuando al menos
un extremo del intervalo maximal es acotado.

Teorema 5 Sea () C R x R" abierto y sea f : ) — R" localmente Lipschitz. Sea
J = (a, B) el intervalo mazimal de existencia para el problema de Cauchy

{ i = f(ta),
ﬂf(to) = Xy-.
Si B es finito, entonces para cualquier compacto K C Q, existe t € [tg, f) tal que

(t,z(t)) & K. Similarmente, si « es finito, entonces para todo compacto K C €0,
existe t € (a, to] tal que (t,x(t)) ¢ K.

La idea de este teorema se ilustra en la figura para un caso posible. En el
caso que se muestra, si § < oo, entonces el punto (¢, z(t)) — 02 a medida que
t — 5, es decir, el punto (¢, z(t)) se acerca a la frontera del dominio €.

o

(¢, 2(1))

t— 0 .

K

Figura 2.9: Tlustracién de uno de los casos posibles que predice el teorema anterior. A medida que ¢ tiende a un
extremo finito del dominio méximo de definicién de la solucién x(t), el punto (¢,z(t)) se acerca a la frontera del
dominio (2.

Corolario 4 Bajo las condiciones del teorema anterior, si < oo, entonces
limy_,5 2(t) no existe, o bien, lim;_5(t, x(t)) € 0NQ.
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[lustraremos ambos escenarios de este corolario con los siguientes ejemplos.

Ejemplo 15 Consideremos el problema de Cauchy
& = 5, weR\{0}
:L‘(O) = x9> 0.

Aqui, la funcién f(x) = 1/x estd bien definida solo para x # 0. Como zy > 0,
entonces, 2 = R, . La solucién de este problema de Cauchy es p(t) = /22 + 2t,

con intervalo maximal J =] — x3/2, 00[. Asi, ¢ : J — Q. En este caso,
lim o(t) =0 € 09.
t——x2/2

Ejemplo 16 Consideremos el problema de Cauchy en R?
=1, Y#EL
y = v,
(2(0),9(0)) = (xo0,Y0)-

Dado que las ecuaciones estan desacopladas, es posible hallar una solucién explici-

ta dada por
1 - Yo ¢
@(t; L0, yO) = (xo+1In — | Y€ |-
c =Y

Notemos que si yg < 0, entonces, J = R. Si 0 < yy < 1, entonces J =
] — 00, —Inyp[. En cambio, si yy > 1, se tiene J =| — In gy, co[. En los dos tltimos
casos, notemos que
lim  o(t; 20, y0) = “(00,1)7,

t——1Inyp
si hacemos abuso de la notacion. Es decir, el limite se indefine y, por ende, no
existe.

2.6. Dependencia de las soluciones a las condiciones ini-
ciales

Si tenemos un problema de Cauchy

{ T o= [, (2.4)

x(tO) =Y
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podemos preguntarnos como cambia la soluciéon obtenida si no tenemos certeza
del valor exacto del dato inicial x(ty) = y. Este problema es equivalente a analizar
la dependencia explicita de la solucién x(t) = u(t;y) con respecto a la condicién
inicial y.

El resultado principal se formaliza en el siguiente teorema cuya demostracién
omitimos pero se puede hallar en [2, [14], 15, [17].

Teorema 6 Sea () C R x R" un abierto, y supongamos que f : 2 — R" es
continua en t y de clase C' con respecto a x. Entonces existe una constante a > 0
tal que la solucion u(t,y) de es de clase C' con respecto a la condicién inicial
y para t € [tg — a,ty + al.

La idea de este teorema se ilustra en la figura 2.10, Bajo las condiciones de
regularidad del teorema, al variar la condicion inicial y, las soluciones respectivas
u(t,y) cambian en forma suave.

R"

Yo

1
to — a to to + a R

L
>

Figura 2.10: Bajo las condiciones del teoremal6} al variar la condicién inicial y desde yo, las soluciones respectivas
u(t,y) cambian en forma suave.

2.7. Dependencia de las soluciones a los parametros

Similarmente, podemos preguntarnos como cambian las soluciones de un pro-
blema de Cauchy si variamos los valores de los parametros de la ecuacion dife-
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rencial. Supongamos ahora el siguiente problema de Cauchy

& = f(t,xyp), xR,
{ oy 28 (2.5)

donde p € R? es un vector de pardmetros. El siguiente teorema nos dice que si
f es uniformemente continua en p, entonces la solucion también depende conti-
nuamente de u. Este resultado esta relacionado al concepto de estabilidad estruc-
tural: Si uno realiza una perturbacion suficientemente pequena a los valores de
los parametros de un sistema, genéricamente las propiedades de las soluciones no
deberian cambiar dramaticamente. Esto es muy util, por ejemplo, al modelar un
fenénemo mediante ecuaciones diferenciales, pues tipicamente uno no conoce los
valores exactos de los parametros.

El resultado principal se formaliza en el siguiente teorema cuya demostracién
omitimos pero se puede hallar en [2, [14], 15, 17].

Teorema 7 Supongamos que f : I.(ty) x By(xg) x B.(jg) C R x R" x R4 — R”
es continua en t € 1,(ty), posee una dependencia uniformemente Lipschitz en
x € By(xo) y es uniformemente continua con respecto a pn € B,(g). Entonces el
problema de Cauchy posee una unica solucion u(t;y, u) paray € By(xg) que
es uniformemente continua en p € B, (po) en algin intervalo J, cont € J.

2.8. Sistemas de ecuaciones diferenciales y ecuaciones di-
ferenciales de orden superior

Aqui veremos que podemos estudiar sistemas de ecuaciones diferenciales ordi-
narias y ecuaciones diferenciales de orden superior esencialmente de forma equiva-
lente a las ecuaciones de primer orden de las secciones anteriores. En consecuencia,
todos los resultados de existencia, unicidad, intervalos maximos de definicién, y
dependencia suave con respecto a condiciones iniciales y pardmetros vistos ante-
riormente también son validos en el caso de sistemas de ecuaciones diferenciales
y ecuaciones de orden superior.
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2.8.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden

Sea 2 C R x R™ y consideremos el sistema de m ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden

(d
% = fl(tyxla"'7$m>7
d

< % — f2(t7x1a"'7xm)7 (26)
dz,,
Y, = mt7 ey m)y

L dt fnlt 1 Tm)

donde f; : 2 — R, i =1,...,m son funciones continuas. Sea la familia {¢1, ..., ©n},

donde cada funcién ¢; : I — R, t — ;(t), es diferenciable en el intervalo I C R.
Entonces decimos que la familia {¢; };—1__m es solucién del sistema de ecuaciones
diferenciales ([2.6]) si las dos condiciones siguientes se satisfacen simultdneamente:

(i) El punto (¢, ¢1(t), ..., en(t)) € Q, para todo t € I;
(i) La coleccion {g;}iz1.. . satisface @; = fi(t, v1(t),. .., pm(t)),coni=1,... ,m.
El sistema se puede escribir en forma abreviada como
= filt,xy, ..., xy), i=1,...,m,
o en forma vectorial equivalente por
x = F(t,x), (2.7)

donde F = (f1,...,fm) : @ - R" y x = (x1,...,2,). Luego, una familia
{@i}iz1..m de funciones es solucién del sistema siysolosi ® = (¢1,...,0m)
es solucién del sistema en I. Por lo tanto, una ecuacion vectorial de la for-
ma es equivalente a un sistema de ecuaciones del tipo , donde f; es la
1-ésima, coordenada de F en R™.
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Problema de Cauchy

El problema de Cauchy para sistemas de ecuaciones de la forma (2.6)) se formula

de la siguiente manera: dados ty, z10,...,Zmo tales que (to,z10,...,Tmo) € €2,

encontrar una solucién {¢1, ..., @, } de (2.6) en un intervalo I que contiene a %,

tal que ¢;(ty) = ;o para todo ¢ = 1,..., m. Abreviadamente escribimos:
:éi:fi(t,xl,...,:vm), Iz(to) :xw, 7, = 1,...,m.

Este problema se puede formular en forma equivalentemente al problema de
Cauchy
x =F(t,x), x(ty) = Xo,

donde xg = (%10, ..., Zmo). La funcién vectorial F = (fi,..., fn) es continua,
lipschitziana con constante de Lipschitz K, diferenciable con respecto a x, etc., si
y solo si cada una de las funciones coordenadas f; es del mismo tipo. Por lo tanto,
todos los teoremas de existencia, unicidad y soluciones maximas de las secciones
anteriores son validos para soluciones de (12.6)).

2.8.2. [Ecuaciones diferenciales de orden superior

Sea (2 C R x R" un abierto, f : 2 — R una funcién continua. Consideremos
la EDO de orden orden m

d"x

dtm

Una funcién ¢ : I — R de clase C™ es solucién de (2.8)) en un intervalo [ siy
solo si las dos condiciones siguientes se satisfacen simultaneamente:

= f(t,z, ', 2", . ™), (2.8)

(i) El punto (t,o(t), ..., ™ D(t)) € Q, para todo t € I;

d"p(t)

qm ft, o), @' (t), 0" (1), ..., oM D(t)), para

(ii) La funcién ¢ satisface
todo t € I.

Notemos que (2.8) puede escribirse de forma equivalente como el sistema de
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m ecuaciones diferenciales de primer orden:

p

Ty = g,
Ty = T3,
9 : (2.9)
jjm,1 = Tm,
Ty = f(t,x1,29,. .., 2p).

\

Luego, si ¢ es solucién de (2.§), entonces la familia de funciones {¢, ¢, ..., o™V}
es solucién de (2.9). Reciprocamente, si {11,119, ...,%,} es solucién del sistema

(2.9)) en el sentido de la seccién [2.8.1] entonces ¢ = 1 es solucién de (2.8)), i.e.,
¢ es de clase C" y satisface las propiedades (i) y (ii) de arriba.

Problema de Cauchy

El problema de Cauchy para la ecuacién (2.8) se formula de la siguiente ma-

nera: Dado un punto (g, 23, 23, ..., 2§ ) € Q, encontrar una solucién ¢ de (2.8)
definida en un intervalo I que contenga al punto ¢y y que satisfaga
o(ty) =23, ¢ (to) =5, ... @ Hty) =2l
Abreviadamente escribimos
d"x drx
= ft,x, 22", Y ——(tg) =z k=0,1,....,m— 1.
dtm f( gLy Ly ) 3 )7 dtk( 0) 0> s Ly 3
Este problema es equivalente al siguiente problema de Cauchy para sistema de
ecuaciones )
1 T2,
X2 = I3,
- ’ (2.10)
Im—1 = TLm,
j;m = f(taxhx%"')xm)a
k—1
L zklto) = x5, k=1,....m,

el cual es un caso particular de un problema de Cauchy como los vistos en la sec-
cion [2.8.1L Por lo tanto, los problemas relativos a existencia, unicidad e intervalos
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maximos de soluciones de se reducen a preguntas similares para sistemas
de la forma , y por tanto a ecuaciones vistas en las secciones anteriores.
En particular, todos los resultados relativos a estas preguntas son validos para
ecuaciones diferenciales ordinarias de un orden m arbitrario.

2.9. Ejercicios

1. Considere la EDO lineal de segundo orden

d’y ,dy
2 _ 3

a) Mediante la sustitucién x = g, transforme la EDO en un sistema de
ecuaciones de primer orden.

b) Verifique que la solucién general viene dada por y(t) = c1t? + cot + t2,
z(t) = 2c1t + ¢ + 3t2.

¢) Demuestre que por el punto (z,y) = (1,0) en ¢ = 0 pasan infinitas
soluciones. Justifique por qué esto no contradice al Teorema de Picard.

2. En cada uno de los siguientes ejemplos, encuentre (o demuestre que no existe)
una constante de Lipschitz en los dominios indicados:

a) f(t,x) =tlz|, |t| < a, z € R".
b) f(t,x) =1/z, 1 <z < oc.

3. Demuestre que el problema de valor inicial

{ & = cos(t)|z|?,
z(0) = 0,

posee al menos dos soluciones diferentes. Bosqueje estas soluciones en el
plano (¢, z). ;Por qué no hay unicidad de soluciones?

4. Considere el problema de Cauchy

{x(oji o
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a) Usando las iteraciones de Picard con py(t) = 0, encuentre las primeras
tres aproximaciones sucesivas 1(t), wa(t), ¢3(t) de la solucion.

b) Encuentre la solucién exacta de este problema y haga una expansion en
serie de Taylor alrededor de t = 0. Muestre que los primeros términos
de esta serie coinciden con las iteraciones de Picard.

c¢) ;Cémo crece el nimero de términos correctos con la iteracién?

5. Considere la ecuacién lineal no auténoma, no homogénea y el problema de
Cauchy
r = tr+ 3,
{ z(0) = L

a) Usando el método de aproximaciones sucesivas de Picard, construya una
sucesion de funciones que converge a la solucion del problema de Cauchy.

b) Haga un bosquejo grafico de al menos las tres primeras funciones de la
sucesion construida.

6. Considere la sucesién po(t) =1+, ppy1(t) =1 + fot pr(s)ds.

a) Demuestre que pg(t) converge uniformemente en cada intervalo compac-
to de R cuando k — oo y calcule ¢(t) = limy_,o pi(%).

b) Determine el problema de Cauchy que satisface ¢(t).

7. Sea f(t,r) definida y continua en 2 = R x R, tal que f(t,z) = f(t + 1, ).
Suponga ademds que f es lipschitziana en [0, 1] x R. Demuestre que toda
solucién ¢ = @(t;ty, zg) de | = f(t,x),| que pasa por el punto (tg,xg), esta
definida para todo t € R y que @(t;tg, xo) = p(t + 1;t0 + 1, zp).

8. Sea F' : R® — R una funcién diferenciable tal que F(xg,y0,p0) = 0y
%—g(xo,yo,po) = «. Encuentre todos los valores de a« € R tal que el Pro-
blema de Cauchy

F(z,y,y") = 0;
. y(zo) = Yo;
d—z(on) =1y (z0) = po;

posea solucién tnica en un intervalo (xg — 9, zg + §). Justifique su respuesta.
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x sin <E> si x # 0;
x

9. Considere la ecuacién diferencial escalar 2’ = f(x) =
0 si x=0.

a) Demuestre que el Problema de Cauchy |2’ = f(z), x(ty) = x| posee lo-
calmente solucién unica para todo xy # 0.

1
b) Demuestre que las funciones ¢y (t) = A k = +1,+£2, ... son soluciones

de |2’ = f(x).

¢) Demuestre que py(t) = 0 es la tnica soluciéon de |2’ = f(x), z(ty) = 0.

d) Se sabe que la funcién f(x) NO es localmente Lipschitziana en ninguna
vecindad de x = 0 (jNo es necesario probarlo!). ;Contradice esto al
teorema de existencia y unicidad de soluciones? ;Por qué?

10. Sean @1(x) y p2(x) dos soluciones de la EDO escalar |y = dy/dz = F(z,y),
con y : I C R — R. Suponga que F' es continua y satisface la siguiente
condicién de Lipschitz “unilateral” para alguna constante finita L:

F(z,y2) — F(z,y1) < L(ya — y1), st ya > 1.

(a) Demuestre que (p2(x) — ¢1(2))(¢h(x) — ¢1(7)) < Lpa(x) — ¢1())*.
(b) Demuestre que |p1(z) — @a(z)] < XY |pi(a) — po(a)|, si z > a.

Pruebe que una funcién diferenciable g que satisface la desigualdad ¢'(z) <

Kg(z), a <z <b, para K constante, también satisface g(z) < g(a)eX(*=%) para a <z <b.

Luego considere g(x) = (pa(x) — ¢1(z))?.

(¢) {Qué puede decir sobre la unicidad de soluciones del problema de valor
inicial |y = F(z,y), y(a) = yo[? ;Para qué rango de valores de x € R
estaria garantizada la unicidad?

11. Considere el problema de Cauchy |& = f(z),x(0) = y|y denote por u(t) =
u(t; y) a la familia de soluciones parametrizadas por la condicién inicial. Sea
xo € R" y denotemos por B, (z() a la bola de radio r centrada en xy. Suponga
que existe b > 0 tal que f : By(zy) — R" satisface una condicién de Lipschitz
con constante K, y que M = maxX,cp,(z,) | f(7)|. Demuestre que la familia de
soluciones u(t;y) existe para todo y € Bys(xo) y es tnica para t € [~a, o]
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si @ < min { i/ M} Sugerencia: Defina convenientemente un operador en un espacio de

funciones apropiado y pruebe que para todo y € By /2(330), el operador posee un unico punto fijo.

12. Una demostracion alternativa de que las soluciones son tnicas y tienen de-
pendencia Lipschitz en las condiciones iniciales cuando f es Lipschitz. Su-
ponga que u,v : J — By(xg) son dos soluciones de la EDO

T = f(t,x)

donde f : J x By(zg) —> R" tiene dependencia uniformemente Lipschitz en

x con constante K. (No hacemos ninguna suposicién sobre la dependencia
de f en t.) Defina o(t) = |u(t) — v(t)|*

a) Use el producto interno (u,v) = > w;v; y la desigualdad de Schwarz,
|(u, v)| < |ul|v| para vectores en R™, para hallar una desigualdad diferen-
cial ordinaria para ¢, es decir, una expresién de la forma p(t) < F(t, ).

b) Usando la desigualdad demuestre que 4 (e 2o (¢)) < 0. Por lo tanto,
si t > ty, muestre que

[ult) = v(t)] < X u(ty) — v(to)].

Concluya que la solucién es tnica y que dos soluciones cercanas se
desvian a lo mas exponencialmente en el tiempo.

13. Considere el Problema de Cauchy: |2’ = 22, 2(0) = z¢,| con x € R.

a) Resuelva el Problema de Cauchy.

b) Para cada zy # 0, encuentre el intervalo maximo de definiciéon I =
(w—(z0),w+ (o)) de la solucién del Problema de Cauchy. Haga un bos-
quejo de la grafica de las soluciones maximales x(t) = x(¢; 0, zo).

d
14. Sea la ecuacion diferencial d—y = f(z,y), donde f :R? — R estd dada por
x

Xy ,
22 si (z,y) # (0,0);
flz,y) = I

0, si (x,y) =(0,0).
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15.

16.

17.

18.

a) ;Es f una funcién tipo Lipschitz?

b) i Qué se puede decir de la existencia y unicidad de soluciones de la EDO?
Demuestre que el problema de valor inicial

{ & = 2y/]z], z€R,
ZC(to) = Xy,

posee al menos dos soluciones diferentes si y sélo si xp = 0. ;Por qué
esto no contradice el teorema de existencia y unicidad de soluciones? En el
caso zo = 0 encuentre estas dos soluciones y bosquéjelas en el plano (¢, ).

Sea f(z) = x22_1. Demuestre que toda solucién de & = f(x) distinta de las

soluciones ¢, =1y p_ = —1 es de la forma
1+ cé!
t) = —— 0.
Encuentre el intervalo maximo I. = (w_(c¢),wy(c)) de definiciéon de estas

soluciones. Haga un esbozo geométrico de las soluciones en ) = R2.

Encuentre el intervalo maximo de definicién (y las respectivas soluciones
explicitas) para el problema de Cauchy

Tt = tzd, z R,
z(0) = .
Ademsds, grafique estos intervalos maximales en el plano (¢, xg).

Encuentre el intervalo maximo de definicién (y las respectivas soluciones
explicitas) para el problema de Cauchy
{ T = 2tz®, x>0,
z(ty) = xo.

Ademas, en el caso ty = 0 grafique estos intervalos maximales en el plano
(Yf, 370).
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19. Encuentre el intervalo maximal de existencia («, 3) para los siguientes pro-

blemas de valor inicial. En cada caso, si &« > —00 0 § < oo, discuta el limite
de la solucién a medida que t — at o t — 57, respectivamente.

a) ¥ = secr, x( ) =

)
) @' = z(0 ) 0.
) o =2}, o =xo+ 27, 21(0) =1, 25(0) = 1.
d) 2} = 1/2x1, oy =23, 21(0) = 1, 22(0) = 1.

) oy =1/2z, b =21, 1(0) =1, 29(0) =1

>
8. &

o

e

20. Para las siguientes EDOs de orden uno, determine todas las posibles lineas de

21.

fase para distintos valores del parametro p € R. En cada caso, encuentre el
valor critico p* en donde la linea de fase cambia cualitativamente, y describa
en palabras qué le sucede a las soluciones a medida que y — p*. Sugerencia:
Considere los resultados de dependencia continua de las soluciones con respecto a los pardmetros

y condiciones iniciales.

a) ' = p— a2

b) ' = px — 2%

¢) o' = px — 3.

Determine condiciones suficientes para la existencia y unicidad de soluciones
de la ecuacién de segundo orden

2" +p(t)a’ + q(t)z = f(1),

con condiciones iniciales x(ty) = ¢, 2(ty) = 20, donde p, q y f son funciones
continuas en algtin intervalo a < t < b, donde a < ty < b.



Capitulo 3

Ecuaciones diferenciales lineales

Consideremos la ecuacion del péndulo con friccion
1/ . /
x4+ gsinx + ex = 0.

Esta ecuacién puede deducirse a partir de la segunda ley de Newton y modela los
desplazamientos angulares (x) de un péndulo sometido a la fuerza de gravedad
(gsinz), el cual ademds pierde energia debido al roce con el aire (ex’).

Esta es una EDO de segundo orden no-lineal, pues involucra un término no-
lineal (sinx). Del cédlculo elemental sabemos que para angulos pequenos (r =
0), se tiene la aproximaciéon sinx = x; en rigor, lim, Shf = 1. Otra forma
equivalente de expresar este hecho es mirando la expansion en serie de Taylor

> 2l

sinx:x—gnLa—ﬁwL-“
Si z ~ 0, el término dominante en la expansién es justamente el término lineal o
de grado 1. Por lo tanto, si x es suficientemente pequeno, podemos aproximar la
funcién sin x mediante su serie de Taylor truncada simplemente hasta el término
lineal. Al sustituir esta aproximacion sinz ~ x en la EDO obtenemos la llamada
ecuacion linealizada

2"+ gr +ex’ =0,

para = ~ (. Este argumento nos dice que podemos simplificar el estudio (local)
de una EDO no-lineal mediante el andlisis de su linealizacién. Por lo tanto, esto
nos lleva a querer entender cémo caracterizar las posibles soluciones de una EDO
lineal.

47
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3.1. Preliminares

Sea R™ el espacio euclidiano n-dimensional dotado de la norma ||z|| = sup ||,
con = (z1,...,2,)" € R" . Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales

de la forma:
) = ap(O)xy + ...+ a D)z, + by (2),

: (3.1)
= apn()xy + .. F app(t)z, + by(t),

con a;j,b; : I — R funciones continuas, i,j = 1,...,n. El sistema (3.1]) se puede
escribir en forma abreviada

d(E@' - .
= > ayai(t) + bi(t), i=1,...,n. (3.2)
j=1
Una familia de n funciones {¢1,...,¢,}, con ¢; : Iy C I — Rt — ¢;(t), es

solucién de (3.1)) (o equivalentemente de (3.2])) si para todo ¢ € Iy se cumple

n

dip;i .
dt :Zamgpj(t)—i—bl(t), 2:1,...,n.

j=1

En ocasiones es mas conveniente reescribir (3.1)) o (3.2)) en la forma matricial
equivalente

' = A(t)x + b(t), (3.3)
donde A(t) = (@ij)nxn €s una matriz cuadrada de tamatio n, y b(t) = (bi(t))nx1 €s
un vector columna. Dada una familia {¢1, ..., ¢, } de soluciones (3.1]), entonces la

aplicacién vectorial o(t) = (p1(t), ..., pn(t))" es solucién de (3.3) en Iy, es decir,
P'(t) = A)e(t) +b(t), Vit €I,
El reciproco también es valido.

Definicién 6 El sistema de EDOs (3.1)) o la ecuacion matricial (3.3) en I x R"
se dice lineal. Si b(t) = 0, se le llama lineal homogénea.
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3.1.1. El problema de Cauchy para EDOs lineales

Teorema 8 Sea el problema de Cauchy

{x' = A(t)z + b(t),

x(?fo) = X2y-

Entonces para todo (ty, xg) € I x R" existe una unica solucion ¢(t) = @(t;tg, xo)
definida en I tal que @(ty) = .

La demostracion de este teorema de existencia y unicidad puede llevarse a cabo
con los mismos métodos vistos en el capitulo anterior. Sin embargo, es conveniente
dar otra prueba aqui que ilustra el método de aproximaciones sucesivas de Picard
para “construir”soluciones. Pero antes de eso, es necesario realizar un recordatorio
del Criterio de Weierstrass, el cual es un test para la convergencia uniforme de
series (ver [16] para la demostracion):

Lema 2 (Criterio de Weierstrass) Sea {f,} una sucesion de funciones en un
intervalo I tales que sup | f,| < M, para todon =1,2,3.... Si Y >~ M, converge,
entonces >~ | fn converge de forma uniforme en I.

DEMOSTRACION TEOREMA [§. Sea la sucesién de aplicaciones ¢; : I — R”
dada por la aproximacién de sucesiones de Picard:

900(75) = Zo,
pilt) =m0 + [y (A(s)pi-1(s) + b(s)) ds.
Probaremos que para todo intervalo compacto [a,b] C I, la sucesiéon {y;(t)}

definida en (3.4)) converge uniformemente a una solucién de (3.3)). Definamos la

constante

(3.4)

K = sup [[A(s)].

s€la,b]

Ademds, dado que A(s)xy — b(s) es continua en [a, b], entonces pi(s) definida en
(3.4)) es acotada en [a, b]. Luego, podemos definir

C = sup |p1(s) — po(s)|-

s€la,b]
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Observemos que

[ A6)1(6) — wofs))ds

[pa(t) — p1(t)] =

< [ [[A@)lller(s) = @ols)lds

to
t
SK/W@%WWWS
to
< KClt —ty).

Anélogamente,

|03(t) = pa(t)] = /A(T)(wz(S)—w(S))dS

to

S[W%WM@—%@W

< K | KC|s—tylds

to
K2*C 9
Por induccion es facil ver que:
K'CJt — to|'
[pir1(t) — wi(t)] < : -

7!
Por lo tanto

Kb —a))'C
sup [t (6) — pi(t)| < L=
t€la,b] L.

Ahora notemos que podemos escribir

i =0+ (p1— o) + (p2 — 1) + -+ (@i — i1).

20

(3.5)

Por (3.5), y dado que la serie > -, (KO-a))'C o convergente, entonces por el

i!

Criterio de Weierstrass, la sucesién {p;} converge de forma uniforme en [a, b].
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Luego, sea ¢(t) el limite puntual de la sucesion {p;} en [a,b] (Dado que I es la
unién de intervalos compactos, el limite existe en todo ). Luego, haciendo tender
al limite i — oo en ([3.4]) tenemos

t
ot =0+ [ (A)pls) +b(s) ds
0
para todo t € [a, b]. Luego, derivando a ambos lados con respecto a t, se verifica
directamente que ¢ satisface (3.3]) con condicion inicial ¢(ty) = x¢. En conclusion,
hemos probado que la sucesién {y;} converge uniformemente a una solucién del
problema de Cauchy.
A continuacién, solo resta probar la unicidad de (3.3). Sea 9 otra solucién del
problema de Cauchy en I, entonces:

Y(t) = a0+ /t (A(s)w(s) +b(s))ds, Vtel.

to

Sea m = Supyeioy [(E) — 1(8)]. Luego:

0(t) — alt)] = / A($)((s) — ou(s))ds

S Km|t — tol.

De nuevo por induccion podemos ver que

Kn_lm‘t _ to‘n_l - Kn—lm(b _ a)n—l
(n—1)! - (n—1)!

[¥(t) — ()| <

Y podemos ver que ¢, —— ¥ de forma uniforme. Pero, por la unicidad del
n—o0
limite p =pen /. A

Ejemplo 17 Consideremos el problema de Cauchy unidimensional

2 = ax,
z(0) = xy,
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cona € R, z € R. Aplicando el método de aproximaciones sucesivas ([3.4)) tenemos
que:

o(t) = o
ng(t) = 55'0(1 + CLt)

1
(pg(t) = X2 (1 + at + 50??52)

er(t) = xo (1 +at—+...+ %(at)’f) ,

Por lo tanto, la solucién a este problema de Cauchy estd dada por ¢(t; g, xo) =

zoe™ (ver figura [3.1]).

/P2

Figura 3.1: Aproximaciones sucesivas para p(t) = zoe®.

3.1.2. Espacio de soluciones de una EDO lineal homogénea

Proposicion 1 Sean ¢, 1 soluciones de la EDO lineal homogénea

' = A(t)x, (3.6)
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con A(t) = (ai;(t))nxn, t € I CR.

1. Sia,b € R son constantes arbitrarias, entonces:
v =ap+ by
es solucion de (3.6]).
2. Sip(s) =0, para algin s € I, entonces ¢ =0 para todo t € 1.

DEMOSTRACION.

1. Por sustitucion directa tenemos que:

v =ap + b))
= aA(t)p + bA(t)Y
= A(t)(ap + by)
= A(t)y.

2. Este resultado es consecuencia directa de la unicidad de soluciones, pues la
funcién nula ®(t) = 0 satisface

Definicién 7 Sea C = C(I,R") el espacio de las funciones continuas de I C R en
R™, como espacio vectorial con la operacion de suma de funciones y producto por
un escalar. Se dice que {@1,...,on} son linealmente independientes si no existen
constantes ay, . ..,a, € R (no todas nulas) tales que

n

Z a;p; = 0.

1=1

De la Proposicién anterior, el conjunto A de soluciones de |z’ = A(t)z | forma
un subespacio vectorial de C. Ademas, si s € I y si consideramos la aplicacién
U, : A — R” tal que p — Uy(p) = p(s) € R", se tiene que ¥ define un
isomorfismo entre A y R" (;Por qué?). Gracias a esto, obtenemos el siguiente
resultado que caracteriza el espacio de soluciones de 2’ = A(t)x.
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Proposicion 2 FEl conjunto A de todas las soluciones de|x’ = A(t)x,| con A(t) =
(aij(t))nxn, €s un espacio vectorial de dimension n. En particular, Vs € I la
aplicacion que a cada xy € R™ le asocia la solucion o(t;s,zy) que pasa por
(s,z9) € I xR", es un isomorfismo de R" sobre A. En particular, si {vq,...,v,}
es una base de R™, entonces la coleccion

p1(t) = p(t;s, 1),

oull) = olt;s,0)

forma una base para A, o sea, toda ¢ solucion de |x' = A(t)x| se puede escribir
como combinacion lineal unica de {¢1,...,¢n}, con coeficientes en R.

Corolario 5 Sea ¢(t;s,x) la solucion (inica) de la EDO |z’ = A(t)x| que pasa
por el punto (s,x) € I x R". La aplicacion

'R - R
x ot s, ) = O ()

es un 1somorfismo que satisface:
1. 3 = Id,
2. Lo dF = P!
3. & = (o)7L,

La idea del corolario anterior se muestra en la figura[3.2] La imagen muestra la
grafica esquematica de la solucién ¢(-; u, z) que pasa por el punto (u,x) € I x R™.
Al evaluar esta solucién en s € I, nos entrega el punto y := p(s;u,x) = 5 (z) €
R”. Entonces, esta misma grafica corresponde a la soluciéon ¢(-;s,y) que pasa
por el punto (s,y) € I x R". En particular, llamemos z := ¢(t; s,y) = ®L(y) =
P! (D (x)) € R™. Pero, entonces la gréfica de (- ; u,x) pasa por el punto (¢, z2) €
I x R es decir, ® (z) = 2. La propiedad ®! = (®5)~! es consecuencia directa de
las dos anteriores en el mismo corolario.
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(2) “@ o(+;u,)

Y

Figura 3.2: Idea del Corolario

3.2. Soluciones fundamentales

Sea A(t) = (a;;(t)) una matriz de tamano n X n cuyas entradas son funciones
continuas definidas en I C R, y sea X € M,(R), el espacio de matrices de n X n
con coeficientes en R. Consideremos la EDO matricial homogénea

X' = A@)X, (3.7)

definida en I x M, (R). Del algebra lineal [10, 13] sabemos que M, (R) ~ R™ con
la norma ||.X|| = sup(z;;). En forma equivalente, podemos escribir (3.7) como

n
Th; = Zaik(t)xkj, 1<i,j<n,
k=1
y por tanto, se tiene existencia y unicidad de soluciones en I que pasan por el
punto (t9, Xo) € I x M, (R).
En particular, la matriz ®(t) = [®1(¢),..., Pn(t)]nxn con vectores columna
®;(t) € R, es solucion de la EDO matricial

X' = AH)X, X € M,(R)
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si y solo si, para todo 1 < j < n, la funcién ®; es solucién de la EDO wvectorial
homogénea
' =Alt)r, xeR"

Definicion 8 Una matriz ®(t) = [@1(t),..., Pn(t)]nxn, cuyas columnas ®; for-
man una base del espacio vectorial de soluciones de x' = A(t)x, con z € R", se
llama matriz fundamental o solucién fundamental de 2’ = A(t)x.

Observacion 3 A partir de la definicién anterior, se tienen las siguientes conse-
cuencias.

1. Por la Proposicién 2, tenemos que una matriz ®(¢) es una matriz fundamental
de 2’ = A(t)z si y solo si ®(t) es una solucién de X’ = A(t) X, tal que para
algin ¢y € I (y por tanto para todo t € I), ®(¢y) es no singular.

2. Por la unicidad de soluciones, dados ty € I y una matriz no singular M),
existe una unica matriz fundamental ® tal que ®(ty) = M,.

3. Por sustitucion directa, se verifica que si ®(¢) es una soluciéon de X' = A(t) X,
entonces V(t) = ®(¢)C, con C' € M, (R), es también una solucién.

Proposicién 3 Sean ® y ¥ soluciones de X' = A(t) X, y supongamos que ® es
una solucion fundamental. Entonces existe una unica matriz C' € M, (R) tal que
para todo t € I se tiene

U(t) = B(t)C.

Mas aun, C' es no singular st y solo st W es una matriz fundamental.

DEMOSTRACION. Se tiene

/

(@1 OT@) = (@7(1)V(t) + ()W (¢).

Por lo tanto,
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Ejemplo 18 Supongamos que n = 1y A(t) = a(t). La EDO lineal se reduce a
la ecuacién escalar 2’ = a(t)z, con = € R. Una solucién fundamental viene dada
por

d(t) = eftto a(s)ds
Luego, la solucién que pasa por el punto (Zg, zg) es

t
@(t, tO? xO) = .T()efto a(s)dS.

Ejemplo 19 Sea A(t) definida en I = R una matriz periédica de periodo 7', es
decir,

Alt+1T) = A(),
para todo t € R. Sea ® una matriz fundamental de 2’ = A(t)x. Entonces existe
una matriz C' € M,,(R) no singular tal que

Ot +T) = d(t)C.

La razén es que la solucion W(t) = ®(t+T') es también una matriz fundamental,
pues

Ut)=0'(t+T)=At+T)P(t+T) = A(t)U(¢t).
Luego, por la Proposicién anterior, existe una matriz C' € M, (R) tal que ®(¢ +
T) = ®(t)C. Ademsds, las columnas de ¥ son linealmente independientes por
definiciéon, luego C' es no singular.

El siguiente teorema nos entrega una férmula para determinar la solucién de
una EDO lineal no-homogénea a partir de la matriz fundamental de la ecuacién
homogénea asociada.

Teorema 9 Sea ®(t) una matriz fundamental de |z’ = A(t)x.| Entonces la solu-
cion @(t; ty, xo) de

estd dada por
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DEMOSTRACION. Aunque por sustitucién directa es facil ver que esto se cum-
ple, también es conveniente ver de dénde sale esta férmula.

Meétodo de variacion de pardametros. Busquemos una solucion del problema no
homogéneo en la forma p(t) = ¢(t;ty, z9) = ®(¢)C(t), donde C(t) es una matriz
de tamano n x 1. Entonces: Entonces

)O(t) + @()C'(¢)
)+ @) (t).

Luego, C(t) satisface la EDO de variables separables C'(t) = ®~1(¢)b(t). Como
C(tg) = @ (to)wo, tenemos

C(t) = d (tog)wo + /t d(s)b(s)ds. W

Teorema 10 (Formula de Liouville-Abel) Sea ®(t) una matriz cuyas columnas
son soluciones de ' = A(t)x. Entonces, dado ty € I fijo, tenemos que

det(®(t)) = det(cp(to))effo tr(A(s))ds
para todo t € 1.

IDEA DE LA DEMOSTRACION. Basta probar que ¢(t) = det(®(t)) es una solu-
cién de la EDO lineal escalar v’ = tr(A(t))u, tomando en cuenta las propiedades
del determinante de matrices como una aplicacion n-lineal alternada. Il

3.3. Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes cons-
tantes

Sea la EDO lineal
1 = Az, (3.8)

donde A € M,(R) es una matriz de coeficientes constantes y = € R". Podemos
pensar que esta EDO estd asociada a una aplicacion lineal x — Ax que va desde
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R™ en si mismo. Sea ®(¢) la matriz fundamental de esta EDO, tal que ®(0) =1
es la matriz identidad. Por el teorema de existencia y unicidad ® esta definida
para todo ¢t € R. Por ejemplo, en el cason =1, A =a € R, y se tiene ®(t) = e,
con ¢(0) = 1.

A continuacién mostraremos que la aplicacion ¢ +— ®(¢) tiene propiedades
analogas a la funcién exponencial.

Proposicién 4 Sea ® : R — M, (R) la matriz fundamental de (3.8) tal que
®(0) = I. Entonces se cumple:

1. d'(t) = Ad(t), ¢(0) =1.
O(t +s) = P(t)P(s), para todo s,t € R.
OL(t) = d(—t).

. k Ak . .
La serie Y, % converge a ®(t) en R, en forma uniforme en cada inter-
valo compacto.

DEMOSTRACION.

(1) Inmediato por la definicién de matriz fundamental.

(2) Fijemos s € R y denotemos W(t) = ®(t + s), O(t) = P(t)P(s). Es facil
verificar por sustitucion directa que W (¢) y ©(t) son soluciones de la EDO ma-
tricial X’ = AX, con condicién inicial X (0) = ®(s). Luego, por la unicidad de
soluciones se debe tener ¥ = O.

(3) Es consecuencia de (2) tomando s = —t.

(4) Sea la sucesion {®y(t)} dada por las aproximaciones sucesivas de Picard

Bo(t) =1

t
(I)k(t) =1 —l—/ A@k,l(s)ds,
0
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la cual converge uniformemente a ® en cada intervalo compacto. Notemos que

t
Dy (1) :I+/ Alds =1 + tA,
0

t 2 A2
Py (1) :I+/ A(T+ As)ds =T+ tA+ TR
0 .
sl A 7 A
o) =1+ [ A(Z b >ds—z -
j=0 §=0
Luego, la sucesion {®@(t)} es la secuencia de sumas parciales de la serie >~ i—‘?k |
Definicién 9 La matriz e* := ®(1) se llama matriz exponencial de la ma-
triz A.
Siguiendo con la analogia con la funciéon exponencial, si ocupamos la notacion
e = d(t) = o % para reescribir la Proposicién anterior, obtenemos

1. L(e) = Ae'd, 2 = 1.

2. e+ — otesd para todo s,t € R.
3. (el = et

tA _ N0 thAk
4o =200 T

Si ahora definimos (t, x) = e, por las propiedades anteriores es facil ver que
%—f(t,x) = L(e)z = Ae'z, ¢(0,2) = z. En conclusién, la proposicién anterior
nos dice que, por cada = € R” fijo, la aplicacion ¢(t, x) define la (inica) solucién

del problema de Cauchy
y = Ay,
3.9
{ y(0) (39)

= X.

Y esta solucién ¢(t,x) se puede determinar explicitamente en términos de la
matriz fundamental del mismo sistema lineal en la forma

o(t, ) = ez,
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Por lo tanto, para determinar la solucién del problema de Cauchy (3.9)), solo
debemos hallar la matriz fundamental ' asociada (!!!).
A continuacién veremos algunos ejemplos de matrices fundamentales e con-

cretas dependiendo de la forma de A.

Ejemplo 20 Supongamos que la matriz A es diagonal con bloques cuadrados
(posiblemente de diferentes 6rdenes) en la diagonal principal:

A, 0 ... 0
A= diag(Ar, Ag, ... Ay = | O A2 o |
0 .. 0 4,
con Ay € M (R). Entonces
= diag(e'M, M2, ... etAm).

En efecto, por definiciéon y dlgebra de matrices, se tiene:
o0 1
tA k 4k
= g — (diag(A, As, ..., A t
€ X (diag(Ar, As, m))

= 1
k=0

o0 o0 o0
, Atk Abtk Ak ¢F
d1ag<z 1 ,Z o ,...,Z o
k=0 k=0 k=0
= diag(etAl, etz ,etAm)
En particular, si A = diag(ay, as, ..., an), con a; € R, entonces
et 0 ... 0
t :
= diag(e™, e, ... ") = 0 e '
) Y 0
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A O
0 M ),con)\l,)\geR,

entonces, si rg € R?, la solucién del problema de Cauchy (3.9) es
At
et 0

Ejemplo 21 Sea A = < _Oéﬁ g ) , con o, § € R. Entonces
oA — pat ( cos(ft) sin(t) >
—sin(ft) cos(ft) )

En efecto, por verificacién directa, las funciones columna de e'4

©1(t) = e (cos(ft), —sin(Bt))7T,

©o(t) = e (sin(ft), cos(Bt))7,
son soluciones linealmente independientes de v’ = Ay, con y € R?, y satisfacen las
condiciones iniciales ¢1(0) = (1,0)%, v 2(0) = (0,1)7, respectivamente. Luego,

e" = 1. Por lo tanto, ' es la matriz fundamental.
Por lo tanto, si 2y € R?, la solucién del problema de Cauchy (3.9) es

ot cos(ft) sin(pt)
o(t,xp) =e < —sin(ft) cos(ft) ) 0-

Ejemplo 22 Sea A una matriz nilpotente, o sea, existe un entero positivo r € Z™
tal que A" = 0, donde 0 es la matriz nula. Entonces

tr—l Ar—l

(r—1)"

Para hacer ain més concreto este ejemplo, si A = (

el =T tA ..+

Un ejemplo de matriz nilpotente es

(

1
0
0

O O O
O = O

&
I

SO R O O O

000
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Es decir, E; es una matriz n X n, con todos sus elementos a;;+1 = 1, un lugar a
la derecha de la diagonal principal, y el resto de los elementos iguales a 0. F4 es
nilpotente, pues E} = 0.
En particular,
212 tn—l E?_l

1 _—
TR T

o mas explicitamente,
(1 t t2/2' t”_l/(n—l)!\
ot (n—2)!
1By _ 00 1 :
S t2 /2!

t

oo 0 1

Los ejemplos 20 y 21] asocian explicitamente la matriz exponencial de una
matriz con sus valores propios. De hecho, veremos que existe una relaciéon entre
los valores propios, vectores propios y soluciones fundamentales de una matriz.

Lema 3 Sea A una matriz de tamano n X n. Si A es un valor propio real de A,
sea U uno de sus vectores propios. Entonces:

p(t) = eNv
es una solucion de ¥’ = Ax.
DEMOSTRACION. Por definicién se tiene A7 = \v. Luego,
O (t) = A
= e \T
=AY
= Ay
= Ap(1),
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lo que prueba el resultado. B

Como consecuencia directa del lema anterior, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 11 Sea la EDO lineal donde A € M,(R). Sean \,..., A\, n
valores propios reales de A, y vy, ...,v, sus vectores linealmente independientes,
i.e., Av; = \v;. Entonces, la matriz V(t) cuya i-ésima columna es

pi(t) = vie™!

9

es una matriz fundamental de la EDO. Es decir, la coleccion de funciones
At Ant
{vie™’ . e}

forma una base del espacio de soluciones y la solucion general viene dada por

A t

o(t) = cre™v + ...+ cne o,

donde c1, ..., c, € R son constantes arbitrarias. En particular, e =V (t)V=1(0).
Mids aun, las afirmaciones anteriores siguen siendo vdlidas si consideramos A €
ML, (C) como una matriz con entradas complejas, A1, ..., \n, n valores propios
complejos de A, y vy, ...,v, sus vectores linealmente independientes en C".

Ejemplo 23 Sea A € M,(R) una matriz con entradas reales. Supongamos que
A tiene un par de valores propios complejos conjugados A = a+if vy A = a —if.
Aun cuando A posea entradas reales, podemos pensar que se trata de un caso
particular del caso complejo descrito en el Teorema anterior.

Llamemos v = vy +1vy y ¥ = v1 — i¥9 a sus vectores propios respectivos en C",
con partes real e imaginaria v, v9 € R". Del Algebra Lineal [10], T3] sabemos que
v,v € C" son vectores linealmente independientes en C". Luego, por el teorema
anterior, las funciones

eAt

(1)

son soluciones (complejas) linealmente independientes de |2/ = Az, si A es con-

siderada una matriz compleja.

<
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Pero nos gustaria hallar soluciones reales, pues A es en esencia una matriz real.
Para esto, basta tomar las partes real e imaginaria de ¢ y ¢, esto es,

21(t) = = (p(t) + B(t)) = Re(p(t)),

2
a(t) (o(t) = @(t)) = Im(p(2))

1
son soluciones reales de |2’ = Az, con ©1(0) = v1 y p(0) = vy. Ademds, ¢y y

T2
@9 son linealmente independientes como funciones de R — R" (Tarea!). Este
hecho proviene de que v; y w9 son vectores linealmente independientes en R".
En efecto, supongamos que son linealmente dependientes, es decir, existe una
constante ¢ € R, tal que vo = cv;. Entonces, v = (1 + ic)vy, v = (1 — ic)vy.
Luego, v = 1_11.61), lo que implicaria que v y v son linealmente dependientes en

C", llegando a una contradiccién.
Veamos el caso particular n = 2. Expresando et = ¢ (cos(t) & i sin(5t)),

se tiene:

©1(t)

e (cos(Bt)vy — sin(Bt)vy) = Re(p(t)),
pa(t) = e

(sin(Bt)vy + cos(St)ve) = Im(p(t))

es una base de soluciones de , donde v = vy +ivy € C? es el vector propio
asociado al valor propio A = a + i € C.

3.4. Sistemas lineales bidimensionales

Consideremos ahora sistemas de la forma

/

T1 = a1171 + a1272, (3.10)

, )
Ty = Q2171 + A2272,

donde los coeficientes a;; € R, y ademas ajja22 — agiaiz # 0. Equivalentemente,
nos interesan ecuaciones lineales homogéneas del tipo

v’ = Az, con x = (x1,25)", A= < - ) , det(A) #0. (3.11)

a21 22
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Las ecuaciones y estan asociadas a transformaciones lineales en
R?, cuya representacién matricial es la matriz A. La condicién det(A) # 0 es
equivalente a que el origen (0,0) € R? es el tinico punto en el kernel de A. Por
lo tanto, el origen es el tinico punto tal que Ax = 0. Decimos que el origen es un
punto de equilibrio de la ecuacién (3.10) o (3.11]), pues la solucién ¢(t,z) =
!4z tiene un (tinico) punto fijo en z = 0.

El polinomio caracteristico de A es

A% —tr(A)A + det(A).
Luego, los valores propios son

tr(A) £ /(tr(A))2 — 4 det(A)
. .

Ao = (3.12)

Distinguiremos los siguientes casos:
a) A1, A2 son reales y distintos. Aqui necesariamente A; # 0 # Ao.
b) A1, A2 son complejos conjugados: A\j 2 = a =3, con [ # 0.

¢) A1, A2 son reales e iguales: Ay = Ay = A # 0.

3.4.1. Caso a) Valores propios reales y distintos

Sean vy, vs € R? los vectores propios asociados a A, A2, respectivamente. Y
denotemos por Ey = (v1) y Ey = (v9), los espacios propios asociados (que en este
caso corresponden a dos rectas que pasan por el origen).

Del Teorema [11], sabemos que la solucién general de (3.10) o (3.11]) puede
escribirse en la forma

o(t) = ety + cpeoy, (3.13)

donde ¢y, co son constantes que dependen de la condicién inicial.
El comportamiento asintético (i.e., para t — +00) de esta solucién dependera
de los signos de A y As.
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Caso a.1) Ay < A\; <0 (Nodo atractor)

A partir de (3.12)), para que este caso ocurra es necesario y suficiente que
tr(A) <0, det(4) >0y

A = (tr(A))* — 4det(A) > 0.

De la expresién ([3.13)) se desprende que todas las soluciones tienden al origen
en tiempo positivo, pues ¢(t) — 0 sit — oo, para todo ¢y, ¢2; ademds, p(t) — +oo
sit — —o0, excepto si ¢; = ¢o = 0. En particular, si ¢; # 0, entonces si t — 0o se

tiene:

o2t

— @ ety

ciet C1
pues Ao — A1 < 0. Por lo tanto, todas las soluciones tienden al origen tangentes a
la direccion de menor contraccion, es decir, a lo largo de Ey, como en la figura|3.3]
Si ¢; = 0, las soluciones corresponden a las semirectas de FEs; andlogamente, si
co = 0, la solucién esta contenida en una de las semirectas de E;. Decimos que
el origen de R? es un nodo atractor. Ademss, los subespacios F; y E son
invariantes, pues si la condicién inicial (x1,29) € E;, i = 1,2, entonces todos
los puntos de la solucién que pasa por (z1,x2) estan contenidos en E;, para todo
t e R.

Caso a.2) Ay > A\; > 0 (Nodo repulsor)

El razonamiento es similar al caso a.l), invirtiendo el sentido de las flechas.
Decimos que el origen es un nodo repulsor; ver figura [3.4. Este caso solo es
posible ssi tr(A) > 0, det(4) >0y A > 0.

Caso a.3) Ay > 0 > )\; (Punto silla)

Para que escenario suceda basta que det(A) < 0. Al igual que en los casos a.1)
y a.2), las soluciones que pasan por puntos de E; (resp. Es), permanecen en Fj
(resp. E»). En Ey, se tiene ¢, = 0, luego la solucién satisface o(t) = cieMto; — 0,
si t — oo. Similarmente, en Es, se tiene ¢; = 0, luego la solucion satisface p(t) =
coeluy — 0, si t — —o0; ver figura .
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Ey
Figura 3.3: Un nodo atractor.

E,

e

Figura 3.4: Un nodo repulsor.

Por otro lado, si ¢; # 0 y ¢o # 0, la componente de la solucién en la direccién
de FEj tiende a 0 (resp. £00) cuando t — oo (resp. ¢ — —o0); la componente de
la solucién en la direcciéon de Ey tiende a +oo (resp. 0) cuando ¢t — oo (resp.
t — —o0). Como resultado, las soluciones tienden al infinito cuando ¢t — =+oo0.
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Figura 3.5: Un punto silla.

Decimos que el origen es un punto silla; ver figura [3.5]

3.4.2. Caso b) Valores propios complejos conjugados

A partir del Ejemplo [23|se tiene que toda solucién de (3.10]) se puede escribir
en la forma

p(t) = crp1(t) + capa(t),

©1(t) = e (cos(Bt)v; — sin(Bt)vy) ,
©o(t) = e (sin(Bt)v; + cos(Bt)vy),

donde v; + iv, € C? son los vectores propios asociados a los valores propios
A2 = a £if. Reescribamos las constantes ¢; = pcosw, c2 = psinw, y tenemos

p(t) = e p((cos(w) cos(Bt) + sin(w) sin(Bt))vy + (sin(w) cos(Bt) — cos(w) sin(Bt))vs)
= " p (cos(w — Bt)vy + sin(w — Bt)vy) .

Caso b.1) a =0 (Centro)

A partir de (3.12)), este escenario sucede solo si tr(A) = 0y det(A) > 0. Todas
las soluciones, excepto la nula, son elipses que rodean al equilibrio en el origen.
Decimos que el origen es un centro; ver figura [3.6]
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(o
& & o

Figura 3.6: Un centro.

)

Caso b.2) a < 0 (Foco estable)

Para que este caso ocurra es necesario y suficiente que tr(4A) < 0y A < 0.
Se tiene |p(t)| — 0 si t — oo. Luego, toda solucién tiende al origen en forma de
espiral. Ademads, w — St es el dngulo entre p(t) y Ey, y tiende a +00 (resp. —o0)
si 5 <0 (resp. > 0). Decimos que el origen es un foco estable; ver figura .

)

— x
\\\ 1

Figura 3.7: Un foco estable.

/

\

Caso b.3) a > 0 (Foco inestable)

Aqui es necesario que tr(4) > 0y A < 0. El razonamiento es similar al caso
b.2), invirtiendo el sentido de las flechas. Toda solucién tiende a 0 espiraleando
en torno al origen cuando ¢ — —oo. Decimos que el origen es un foco inestable;
ver figura |3.8]
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)

o

//\:‘D X
N

Figura 3.8: Un foco inestable.

3.4.3. Caso c) Valores propios reales e iguales

Estos escenarios suceden si A = 0. Distinguimos dos casos. El polinomio ca-
racteristico de A posee una raiz doble \, luego la multiplicidad algebraica de \ es
2. Sin embargo, la multiplicidad geométrica de A podria ser 1 o 2, dependiendo de
la dimensién del espacio propio asociado; es decir, del niimero de vectores propios
linealmente independientes que estén asociados a .

Caso c.1) Multiplicidad geométrica 2

Sean v; y vy los vectores propios linealmente independientes asociados a .
Entonces la solucién de (3.10) queda de la forma

o(t) = eM(crv + cavy).

Luego, todas las soluciones, excepto la nula, son semirectas. Si A < 0 (resp.
> () decimos que el origen es un nodo estelar atractor (resp. repulsor); ver
figura [3.9]

Caso c.2) Multiplicidad geométrica 1

El valor propio doble posee un tinico vector propio v. Del Algebra Lineal [10] 13]
sabemos que existe un vector w ¢ F; = (v) (i.e., linealmente independiente con
respecto a v) tal que el operador lineal x — Az en la base {v, w} de R? se escribe
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A <0 A >0

Figura 3.9: Nodo estelar atractor (a) y respulsor (b).

en su Forma Canodnica de Jordan

Al
(0 3)
Mads aun, el par {v,w} se puede obtener al resolver el sistema de ecuaciones

Av = v,
Aw = \w +o.

Usando estas propiedades, se verifica por sustitucion directa que
p(t) = M ((c1 + eat)v + cow)

es la solucién de tal que ¢(0) = c1v + cow.

Las soluciones que pasan por FEj (i.e., con ¢o = 0), excepto el origen, son
semirectas. Para toda otra solucién (i.e., ¢ # 0), si comparamos las componentes
en la direccion de E y Ey = (w), se tiene

coeM 1

J— \

(c1 +teg)eM St

cuando ¢ — Fo0. Si A < 0 (resp. > 0), toda solucién tiende al origen cuando
t — oo (resp. t — —o0). Decimos que el origen es un nodo atractor (resp.
repulsor) de una tangente; ver figura m
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(a) Ey = (w) (b) Ey = (w)

A <0 A >0

Figura 3.10: Nodo atractor (a) y respulsor (b) de una tangente. Notemos que solo el subespacio E; es invariante.

3.4.4. Resumen: Estabilidad de sistemas lineales en el plano

A partir de la formula (3.12) para las raices del polinomio caracteristico tene-
mos la particién del plano Tr(A), det(A) en las regiones de la figura [3.11}

= En 1y la, el origen es un atractor.
= En 2 y 2a, el origen es un repulsor.

= En 3, el origen es un punto silla.

det(A)
(Tr(A))* — 4det(A) = 0

@ ®

® ®

Tr(A)

Figura 3.11: Naturaleza de los valores propios de la matriz A dependiendo de Tr(A) y det(A).
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Si det(A) > 0 vemos que la estabilidad del origen queda completamente de-
terminada por el signo de Tr(A). La transicién ocurre sobre el semieje positivo
Tr(A) = 0 en donde los valores propios son imaginarios puros y el origen no
es hiperbdlico. En cambio, en el semiplano inferior det(A) < 0, el origen siem-
pre es un punto silla. Luego, sobre el eje det(A) = 0 hay un valor propio que
estd anuldndose al cambiar de signo positivo a negativo (o viceversa) y el ori-
gen deja de ser hiperbdlico en esta transicién. Ademas, los valores propios de
A son complejos conjugados en las regiones la y 2a en donde el discriminante
(Tr(A))* — 4det(A) < 0; y son reales y distintos en las regiones 1, 2 y 3 cuando
(Tr(A))* — 4det(A) > 0. Sobre la parabola (Tr(A))* — 4det(A) = 0 el sistema
tiene un tnico valor propio (real) con multiplicidad 2. En tal caso, el equilibrio
sigue siendo hiperbodlico siempre que det(A) # 0.

3.5. Conjugacion de sistemas lineales

Del Algebra Lineal sabemos que existe una nocién de equivalencia de dos
matrices: decimos que son similares si poseen la misma forma canénica de Jordan;
ver [10, 13] para mas detalles. Dado que podemos describir las soluciones de una
ecuaciéon diferencial lineal completamente en términos de su matriz asociada, es
de esperar que podamos definir una idea de equivalencia de dos EDOs lineales
basados en sus respectivas matrices asociadas.
Ejemplo 24 Consideremos el sistema bidimensional 2/ = Ax, con x = (21, 29)7
donde A es una matriz real de tamano 2 x 2, con valores propios A, Ay € R,
A1 # Ao, v vectores propios asociados vy, vs. A modo de ilustracion, supongamos
que A\ < 0 < Xo. Luego, el origen es un punto silla y las soluciones se comportan
como en la seccién y la figura [3.5]

Consideremos ahora la siguiente transformacién lineal = P(y), con

Y

($1,$2)T = P(yl,?JZ>T
= [111 Uz] (?Jl,yz)T

= Y1V1 + Y202,
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donde P = [v; v9] es la matriz cuyas columnas son v1,ve. Por la independencia
lineal de vy, vy, P es un isomorfismo lineal. De hecho, es una matriz cambio de
base. Luego, del Algebra Lineal [10], [13], la matriz A se puede expresar como

A= PDP!,

(A0
D_<0 M).

Es decir, las matrices A y D representan la misma aplicacion lineal, pero en
bases distintas de R?. En particular, la EDO 2’ = Az representada en las nue-
vas coordenadas y = (y1,%2)7 es ¥ = Dy, o equivalentemente como el sistema
desacoplado

donde D es la matriz diagonal

{ Y= My,
Yy = Aoy,
cuyas soluciones se comportan como en la figura [3.12] Luego, los sistemas 2/ = Ax
y ¢y = Dy son cualitativamente equivalentes: uno es una versién “distorsionada”
del otro, luego de aplicar el cambio de coordenadas lineal invertible P; compare

con la figura [3.5]
Y2

Figura 3.12: Un punto silla en el sistema 3’ = Dy, cualitativamente equivalentemente a la figura

De hecho, para cada uno de los casos vistos en la seccion anterior, podemos
hallar un cambio de coordenadas lineal P tal que el sistema 2/ = Az se pueda
escribir en las nuevas coordenadas en alguna de las siguientes formas equivalentes
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(jy més simples!): (i) ¥/ = Dy, donde D es una matriz diagonal de A, o bien como
(ii) ¥ = Jy, donde J la matriz de Jordan de A.

Definicién 10 Consideremos dos sistemas lineales ¥’ = Ax y ' = Bz, donde
A, B € M, (R). Denotemos por o(t,z) = ez yh(t,x) = ePx a las soluciones
respectivas que pasan por el punto (0,x) en R x R™. Decimos que las soluciones
© y Y son conjugadas si existe una biyeccion

h:R" — R",

(no necesariamente lineal), llamada conjugacion, tal que para todo t € R, y para
todo x € R", se tiene

h(p(t,z)) =¥ (t, h(z)).

Es decir, how =1 oh como en el diagrama conmutativo de la figura|5.15.

T | o(t, x)
h h
1 h(p(f,, ;’If))v
R" > R"

(8
h(;z:) I N L’(IL ]I/(:It‘))

Figura 3.13: Diagrama conmutativo de dos soluciones conjugadas.

St h es un isomorfismo lineal, o un C"-difeomorfismo, o un homeomorfismo,
se dice que los sistemas ¥’ = Ax y ' = Bx son linealmente conjugados,
C"-conjugados, o topolégicamente conjugados, respectivamente.

Una conjugacién h es un cambio de coordenadas que preserva el parametro ¢
de cada curva solucién. Una solucién de 2’ = Ax es llevada mediante h a una
solucién de =’ = Bx que posee las mismas propiedades dindmicas (compare las
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figuras y [3.12)). Mas ain, h es una relacién de equivalencia entre sistemas
lineales.

Ejemplo 25 Consideremos un sistema bidimensional z = Az, v € R?, donde
los valores propios de A son reales y distintos A\; # A9. Entonces, el sistema es
linealmente conjugado al sistema desacoplado

— A0 x
- 0 Ao '

Andlogamente, si A\; 2 = a£i8 € C son los valores propios de A, entonces x = Ax
es linealmente conjugado a
o= ¢ B x.
B «

Por 1ltimo, si los valores propios de A son reales e iguales A\; = Ay = X con
multiplicidad geométrica 1, entonces x = Ax es linealmente conjugado a

, (A1

Ejemplo 26 Un centro no puede ser conjugado a una silla. En efecto, para un
centro se tiene (27 /5, x) = x, pues todas las soluciones, excepto el origen, son
periddicas con periodo T = 27 /5. Sea 1 (t, ) la solucién del sistema con un punto
silla. Supongamos que existe una conjugacion h. Luego:

h(x) = h(w(2m/B,2))
— (2m/B, h(x)).

es decir, y = ¢(27r /B ,y), lo cual implica que hay soluciones periédicas en una
vecindad del punto silla, lo que es una contradiccion.

Ejemplo 27 Los sistemas unidimensionales ' = x, 2’ = Az, con A > 0, y x € R,
son topolégicamente conjugados. En efecto, sean o(t,z) = ez y (t,z) = Mo

sus soluciones. Entonces
", x >0,
h(z) = 0, r =0,
_(_':U)A? r < 07
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es una conjugacion topologica. De hecho, para x > 0 se tiene h(go(t,x)) =
he'z) = eMa? = eMh(z) = ¢ (t, h(z)). Para z < 0, es similar; y para z = 0,
es trivial. Es claro que si A # 1, h no es un difeomorfismo.

Gracias a que una conjugacion define una clase de equivalencia entre sistemas
lineales, las nociones de atractor o repulsor dadas en la seccion anterior estan bien
definidas y pueden formalizarse de una manera muy simple.

Definiciéon 11 Sea un sistema lineal x' = Ax, con v € R™. El origen 0 € R™ se
dice un atractor del sistema i
lim ez =0
t—00
para todo x € R™. Andlogamente, el origen se dice un repulsor del sistema si,
para todo x € R",
lim ez = 0.
t——00
Proposicién 5 Supongamos que los sistemas lineales ¥’ = Ax y 2’ = Bx, con
r € R", son topologicamente conjugados. Entonces, 0 € R" es un atractor de

' = Ax (resp. repulsor) si y solo si también es un atractor (resp. repulsor) de
1’ = Bux.

DEMOSTRACION. La idea central es que una conjugacién h entre los sistemas
' = Ax y 2/ = Bux lleva puntos de equilibrio de uno en puntos de equilibrio
del otro, y preserva la orientaciéon de las curvas solucién, parametrizadas por la
variable independiente .

Por definicién, si h es una conjugacién, se tiene etz = A1 (etB h(a:)) . Supon-
gamos que 0 € R" es un atractor de ' = Az. Luego,

0= lim "'z = lim h™" (e'Ph(z))
t—o00 t—o00

— p! (lim eth(x)) ,

t—00

para cualquier x € R" arbitrario, pues h es un homeomorfismo. Si denotamos
y = h(z), entonces, 0 = h(0) = lim;_,, e'Py, para todo y € R". Por lo tanto,
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0 € R” también es un atractor de ' = By. La demostracién es analoga en el caso
de un repulsor. l

A partir de los resultados y conceptos de esta seccion y las anteriores, emergen
en forma natural y casi intuitiva los siguientes teoremas, los cuales caracterizan
completamente los sistemas lineales atractores y repulsores.

Teorema 12 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. El origen 0 € R" del sistema x' = Ax es un atractor.
2. Todos los valores propios de A tienen parte real negativa.

3. Evisten constantes > 0 y K > 1 tales que |ex| < Ke ™|z|, para todo
reR" t>0.

4. FEl sistema x' = Ax es topoldgicamente conjugado a ©’' = —x.

Teorema 13 Las siquientes afirmaciones son equivalentes:
1. El origen 0 € R™ del sistema ' = Ax es un repulsor.
2. Todos los valores propios de A tienen parte real positiva.

3. Existen constantes u > 0 y K > 1 tales que |e"z| > K~ te!|z|, para todo
reR" t>0.

4. El sistema x' = Ax es topoldgicamente conjugado a x’' = x.

Ambas demostraciones son andlogas entre si; y aunque no son dificiles de se-
guir, contienen pasos técnicos algo extensos y laboriosos, por lo que las omitimos.
Pueden verse, por ejemplo, en [I7].

3.6. Clasificacion topolégica de sistemas lineales hiperbdli-
COS

Definiciéon 12 Un sistema lineal ' = Ax, con x € R", se dice hiperbdlico si
todos los valores propios de A tiene parte real no nula.
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Por ejemplo, los sistemas bidimensionales simples considerados en la seccion
son todos hiperbodlicos, excepto el centro.

Definiciéon 13 Llamamos subespacio estable de ' = Az al subespacio vecto-
rial E° invariante por A (i.e., Av € E* para todo v € E*) tal que A|gs tiene todos
sus valores propios con parte real negativa. Andlogamente, E" es el subespacio
inestable de ' = Ax si es el subespacio vectorial invariante por A tal que A|pu

tiene todos sus valores propios con parte real positiva.

Del Algebra Lineal podemos obtener £ (resp. E") como el subespacio de R"
generado por los vectores propios (generalizados) asociados a los valores propios
con parte real negativa (resp. positiva); ver [10, 13]. Por ejemplo, de esta defi-
nicién, notemos que para un atractor, £* = R" E" = {0}; y para un repulsor,
E® ={0}, E* =R".

La figura muestra el retrato de fase (es decir, la forma cualitativa glo-
bal de la familia de soluciones) de algunos sistemas lineales hiperbélicos en R3.
. Puedes distinguir sus subespacios estable e inestable? ; Puedes identificar cudles
de estos sistemas son topologicamente conjugados entre si?

Proposicién 6 Sea 2’ = Az, v € R", un sistema lineal hiperbdlico con s valores
propios con parte real negativa (contando multiplicidad). Entonces:

1. R"=FE* @ B

2. Los subespacios E° y E" son invariantes bajo el sistema, es decir, para todo
x € E* (resp. E"), la solucion ez € E° (resp. E*), para todo t € R.

3. dimFE* = s, y dimE" =n — s.
. Bxisten constantes > 0 y K > 1 tales que
4 It Y q
(a) |4z < Ke " |x|, para todo x € E*, t > 0.

(b) letz| < Ket|z|, para todo v € E*, t < 0.

DEMOSTRACION. La prueba se basa en las siguientes observaciones.
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Figura 3.14: Algunos sistemas lineales hiperbdlicos en R3.

1. En primer lugar, si h es una conjugacién lineal (isomorfismo) entre dos sis-
temas, ' = Ax y 2/ = Bz, entonces h debe llevar un subespacio estable en
otro subespacio estable, i.e., h(E%) = E%. En efecto, A|ps posee los mismos
valores propios que B\h( E3)» bues son matrices similares.

2. Si 2/ = Ax es un sistema lineal hiperbdlico con s valores propios con parte
real negativa, entonces es linealmente conjugado a un sistema de la forma

/
xy Ajxy, =z € R?
.%',2 = Agxg, Ty € Rn—s’

(3.14)

donde los valores propios de Aj tienen parte real negativa, y los de A tienen
parte real positiva. Idea: Ocupar la descomposicion en la forma canodnica de
Jordan.
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Luego, basta probar el enunciado de la Proposicion para sistemas de la forma
(B3.14). Para estos sistemas, se tiene E* = R* x {0 € R"*} y E" = {0 € R*} x
R"7*. De aqui se obtienen en forma directa las afirmaciones (1)-(3) (jcomplete los
detalles!).

Para la parte (4), notemos que la conclusién no depende de la norma ni de
la clase de similaridad de la matriz A (esto es, de su forma canénica de Jordan
especifica). Luego, basta aplicar el teorema (12| al subsistema x] = Ajzq, el que es
un atractor; similarmente, x, = AYxs es un repulsor y aplicamos los resultados

del teorema 13 W

Corolario 6 Bajo las hipotesis de la Proposicion antertor, tenemos
(a’) x| > K~ teM|z|, para todo v € E*, t > 0.

(b’) letz| > K~te #|z|, para todo x € E*, t < 0.

DEMOSTRACION. Por la desigualdad (b) de la proposicién anterior, aplicada a
T = —t <0y haciendo Z = ez € E", tenemos

2| = |eT x| = |e74Z| < Ke'|z| = Ke " |e! ).

Luego
| etz > K tel|x).

Esto prueba (a’); la desigualdad (b’) es similar (Tarea!). B

Observacién 4 La desigualdad (a) del inciso 4 de la Proposicién [f significa que
todas las soluciones que pasan por puntos de E® tienden al origen exponencial-
mente cuando ¢ — oo. La desigualdad (b’) del Corolario [f] implica que estas
mismas soluciones, excepto la nula, se alejan exponencialmente del origen cuando
t — —oo. En otras palabras, el comportamiento de un sistema hiperbdlico en E*
es analogo al comportamiento de un atractor. Para E" se tiene consideraciones
analogas, donde el comportamiento es similar a un repulsor.
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Observacion 5 Las soluciones que pasan por puntos fuera de £ U E", se com-
portan en forma similar a hipérbolas. En efecto, por el inciso 1 de la Proposicién [0,
la solucién se puede descomponer como

A A tA

ey =l Tg+ €72y,

donde z, € E*, 2, € E* v * = x5 + x,. Para t — 00, tenemos e

rs — 0y
ez, — too. Luego, las componentes en la direccién de E* tienden a cero, y las
componentes en direccion de E* tienden a infinito cuando ¢ — co. Andlogamente,
cuando t — —oo, las componentes en la direcciéon de E? tienden a infinito, y las

componentes en direccion de E“ tienden a cero.

Teorema 14 Dos sistemas lineales hiperbdlicos ¥’ = Ax y ' = Bz, con x € R”,
son topologicamente conjugados st y solo si ambos tienen el mismo numero de
valores propios con parte real negativa.

DEMOSTRACION. Sea s el nimero de valores propios con parte real negativa
para (ambos) 2’ = Az y 2/ = Bx. Luego, por la demostracién de la Proposicién [,
el sistema 2’ = Ax es topoldgicamente equivalente a . Similarmente 2’ = Bx
es topoldgicamente equivalente a

!/
ry = DBjr, x;€R? (3.15)
xh = Bjxe, x9€R". '
Pero tanto 2] = Afx; como x] = Bjr; son atractores en R®. Luego, existe

una conjugacion topologica hs entre ambos atractores, hy : R* — R?®. De hecho,
he(ethimy) = ePrhg(zy).

Andlogamente, x, = Ajxy y xh, = Bixs son ambos repulsores en R"*. Luego,
existe una conjugacion topologica h, entre ambos, h, : R"™% — R"7%.

Por lo tanto, basta definir h = (hg, hy) @ R* x R"™¥ — R* x R"™* como
conjugacion topologica en R” tal que

h(etAlgjl, 6tA2I2) = (hl(etAliUl)a h?(etA25U2)) = (etBla etB2)<hs($1)7 hu(x2)> o
3.7. Ejercicios

1. Considere la ecuacién lineal 2z’ = a(t)z, donde a : R — R es una funcién
continua.
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a) Encuentre todas las soluciones de la ecuacion.

b) Determine si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa: Existe una
solucton no-nula periddica de periodo T si y solo si fOT a(s)ds = 0.

c) Determine si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa: Existe una
solucion no-acotada definida en RY si y sélo si f(f a(s)ds # 0 para algin
t>0.

2. Sea la ecuacién 7' = A(t)r en R3 donde la matriz A(t) € M3(R) varfa
continuamente con t € R. Demuestre que si trA(t) = 0 para todo t € R,
entonces dadas 3 soluciones linealmente independientes x1, zs, x3, €l volumen
del paralelepipedo determinado por los vectores x1(t), zo(t), 23(t) € R? es
independiente de ¢.

3. Sean f(t) =3, g(t) = t*. Demuestre que las funciones f y g no pueden ser
soluciones de una ecuacion diferencial de la forma

d’x dx
@ + a(t)a + b(t):z: = 0,

donde a(t), b(t) son continuas para todo t € R.

4. Sea ¢(t) una matriz n x n cuyos elementos son funciones de clase C*, no sin-
gular para cada t € R. Demuestre que existe una tnica matriz A(t) continua
tal que ¢(t) es una matriz fundamental de 2’ = A(t)z.

5. Sea A(t) una matriz antisimétrica para todo t € I, es decir, AT(t) = —A(t),
donde AT(t) es la traspuesta de A(t). Demuestre que toda matriz fundamen-
tal ®(t) de |2’ = A(t) x| satisface

donde C es una matriz constante.

6. Sea A(t) una matriz n x n de funciones continuas en un intervalo de R.
Suponga que para todo t se tiene que

(/t:A(S)ds) A(t) = A(t) </t:A(S)dS> |
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a) Demuestre que

= (/t:A(sMs)m —m A (/t:A(s)ds)ml, m=12,..

b) Demuestre que ®(t) = exp ( ftz A(s)ds) es una matriz fundamental de

— A(t) ZX.| Sugerencia: Imite la demostracion de la Proposicion 4. Es decir:

1)

2)

3)
4)

Defina la matriz B(t) = j;to A(s)ds y la sucesiéon dada por ¢y y1(t) = I+ j;to A(s)pr(s)ds,
¢o(t) = I, donde I es la matriz identidad.
Demuestre que ¢, (t) converge uniformemente a
o~ B*(0)
k!

o(t) =
k=0
en cada intervalo compacto.
Pruebe que ®(t) satisface la ecuacién diferencial matricial X' = A(t) X, con X(t9) = L.

Argumente por qué esto implica, a su vez, que las columnas de ®(¢) forman una base

del espacio de soluciones de |2’ = A(t) .

7. Sean ao, ..., a,_1 funciones continuas definidas en un intervalo I C R — R.

La siguiente ecuacién lineal

d"zx A"tz

W = an,l(t)m + -+ ao(t)ﬂf, (316)

se llama ecuacién lineal de orden n. Considere C" = C"(I,R) el espacio
vectorial de funciones reales de clase C" en 1.

a) Demuestre que el conjunto de las soluciones de (3.16)) es un subespacio
vectorial de C" de dimensién n.

b) Sean ¢1,...,¢, en C" y defina el Wronskiano del sistema de fun-
ciones ¢, ..., v,, denotado por

W(t) =Wi(er, ..., en)(t),

como el determinante de la matriz n X n cuya i-ésima fila estd formada

por

di_lgpl di_lgpn
et e
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las derivadas de ordent—1,i=1,...,nde ¢1,...,0,. Sipq,...,p, son
soluciones de (3.16|), pruebe que

W (t) = W(to) exp ( /t t an_l(s)ds) .

¢) Demuestre que n funciones ¢, ..., ¢, soluciones de (3.16) son lineal-
mente independientes si y solo si

W(t) = W(pr,...,ea)(t) #0
para todo t € I.

d) Sean @1, ..., py,, n funciones de C", tales que W(p1,...,o,)(t) # 0 en I.
Demuestre que existe una tunica ecuacién de la forma (3.16) que tiene a
{¢1,.-.,¢n} como base de soluciones.

8. Denotemos como M;(R) al espacio vectorial de matrices de tamano 2 x 2 de
coeficientes constantes en R. Considere la matriz

e2t te?ﬁ
®(t) = (0 o2t >
a) Encuentre una matriz A € Ms(R) tal que ®(¢) sea solucién de la ecuacién
diferencial matricial | X' = AX |donde X : I C R — M3(R), t — X (1).

b) ;Es ®(t) una solucién fundamental del sistema de ecuaciones diferen-
ciales lineales escalares |2/ = Az,|donde 2 : [ C R — R? t s 2(t)?
Justifique su respuesta.

c¢) En el caso afirmativo, encuentre la solucién o(t) del sistema no-homogéneo
T _( sin(t) (1
' = Az + b(t),| donde b(t) = ( cos(t) ) y x(0) = ( R

2

~

9. Considere la matriz ®(t) =

o O =
O DN~
o o+

a) Demuestre que las columnas vy (t), va(t), v3(t), de ®(¢), con v; : R — R3,
1 =1, 2,3, son funciones linealmente independientes.
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b) ;Existe una matriz A(t) de orden 3 x 3 tal que ®(¢) sea una solucién fun-
damental del sistema |2’ = A(t) | ? En caso afirmativo, encuentre A(?).
En caso negativo, justifique por qué esto no contradice lo demostrado

en la parte (a).

10. Se sabe que la ecuacion lineal de segundo orden |x” — b(t)x’ — a(t)x = 0,| con

© € R, tiene dos soluciones linealmente independientes oy (t) = e’ y po(t) =
e~ (iNo es necesario probarlo!). Sea |x' = A(t)x,|x € R?, la representacién
de esta EDO como un sistema de ecuaciones diferenciales.

(a) Encuentre una solucién fundamental ®(¢), cont € I C R, para|x’ = A(t)x,

especificando el dominio I de ®(t), y determinando los coeficientes a(t)
y b(t).
(b) Determine si el problema de Cauchy x' = A(t)x, x(0) = x( posee solu-
cién unica.
11. Sea A(t) una matriz n X n cuyos coeficientes son funciones reales, continuas
y periddicas de periodo 7. Sean X (t),Y () soluciones fundamentales de
' = A(t) x|. Demuestre que existen matrices n x n invertibles C,D y S
tales que ST1CS = D, X(t+T) = X(t)C, Y(t +T) = Y(t)D, para todo
teR.

12. Sean A y B matrices de orden n cuyos elementos son funciones continuas,
reales o complejas, definidas en un intervalo I.

a) Sea U = U(t) una matriz fundamental de |x’ = A(t) x|. Demuestre que

la inversa de U satisface la ecuacion |y = —y A(t).

b) Sean U(t) y V(t) soluciones de | X' = A(t) X, X(tp) =1|y
X=X B(t), X(ty) = I,| respectivamente, donde I es la matriz identi-

dad. Demuestre que ®(t) = U(t) XV (t) es solucién de
X' = A() X + X B(t), X(ty) = Xo.

c) Sea {U,V'} una solucién del siguiente sistema

{X’:A@X+B@K
Y' = C@t)X 4+ D).
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Demuestre que si V' es invertible en I, entonces W (t) = U(t)V71(t) es
una solucién de la ecuacién

Z' = B(t)+ A()Z — ZD(t) — ZC(t)Z.

13. Considere los siguientes sistemas de EDOs lineales con coeficientes constan-
tes:

d)x':(z :§>x.

a) Para cada uno de estos sistemas encuentre la matriz exponencial e'4.

b) Resuelva el problema de valor inicial para el sistema (b) con valor inicial
z(0) = (1,0).

¢) Encuentre un cambio de coordenadas (dado por una matriz) que diago-
nalice la matriz del sistema (d).

14. Considere la matriz

uw —1 0 0
|1 p 0 0
A=10o 02 1
0O 0 0 -2

Encuentre una base del espacio de soluciones de , y determine todos

los valores de i € R tal que toda solucién ¢(t) del sistema satisfaga |p(t)| —
0 para t — oo.
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15.

16.

17.

18.

Sean las matrices de coeficientes constantes

410 00 -1 100 O
041 00 0 -100 O
A=1004 00|, B= 0O 020 O
000 11 0O 000 -3
000 —-11 0O 003 O

a) Encuentre una base del espacio de soluciones de y pruebe que

toda solucion de esta ecuacion tiende a 0 cuando t — —oo.

b) Encuentre la solucién ¢ de |2’ = Bz,| con condicién inicial x(0) =
(a1, a9, ag, ay,as). Pruebe que |p(t)| es acotada para todo t € R si y
s6lo si a; = as = a3 = 0.

Muestre que si un sistema real homogéneo de dos ecuaciones lineales de
primer orden posee matriz fundamental (compleja)

ezt e—zt
et —jet |7
cost sint
—sint cost

es también una matriz fundamental (real). Encuentre otra matriz fundamen-
tal (real) si es posible.

entonces

Sean ’x’ = Ax‘ y \x’ = B x| dos sistemas lineales atractores, tales que AB =
BA. Demuestre que |2’ = (A + B) x| es también un atractor.

Decimos que una solucién x(t) de es periddica si existe 7" > 0
tal que x(T) = x(0), pero z(t) # x(0) para 0 < t < T en este caso,

T se denomina el periodo de la solucién. Sea A € My(R) una matriz de

orden 2 X 2 y suponga que tiene una solucién periddica de periodo

T > 0. Demuestre que A no posee valores propios reales y que toda solucion

de es trivial o bien periddica con el mismo perAiodo T
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19.

20.

21.

Considere la ecuacién
T = Az + B(t)z,

donde A es una matriz no singular n x n de coeficientes constantes, B(t)
es una matriz n X n cuyas entradas son funciones continuas para t > .
Suponga que:

a) Los valores propios A\ de A, k = 1,...,n tienen Re); < 0; y aquellos
valores propios con Re\; = 0 son distintos.

b) [, [IB(#)|l dt es acotada.
Demuestre que las soluciones de la EDO son acotadas.

Considere la ecuaciéon
T = Ax + B(t)x,
donde B(t) es una matriz n X n cuyas entradas son funciones continuas para
t > ty. Suponga que:
a) A es una matriz n X n de coeficientes constantes con valores propios A,
k=1,...,n tales que Re\; < 0.
b) lim;, || B(t)|| = 0.

Demuestre que para todas las soluciones de esta EDO se cumple que

lim x(t) = 0.

t—00

Considere el sistema lineal donde A es una matriz cuadrada real

de tamano n X n.

(a) Sea A\ un valor propio de A con vector propio v. Si xy € (v), demuestre
que la solucién del problema de Cauchy |2’ = Ax, x(0) = xo| es p(t) =

eMao. (Aqui, (v) denota el subespacio vectorial generado por v.)

(b) Suponga que A tiene al menos un valor propio A, real o complejo, con
Re(M\) < 0. Demuestre que la EDO posee al menos una solucién real
no-nula ¢(t) tal que

lim ¢(t) = 0.

t—o0
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—2 0 0 0
: B B 0 0 sin(m) 0 :
(c¢) Considere n =4 y sea A = 0 0 5020 2021 | Determi-

0 cos(m/2) In(0,4) 42
ne una condicién inicial x5 € R*, con 2y # 0, tal que la solucién o(t) del
problema de Cauchy |z’ = Az, 2(0) = x| satisfaga lim; ., ¢(t) = 0.

22. Considere el sistema lineal x = Ax, con x = (21, 72)" € R?, cuando la matriz
A esta dada por:

va=("2 1) ma=(1 %) ea=( 30
0
0 1].
3

\}

0
d) A= 0 3
01
En cada uno de estos casos,

a) Haga un bosquejo cualitativo de las soluciones en una vecindad del origen
de R?, indicando si se trata de un nodo atractor/repulsor, punto silla,
foco atractor /repulsor, centro, etc., y determinando las rectas invariantes
(si las hay).

b) Identifique la forma canénica de Jordan o la matriz diagonal asociada a
A, y determine la respectiva matriz de cambio de base.

23. Sea un sistema bidimensional real. En términos de A = detA y
7 = trA, decida cuando este sistema define una silla, nodo estable, foco
estable, nodo inestable, nodo de una tangente, centro, etc. Por ejemplo, si
A < 0, tenemos una silla, etc. Ilustre graficamente sus conclusiones.

24. Sea U el conjunto de las matrices reales 2 x 2 tales que el sistema ,

con A € U, define alguno de los siguientes casos:

a) una silla;

b) un nodo (o foco) atractor;
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25.

26.

27.

¢) un centro.

Demuestre que U es abierto en los casos (a) y (b), y que U tiene interior
vacio en el caso (c).

Un sistema lineal se dice estructuralmente estable si existe una
vecindad V(A) de la matriz A en el espacio de matrices n X n, tal que

para toda matriz B € V(A) el sistema lineal es topolégicamente
conjugado a . Demuestre que ' = A x es estructuralmente estable

si y sélo si ' = Ax es hiperbdlico.

En cada uno de los siguientes casos, encuentre los subespacios invariantes
E° v E", v haga un bosquejo suficientemente claro del retrato de fase del

sistema lineal Justifique sus razonamientos.

R 30 0
33 02 6

Sean x = (11,72,73) € R} y = (y1,142,43) € R y considere los sistemas
lineales |x' = Ax|e |y’ = By, | dados por

Avay =,y =m,75 = —x3, y By =y +ye.0 =145 = —¥s.

(a) ;Verdadero o falso? Los sistemas |x' = Ax|e |y’ = By/| son linealmente
conjugados. Justifique su respuesta.

(b) Si I denota la matriz identidad de orden 3, determine todos los valores
de o € R tal que |x" = (A + al)x|sea hiperbdlico.

(¢) Determine las dimensiones de los subespacios E* y E" de|x’ = (A + al)x

para todos los valores de o € R hallados en (b) donde este sistema sea
hiperbdélico.

(d) Demuestre que existen constantes > 0, K > 1y * € R tal que
"By < Ke iy

para todoy € R3, ¢t >0, v 8 > 3*. Encuentre el valor de 5*.
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28. Considere el sistema bidimensional donde

A:(ﬁj)_

Las constantes «, 8 € R son tales que detA # 0. Encuentre condiciones sobre
los pardmetros a, 3 tales que el origen de R? sea un nodo atractor/repulsor,
un foco atractor /repulsor, un punto silla, o un centro. Grafique las respectivas
regiones de los casos anteriores en el plano («, ).

29. Considere el sistema bidimensional |x' = Ax,|con x = (21,79) € R%, y A =

(35)

(a) ¢ Verdadero o falso? Si o+ 3 # 0, no existen soluciones periddicas.

(b) Para cada uno de los siguientes casos, haga un bosquejo cualitativo (a
mano) suficientemente claro de las soluciones en el plano (x1, z5). Incluya
en su bosquejo las rectas invariantes (si las hay).

i) a+B<0, (o« —B)* <4
(i) a+B8>0, (a=B)?2>4, af > -1, 8> a;
(iii) af < =1, B > «a.

30. Considere el sistema bidimensional |x' = A(a)x,| con x = (z1,12) € R?) y

Ala) = < Z é ) , donde v € R es un parametro.

(a) Fije el valor de @« = —2 y haga un dibujo del retrato de fase del sistema.

(b) Encuentre todos los valores de o € R tal que el sistema |x’ = A(a)x | sea
topolégicamente conjugado al caso a = —2.

(c¢) Encuentre los subespacios estable e inestable E* y E* y dibuje el retrato
de fase del sistema para a > 0.

(d) Sea el sistema |x' = B(8)x,| con x = (x1,79,23) € R3 vy B(f) =
-1 1 0

—1 0 0 |, donde 8 € R es un parametro. ;Cémo deben escogerse
008
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By la condicién inicial x(0) de manera que el origen sea hiperbdlico y
la solucion respectiva sea no nula y satisfaga

lim ¢(t) =07

t——00



Capitulo 4

Teoria cualitativa y sistemas dinamicos

En el capitulo anterior estudiamos céomo caracterizar analiticamente a las so-
luciones de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales. Entre otras cosas,
fuimos capaces de expresar sus soluciones mediante formulas cerradas y describir
por completo el espacio vectorial en el que viven estas soluciones. Sin embargo,
aqui estamos interesados en sistemas de EDOs no lineales de la forma

4

= Xy(xy, ..., x),

xh = Xo(wq,...,2,),
) 2 . 2( 1 9 ) (41)
|z = Xal2n,. .. 20).

Para este tipo de sistemas mas generales, la mayoria de las veces es imposible
resolverlos analiticamente. Igualmente problematico es el hecho de que, como
veremos en el ultimo capitulo, los sistemas de mayor dimensién pueden exhi-
bir comportamiento caodtico, una propiedad que hace que conocer una solucion
explicita sea esencialmente algo intutil si buscamos entender el comportamiento
global del sistema. Por ello, debemos recurrir a métodos alternativos, basados en
argumentos geométricos y topologicos, para determinar las propiedades globales
de las familias de soluciones de un sistema no lineal a partir del estudio directo
de las funciones X7, ..., X,,. Este enfoque, conocido como teoria cualitativa, esta
intimamente ligado al estudio de campos vectoriales y su rol como generadores
de flujos o sistemas dinamicos a tiempo continuo.

95
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4.1. Campos de vectores, sistemas dinamicos y flujos

Comenzaremos entregando un poco de la terminologia de los sistemas dinami-
cos y de la teoria cualitativa.

Definicion 14 Sea 2 C R™ un subconjunto abierto. Un campo de vectores de
clase C*, 1 < k < 00, en Q es una aplicacion

X:Q—->R" (z1,...,2,) — (Xl(:cl,...,:cn),...,Xn(xl,...,a:n)),
de clase C*, que a cada punto (x1,...,x,) € Q le asocia un vector
X(x1,...,2,) = (Xl(:vl,...,xn),...,Xn(ajl,...,:z;‘n)) e R".
Al campo vectorial X le asociamos la EDO , o equivalentemente,
= X(x), (4.2)

con © = (x1,...,2,) € . Las soluciones de (4.1) o (4.2)) son funciones diferen-

ciables o : I C R — € tales que
dy
— (1) = X(p(2)), (4.3)

dt

para todo t € I, y son llamadas trayectorias o curvas integrales de X. La

expresion (4.3)) implica que la grifica de ¢ es una curva integral del campo X si

y solo si, en cada instante t, su vector velocidad ¢'(t) coincide con el campo X

evaluado en p(t); ver figura . Equivalentemente, el campo X define un campo
de vectores tangente a las trayectorias de la EDO (4.1)) o (4.2).

El campo vectorial X o EDO (4.2)) corresponde a una regla que nos dice cémo
cambia la cantidad x en el tiempo. Decimos que define un sistema dinami-
co: Dada una posicién inicial zy € €Q, el sistema dindmico definido por (4.2 nos
dice dénde se ubicard x en un instante futuro ¢ > 0. La trayectoria de X con
condicién inicial ¢(0) = zy nos describe completamente el “itinerario”del sistema
dindmico desde el punto x.
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Figura 4.1: ¢ es una curva integral de X si y solo su vector velocidad ¢’(t) en t coincide con el campo X en o(t).

Definicién 15 Un punto x* € Q se dice un punto de equilibrio de X si
X(xz*) =0;

es decir, ©* corresponde a un estado del sistema (4.1)) para el cual las variables
no cambian en el tiempo y tienen un valor fijo. En cambio, si X(x) # 0, x es un
punto regular.

Es claro que si * es un punto de equilibrio de X, entonces la funcién constante
tal que p(t) = z*, para todo —oo < t < 00, es solucién de . Reciprocamente,
si p(t) = x*, para todo —oco < t < 00, es solucion de (4.2), entonces z* es un punto
de equilibrio de X, pues 0 = ¢/'(t) = X(¢(t)) = X(z*). En distintos contextos y
aplicaciones, los puntos de equilibrio reciben también otros nombres; por ejemplo:
punto singular, singularidad o estado estacionario.

Haciendo un paralelo con los conceptos del Capitulo 1, una curva integral
p: I CR— ) de X se dice maxima si para toda curva integral ¥ : J — ) tal
que I C Jy ¢ = V|, entonces [ = J y, en consecuencia, ¢ = V. En este caso, [
se llama intervalo maximo.

Una ecuacién diferencial del tipo (4.1)) o es llamada ecuacion diferen-
cial auténoma, es decir, independiente de t. Para ponerla en el contexto del
Capitulo 1, podemos definir f : D — R por f(t,z) = X(z), donde D =R x €.

Por otro lado, toda ecuacién 2’ = f(t,z) no auténoma en D C R""! se puede
considerar como una ecuacién auténoma al considerar la variable independiente
t como una nueva incégnita “ficticia” s(t) = ¢, al anadir la ecuacién ds/dt = 1.
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Formalmente, obtenemos una EDO extendida (i.e., con una ecuacién adicional)
pero auténoma, la que queda definida por 2/ = F(z) en D, donde z = (s, )
v F(2) = (1, f(2)). Es fécil verificar la correspondencia biunivoca entre las so-
luciones de la ecuaciéon no auténoma x’ = f(x) y las soluciones de la ecuacién
auténoma asociada z' = F'(z).

Podemos aplicar los resultados principales del Capitulo 1 a las ecuaciones
autonomas y concluir lo siguiente.

Teorema 15 Sea X un campo de vectores de clase C", 1 <r < oo, en 2 C R™.
Entonces, se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. (Existencia y unicidad de soluciones mdzximas) Para cada x € 2, existe un
interval abierto I, donde estd definida la unica solucion mdzima ¢, (t) de

1.2) tal que ¢.(0) = .

2. (Propiedad de grupo) Siy = ¢,(t) yt € I, entonces la solucion p,(s) =
0. (t + s) estd definida para todo s € I, ={s=71—t: 7€ I,}.

3. (Diferenciabilidad) El conjunto D = I, x 2 es abierto en R"™ y la aplicacion
©: D —=R" o(t,x) == @.(t) es de clase C". Ademds, el mapeo ¢ satisface
la ecuacion

d
donde dp(t,z) = 0p/0x(t,z) y dX = 0X/0x denotan las respectivas matri-

ces jacobianas con respecto a x (también llamadas derivadas espaciales).

El teorema anterior de hecho nos dice que dy(t, x) es la solucién de un problema
de valor inicial en el espacio de las aplicaciones lineales en R": Para cada zy € 2
la derivada espacial dy(t, x) satisface le ecuacién diferencial

2 (o)) = X (. a0)) - i, ). "

con la condicién inicial dp(0,z9) = I. Aqui podemos considerar la condicién
inicial xy como un parametro.
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Definicién 16 La aplicacion ¢ : D — Q del Teorema [15, inciso (3), se llama
flujo generado por el campo vectorial X. El flujo p(t,x) = .(t) determina el
estado del sistema como funcion del “tiempo” t desde una condicion inicial x €
Q. Ast, el flujo determina un sistema dinamico: un proceso que describe la
evolucion en el tiempo (t) de una cantidad (x) mediante una regla deterministica

(el flujo . (t)).

La idea intuitiva es que los puntos de {2 “fluyen” a lo largo de las trayectorias
del campo X a medida que t avanza. Notemos que, del teorema anterior, se tiene
que el flujo ¢ o sistema dinamico satisface:

= 0(0,2) ==,
(St el tiempo no corre, no hay evolucion de la cantidad x.)

n ot +5,2) = @t (s, ).
(Evolucion en el tiempo es deterministica y sélo depende del punto inicial x
y no de como “contamos” el paso del tiempo.)

Ejemplo 28 Para sistemas lineales de la forma
¥ =Ax, xeR",

el flujo viene dado por:

o(t,z) = e,

donde
tA t2 2 " n
et =T+tA+=-A"+... +=A"+.. ..
21 n!

En particular, los flujos lineales para las matrices de Jordan de tamano 2 x 2,
x € R?, son los siguientes:

- )\1 O tA - eAlt 0 .
A_<O )\2)’ c x-( 0 edt )T

A= (5 o) e (0 Teion )7

(A1 A o1t
A—(O)\),ex—e 01 )%
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Ejemplo 29 Consideremos el sistema no lineal en 2 = R?

¥ = u,

y o= —y+a’,
Definamos el campo de vectores X (z,y) = (z, —y + 23). La primera ecuacién es
desacoplada y puede integrarse directamente para obtener x(t) = ae’. Sustitu-

yendo este resultado en la ecuacion para y e integrando, el flujo de este campo
estd dado enonces por

3 3
_ t _a —t 4 3
go(t,(a,b))—(ae,(b 4)6 —|—46 ),

con t € Ry donde (a,b) € R? representa una condicién inicial.

Es claro que si el intervalo de definicion I, = R para todo z, entonces el flujo
generado por X es un flujo de clase C" en todo 2. Es decir, posee la misma
clase de diferenciabilidad que el campo X. Mas aun, el flujo nos entrega toda la
“historia” de x a medida que el tiempo corre desde —oo a +o00. En los casos en
que I, # R, decimos que ¢ es un flujo local.

Un caso importante es la de un punto de equilibrio z* tal que ¢(t, z*) = x*.
Denotando dX(z*) = A a la matriz jacobiana del campo X en el punto de
equilibrio z*, a partir de (4.4 obtenemos la ecuacién diferencial

o dp(t,2)) = A dp(t,2"),

con dp(0,z*) = I. La solucién de esta ecuacion lineal es
do(t, z*) = e

Esto significa que, en una vecindad de un punto de equilibrio, el flujo es “aproxi-
madamente” lineal. Ahondaremos mas en los detalles técnicos y alcances de esta
observacién en la seccién Bl
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4.2. Retrato de fase de un campo vectorial

Definicion 17 El conjunto vy, = {¢(t,p),t € I}, es decir, la imagen de la curva
integral de X por el punto p, se llama la 6rbita de X por el punto p € €.

Una érbita nos indica qué le sucede a un punto inicial p € €2 a medida que pasa
el tiempo. También puede entenderse como el “itinerario” del sistema dinamico
al partir desde el punto p. Las dérbitas son curvas en () parametrizadas por t
y orientadas en la direccién de crecimiento de ¢. Si el campo de vectores X es
suficientemente suave también podemos ir “hacia atras” en el tiempo y seguir el
flujo en reversa y ver “desde donde” venia el punto p. En lo que nos concierne,
asumiremos que el campo X es suficientemente suave de manera que el pasado y el
futuro estén tnicamente determinados por la condicién inicial ¢(0) = p. En otras
palabras, la EDO siempre tendra soluciones tnicas para un numero suficiente de
condiciones iniciales.

Tp

Figura 4.2: q € ~, si y solo si v, = 7,

Notemos que si g € 7,, entonces ¢ = ¢(t1,p), para algun t; € I,. Sea y € 7,.
Luego, y = ¢(t2,q) = p(ta+t1,p), para algin ¢y tal que to+t1 € I,; ver figura[t.2]
Por lo tanto, y € 7,. En conclusién, ¢ € v, si y solo si v, = ~,. Por lo tanto, dos
orbitas de X coinciden, o bien, son disjuntas.

Esto implica que el dominio €2 C R" admite una descomposiciéon en una union
disjunta de curvas diferenciables. Cada una de estas 6rbitas puede ser de alguno
de los siguientes tipos:

a) Imagen biunivoca de un intervalo de R,

b) Un punto (esto es, un equilibrio del campo X),
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¢) Difeomorfa a un circulo (es decir, una curva cerrada o solucién periédica).

Definicién 18 El conjunto abierto €2, dotado de una descomposicion en orbitas
de X se llama retrato de fase de X. Las orbitas estan orientadas en el sentido
de las curvas integrales de X, es decir, en el sentido inducido port € I.

Ejemplo 30 La linea de fase de una ecuacién diferencial auténoma unidimen-
sional 2’ = f(x), z € R, es el retrato de fase del campo X (z) = f(z). Aqui, las
Unicas 6rbitas posibles corresponden a puntos de equilibrio y segmentos abiertos
de la recta.

Ejemplo 31 Todos los bosquejos y figuras de las soluciones de los sistemas bidi-
mensionales simples y sistemas lineales hiperbdlicos vistos en el capitulo anterior
corresponden a representaciones esquematicas de los retratos de fase respectivos.

Ejemplo 32 Consideremos el sistema no lineal en ) = R?

/A
X:{x/ — v 3
y = —y—l—ﬂf,

En la seccién anterior calculamos el flujo de X, el cual viene dado por:

3 3
_ t I W -
go(t,(a,b))—(ae,<b 4>e +4e ),

cont € Ry (a,b) € R% ;Cudl es el retrato de fase de X? A pesar de que tenemos
una féormula explicita para el flujo, no es trivial graficar las érbitas asociadas co-
mo curvas en R?, por cada (a,b) € R2. Esto plantea una pregunta mds general:
¢ Cudl es el retrato de fase para un sistema no lineal?, es decir, ;Como podemos
caracterizar el comportamiento cualitativo de las soluciones de una EDO no [li-
neal, incluso cuando no tengamos una formula para las soluciones (como ocurrird
en la mayoria de las veces)?

Para orientar las respuestas a estas preguntas, consideremos el cambio de coor-
denadas h : R? — R2?, dado por

h(z,y) = <:z:,y+ %) :
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Se puede verificar que A7 (p(t, h(z,y)) = (e'z,e ty), el cual es el flujo de una
silla lineal
{ ¥ = x,
y = -

Como h es una biyeccién, uno esperaria que el retrato de fase del campo X sea
cualitativamente como el de una silla hiperbélica dada por el campo Y (z,y) =
(z. — y). Efectivamente, los retratos de fase son como los de la figura [1.3|

Y Y

<
-

Figura 4.3: Retratos de fase del ejemplo

4.3. Equivalencia y conjugaciéon de campos vectoriales

Motivados por el ejemplo anterior, introducimos algunas nociones de equiva-
lencia entre dos campos vectoriales, las cuales permiten comparar sus retratos de
fase.

Definicion 19 Sean X, X5 dos campos de vectores definidos en abiertos {1,y C
R™, respectivamente. Se dice que X, es topolégicamente equivalente (resp.
C"-equivalente) a Xy si existe un homeomorfismo (resp. un C"-difeomorfismo)
h: Q1 — Qo, que lleva orbitas de X1 en orbitas de Xy preservando su orientacion.
Es decir, seap € Q1 y sea ' (p) la érbita orientada de X que pasa por p; entonces,

h(v(p)) es la drbita orientada v*(h(p)) de X pasando por h(p); ver figura [4.4.
El mapeo h se dice una equivalencia topolégica (resp. C"-equivalencia) entre

X1 Yy XQ.



Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Sistemas Dinamicos — Pablo Aguirre 104

0

Figura 4.4: Equivalencia topoldgica.

Notemos que esta definicién define una relacién de equivalencia entre campos
de vectores definidos en abiertos de R".

Definicién 20 Sean los campos de vectores X1 : 1 — R", X9 : Q9 — R" y
sean w1 Y o sus flujos respectivos. Decimos que X; es topolégicamente con-
jugado (resp. C"-conjugado) a X5 si existe un homeomorfismo (resp. un C"-
difeomorfismo) h : Q1 — Q, tal que

h(gol(t,x)) = o (t, h(:z:)),
para todo x € )y y todo t € I,.. Es decir, h satisface
o1 =h"1opyoh.

El mapeo h se dice una conjugacién topolégica (resp. C"-conjugacién) entre
X1 Yy XQ.

Esta definicion extiende los conceptos de conjugacion definidos en el capitulo
anterior para el caso lineal. Una relacion de conjugacion también es una relacion
de equivalencia entre campos definidos en abiertos de R". Notemos también que
toda conjugacion es una equivalencia; sin embargo, una conjugacion preserva el
parametro t del flujo, lo cual, en general, no es cierto para equivalencias. Una
equivalencia h entre X; y X5 lleva puntos de equilibrio en puntos de equilibrio, y
orbitas periddicas en érbitas periddicas. Si h es ademéds una conjugacion, entonces
el periodo de las érbitas periddicas también es preservado.
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Ejemplo 33 En el ejemplo , la aplicacién h : R? — R?, h(z,y) = (x, Y+ %3)
es una conjugacién entre X (x,y) = (z,—y + 23) e Y(z,y) = (2, —y).

Ejemplo 34 Sean las matrices reales A = < 0 a ), B = ( 00 ), con

—a 0 —b 0
a > 0, b > 0. Los sistemas lineales 2’ = Ax y 2/ = Bz definen centros cuyas
érbitas periddicas tienen periodo T4 = 2w/a y Tp = 27/b, respectivamente.

Luego, estos sistemas son conjugados si y solo si a = b. Por otro lado, la funcién
identidad en R? es una C™-equivalencia.

Proposicion 7 Sean X; : 33 — R", Xy : Q9 — R” campos de vectores de
clase C", y sea h : Q1 — Qo un difeomorfismo de clase C". Entonces, h es una
conjugacion entre X1 y Xo st y solo si

Dh(p)Xi1(p) = Xa2(h(p)), (4.5)
para todo punto p € €)y.

Desde esta Proposicién en adelante, Dh(p) es la notacién que usaremos para
la matriz Jacobiana de h evaluada en p. Notemos ademés que (4.5)) es equivalente
a

Xi(p) = (Dh(p)) " Xa(h(p)). (4.6)

DEMOSTRACION. Sean o1 vy ¢ los flujos de X; y Xs, respectivamente. Su-
pongamos que h satisface (4.5)). Sea p € ;. Denotemos ¥(t) := h(¢1(t,p)), con
t € I,. Entonces

S0(0) = Dh(i(t,p)) T1(6:D),
= Dh(@l(t,p)))ﬁ (Sﬁl(t,p)),
= Xa(h(e1(t,p))),
= X, (¥ (1))
Por lo tanto, ¥ es solucién de '’ = Xy(z), con z(0) = h(p). Luego,

y por lo tanto, h es una conjugacién.
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Reciprocamente, supongamos que h es una conjugacién. Dado p € €21, se tiene
h(p1(t,p)) = wa(t, h(p)), para todo t € I,. Derivando esta relacion a ambos lados
con respecto a t y evaluando en ¢ = 0 se obtiene (4.5). W

Ejemplo 35 Considere el sistema planar dado por el campo de vectores X:

@ = Plxy),

Sea el cambio de coordenadas h : R? — R?, (u,v) — (x,y) dado por la transfor-

macion
h { = a(uv), (4.7)
Yy = y(uav)'
Luego, para determinar como h transforma el campo vectorial X en otro campo
Y definido en el sistema de coordenadas (u,v), aplicamos la férmula y
obtenemos:

Y(ww) = (Dh)™- X (o(u,v), y(u,v))

o Qr \ 1
[ . ( P (x(u,v), y(u,v)) > | (4.8)

9y Oy Q(x(uvv)ay(uav))

Ou Ov
(La igualdad (4.8]) también puede obtenerse derivando (4.7) a ambos lados con
respecto a t y ocupando la regla de la cadena.)

En particular, si P(z,y) =z — 2y y Q(z,y) = —y, el campo de vectores X es
lineal y su matriz asociada es
1 -2
A= (0 - ) .

Consideremos la transformacién de coordenadas h dada por la matriz cambio de
base cuyas columnas corresponden a vectores propios (o vectores propios genera-
lizados, si fuese el caso) de A, es decir, h : R? — R?, (u,v) — (z,y) con

()-(o1)-(2)
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(Aqui, los valores propios de A son 1 y —1.) Con esto, segtin (4.8)), el campo de
vectores Y en las coordenadas (u,v) es

2o = (- ()

es también un sistema lineal y su matriz asociada es justamente la forma diagonal
(en general, la Forma Candnica de Jordan) de la matriz A en las coordenadas
originales.

4.4. Ejercicios

1. Sea X : R — R un campo de clase C! con un solo punto de equilibrio, ubicado
en el origen. Muestre que el retrato de fase de X consiste en exactamente
tres orbitas distintas (i.e., ni mas ni menos) y que corresponde a uno de los
tres siguientes tipos (médulo conjugacion):

0 0 0

2. Demuestre que una conjugacion topologica lleva puntos de equilibrio en pun-
tos de equilibrio y orbitas periédicas en orbitas periédicas preservando el
periodo.

3. Considere la ecuacion diferencial dada por
vy = —@y+z(2f + 23— 1),
Ty = x4 o2 + 25 — 1),

Demuestre que fuera del origen (z1,x2) = (0,0), esta ecuacién diferencial es
C'-conjugada al sistema

o= r(r?-1),
0 = 1,

donde (7, 0) son coordenadas polares.
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4. Identifique las funciones siguientes como homeomorfismos, difeomorfismos (o
como ninguno) en sus dominios de definicién:
(a) h(z) =22+ 1; (b) h(x) =22% (c) h(z) = 2%
(d) h(z) = §x5/3; (e) h(z) =e*; (f) h(x) = arctan z.

5. Construya un homeomorfismo de la recta real que sirva para establecer una
equivalencia topoldgica entre las ecuaciones diferenciales © = 2x y © = x + 2.

6. Muestre que los campos de vectores & = —x, © = —4x, y © = —2° son

todos topolégicamente equivalentes. Encuentre explicitamente homeomorfis-
mos que relacionen sus érbitas.

7. Considere la ecuacién # = 22 — 1 + X que depende del pardmetro real \.
Demuestre que esta EDO es topologicamente equivalente a:
(a) 2 =a2%—1si —co< A <1,
(b) & =a?si A =1,
(c)z=a?+1siA>1.



Capitulo 5

Estabilidad local de equilibrios
hiperbdlicos

Sea p un punto regular de un campo X, de clase C", r > 1. Se puede demostrar
que en una vecindad de p, todas las 6rbitas de X son cualitativamente equivalentes
a lineas rectas que fluyen con la misma direccién y sentido. Este resultado formal
se conoce como teorema del flujo tubular (flow-box theorem, en inglés) y dice que
existe un cambio de coordenadas de clase C" que conjuga X, en una vecindad
de p, en el campo constante Y = (1,0,...,0); ver figura . Por lo tanto, dos
campos X e Y son siempre C"-conjugados en torno a puntos regulares. Se pueden
hallar més detalles sobre el teorema del flujo tubular en [2] [17].

Si p es un punto de equilibrio, la situacién es mas compleja. Por ejemplo,
en R? para un sistema lineal tenfamos sillas, centros, focos, nodos, etc. Y en
mas dimensiones, es de esperar que la variedad de tipos de equilibrios aumente.
Afortunadamente, podemos reducir nuestro analisis a aquellos tipos de puntos de
equilibrio que son maés tipicos o genéricos, es decir, aquellos que son (en algin
sentido) mas probables de encontrar en un sistema. Estos son los equilibrios hi-

perbélicos.
Para ser mas precisos, si el campo de vectores viene dado por
fi(z)
X(z) = : , xR,
fu(@)

entonces consideremos su matriz Jacobiana DX (p) en p, definida como la ma-

109
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Figura 5.1: Teorema de la vecindad tubular.

triz n X n of of
1 1
(‘)_:vl(p) " O, (p)

DX(p)=| : :
! dfn dfn
a—xl(p) B (p)

Definicién 21 Un punto de equilibrio p del campo X de clase C", r > 1, se dice
hiperbdlico si todos los valores propios de la matriz jacobiana DX (p) tienen
parte real diferente de cero.

Para un equilibrio hiperbélico p, veremos que el niimero de valores propios
con parte real negativa de DX (p) determina por completo las propiedades de
estabilidad de p y el retrato de fase local. Esto se conoce como el teorema de
Hartman-Grobman, del cual omitimos su demostracion pues se escapa del dominio
de este curso, pero remitimos al lector a las siguientes referencias [14], [15, [17].
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Teorema 16 (Hartman-Grobman) Sea X : Q@ C R" — R un campo de vectores
de clase C' y sea p € Q un punto de equilibrio hiperbolico. Entonces, existen
vecindades V' de p y W del origen 0 € R", tal que

t=X(x), xzeV,
es topologicamente conjugado al sistema linealizado

uw=DX(pu, ueW.

Eu
COIlJ
top.

2= S Sat

T = X(x) = DX(p)u

Figura 5.2: Teorema de Hartman-Grobman.

El teorema de Hartman-Grobman nos dice que la dindmica de cualquier sis-
tema de EDOs no lineales es cualitativamente equivalente a la dinamica de un
sistema lineal cerca de sus equilibrios hiperbdlicos; es decir, como aquellos retra-
tos de fase vistos en el capitulo anterior. La idea geométrica es mostrada en la
figura [5.2; Si p es un equilibrio hiperbélico, existe un cambio de coordenadas que

“endereza”, “aplana” y “rectifica” las trayectorias dejandolas (localmente) como
las de un sistema lineal hiperbdlico.

Otra consecuencia del teorema de Hartman-Grobman es que podemos extender
la misma clasificacién de equilibrios hiperbodlicos atractores, repulsores y silla del
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capitulo anterior (para sistemas lineales) al caso general (no lineal). Definamos
las tres cantidades siguientes:

= ng = Numero de valores propios de DX (p) con parte real nula;
= n, = Numero de valores propios de DX (p) con parte real positiva;
= n_ = Numero de valores propios de DX (p) con parte real negativa.

Obviamente, ng + ny +n_ = n al considerar la multiplicidad de valores propios.
Ademas, un equilibrio p del sistema & = X (z), x € R", es hiperbdlico si y solo
si ng = 0.

Definicién 22 Un equilibrio hiperbolico p del sistema & = X (), x € R", se dice
un atractor sin_ =n; p es un repulsor st n,. =n; y p es un punto silla si el
producto ny - n_ # 0.

El siguiente teorema es consecuencia directa del teorema de Hartman-Grobman
y del teorema (14}

Teorema 17 Considere los dos sistemas no-lineales
vy = g(y),

con equilibrios hiperbolicos xq de e yy de . Entonces, los retratos de
fase de Y son localmente topologicamente equivalentes cerca de xq e
Yo, respectivamente, si y solo si estos equilibrios tienen el mismo niumero n_ (y
n. ) de valores propios con parte real negativa (y positiva).

Ejemplo 36 Consideremos el sistema en R?

/
r = —a,
. /
X:Q oy = —my+ a3,
/ 2
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Es facil verificar que el origen 0 = (0,0,0) es el unico punto de equilibrio del
sistema. La linealizacién del campo X en el origen es la matriz diagonal

-1 0 0

A:=DX(0) = 0 —-10

0 0 1
Luego, los valores propios de A son \y = Aa = =1 < 0y A3 =1 > 0. Como
ng = 0, entonces 0 es un equilibrio hiperbélico. Mas aun, por el teorema de
Hartman-Grobman, dado que n_ = 2 y n,. = 1, entonces el origen es un punto

silla.

De hecho, podemos decir mucho maés sobre el retrato de fase de X cerca del ori-
gen. La matriz A posee un subespacio estable £, con dimE?® = 2, y un subespacio
inestable £, con dimE* = 1. Mas aun, E° corresponde al plano xy, mientras que
E" es el eje z. Dado que X es conjugado al sistema lineal dado por la matriz A,
deberiamos esperar que existieran “analogos no lineales”de E¥ y E" en el sistema
original no lineal.

Busquemos el analogo a E°. Este conjunto debe ser 2-dimensional y debe
corresponder a aquellas soluciones que convergen al origen a medida que ¢t — oo.
Integrando la ecuacién 2§ = —x;, obtenemos

z1(t) = cre”".

Sustituyendo esta solucion en el resto de las componentes del campo X e inte-
grando llegamos a

To(t) = cre '+ Aet — e )

2

x3(t) = cze’ + gl(et —e ).
Aqui, las constantes ¢ = (cy, ¢, c3) = (21(0), 22(0), 23(0)) corresponden a la con-
dicién inicial.

Si denotamos ¢(t, z) al flujo de X que pasa por ¢(0,x) = x, las soluciones que

convergen al origen a medida que ¢t — oo deben satisfacer

2
lfm o(t,¢) = 0 & ¢z + L = 0.

t—00 3
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Luego, el conjunto no lineal “analogo” a E?, al cual denotaremos por W?¥, viene

dado por
WS

{(z1, 22, 23) € R3 o(t,x) — 0, parat — 0o}
= {(x1, 19, x3) € R3: x5 = —x%/S}.

Similarmente,

lim ¢(t,c) =0< ¢ =cy =0.

t——00

Luego, el conjunto no lineal “analogo” a E*, denotado por W*, viene dado por

W = {(z1,15,23) €ER*: (t,z) — 0, parat — —oo}
= {($1,$2,I3) € ]Rg DX = X9 = ()}

Z3

W’u

X2

Figura 5.3: Retrato de fase del ejemplo

La figura muestra el retrato de fase en una vecindad del origen para el
campo de vectores no lineal X. Los conjuntos W* y W*" se denominan variedad
estable e inestable, respectivamente, de un equilibrio hiperbdlico, y son los
analogos no lineales de los subespacios E* y E* del caso lineal. Existe un resultado
formal, conocido como el teorema de la variedad estable, el que asegura que W*
y W* son conjuntos invariantes bajo el flujo de X, W?# es localmente la gréfica
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de una funcién diferenciable (y por tanto, una superficie suave) de dimensién
n_; similarmente, W" es también suave y posee dimension n,. Ademas, W* es
tangente a F* y W" es tangente a E" en el punto de equilibrio (de hecho, en
el ejemplo anterior, W* y E" son el mismo conjunto! ...aunque esto no es algo
usual). Mas detalles se pueden hallar en |14 [15].

5.1. Ejercicios

1. Usando el Teorema de Hartman-Grobman (cuando sea posible), encuentre y
clasifique los puntos de equilibrio de los siguientes sistemas no-lineales, haga
un bosquejo cualitativo del retrato de fase en una vecindad de cada punto
de equilibrio, e intente llenar el resto del retrato de fase:

a) t=—-x+2} y=x+y.

b) i=x—y,y=a>—4.
)i=1+y—e® g=a—y.
d) © =siny, y = cosx.

e) i =siny, y =z — 2>
fli=y+z—2a’ y=—y

g) t=zy—Lyg=zv—y.

Para cada uno de los sistemas anteriores, plotee un retrato de fase generado
por computador y compare con sus bosquejos aproximados.

2. Encuentre todos los puntos de equilibrio en el primer cuadrante del sis-
tema en R?

/

y = vy—1
y clasifiquelos segiin su estabilidad.

{x’ = 22+ 3y? — 4,

3. Un método de control de pestes consiste en generar o introducir un ntmero
de insectos estériles en una poblacién. Si la fraccion de insectos que nacen



Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Sistemas Dinamicos — Pablo Aguirre 116

estériles es v, un modelo sugerido es:

- alN
N = —b) N —-EkEN(N
(N+n b> EN(N +n),
n = yN — bn,

donde N(t) y n(t) es el nimero de insectos fértiles e infértiles, respectiva-
mente, y a > b > 0y k > 0 son parametros. Determine las condiciones
necesarias sobre el parametro v para la erradicacion de la peste.

4. Considere los sistemas nolineales planares
X:{j.;:2§_2y3’ Y:{j?:x:s_yg’
y = x° —y. y = x°—y.
a) Encuentre todos los puntos de equilibrio en R? del sistema X .

b) Determine la estabilidad de los puntos de equilibrio hiperbédlicos del
sistema X y haga un bosquejo del retrato de fase.

c) Para el sistema Y responda las mismas preguntas (a) y (b).
d) Es el sistema Y localmente topoldgicamente equivalente al sistema X
en una vecindad del origen (0,0)?
5. Sea la transformacién continua h : R — R3, dada por h(x) = h(z1, 29, 73) =
(96'17 Ty + a7, 73 + %%)

a) Demuestre que h es una conjugaciéon entre el sistema |X = X (x)|y el

sistema |y = Ay, | donde

X(x)=| —z2+2? |,
r3 + $%

y A = DX(0) es la matriz jacobiana del campo X en el origen 0 € R3.
Sugerencia: Considere el teorema de la funcién inversa, o equivalentemente, el teorema de
cambio de coordenadas en R". Con esto pruebe la existencia y diferenciabilidad de h~!.

Luego, si y = h(x), pruebe que y = Ay.
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b) Determine la estabilidad local de los puntos de equilibrio de |x = X (x).

6. Considere dos sistemas no-lineales de clase C*, k > 1,

r = f(z), xeR"
= g(y), yeR"

con equilibrios hiperbdlicos g de (5.3) e yo de . Demuestre que los
retratos de fase de y son localmente topologicamente equivalentes
cerca de x e Y, respectivamente, si y solo si estos equilibrios tienen el mismo
numero de valores propios con parte real negativa.

7. Considere una ecuacién de primer orden

v = f(x,a),

donde x € R es la variable de estado y a € R es un pardmetro constan-
te. Suponga que existen g, a* tales que f(zg,a*) = 0y 0f/0%|wyar) 7 0.
Demuestre que la ecuacion diferencial

v = f(z,a" +¢)

tiene un equilibrio z((e) donde € — xy(€) es una funcién suave que satisface
x0(0) = z( para € suficientemente pequeno.

8. Suponga un campo de vectores bidimensional con dos puntos de equilibrio:
uno tiene un valor propio positivo y uno negativo, y el otro tiene dos va-
lores propios complejos conjugados con parte real negativa. Si este campo
de vectores no tiene mas puntos de equilibrio, dé al menos dos ejemplos
topologicamente no-equivalentes de un posible retrato de fase.

9. Sean ¢ y 1 dos flujos en R? que poseen exactamente dos puntos de equilibrio
cada uno y ambos son sillas. Suponga que para el flujo ¢ la variedad inestable
de una de las sillas corresponde a la variedad estable de la otra, pero esta
propiedad no es verdad para 1. Demuestre que ¢ y ¥ no son topolégicamente
equivalentes.

Observacion: Asuma que las variedades estable e inestable locales se pueden
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extender en forma global al resto del espacio de fase R? al hacer que puntos

en W, (resp. W}L.) evolucionen mediante el flujo para todo t < 0 (resp.

t>0).



Capitulo 6

Estabilidad local de soluciones
periodicas

Un tipo de 6rbita muy especial de un campo de vectores es aquella que vie-
ne dada por una curva cerrada difeomorfa a un circulo. Estas corresponden a
soluciones periodicas del sistema de ecuaciones asociado.

Definicion 23 Sea X : Q@ C R" un campo de vectores con ¢ el flujo asociado.
Supongamos que para un punto x* € () existe un instante T € R con 7 > 0 tal
que o(T,x*) = x*. Entonces, la orbita cerrada

vy={pt,xz")eQ: 0<t <7}

que pasa por x* se dice una orbita periddica o ciclo. Aqui 7 > 0 es el nimero
T mas pequeno tal que o(T,x*) = x* y se llama el periodo de 7.

Si todas las érbitas vecinas se aproximan a la érbita periodica, decimos que el
ciclo es estable o atractor. En caso contrario, el ciclo es inestable, o en casos ex-
cepcionales, semiestable. Formalizaremos mejor estas definiciones algunas paginas
mas adelante.

Las orbitas periodicas estables son muy importantes cientificamente: ellas mo-
delan sistemas que exhiben oscilaciones auto-sostenidas. En otras palabras, estos
sistemas oscilan incluso en ausencia de fuerzas externas. Algunos ejemplos son:
los latidos del corazoén, los disparos periodicos de impulsos nerviosos en neuronas,
los ritmos diarios en la temperatura corporal humana y en la secrecién de hormo-
nas, reacciones quimicas que oscilan espontaneamente, vibraciones auto-excitadas

119
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peligrosas en puentes y alas de aviones, etc. En cada caso, existe una oscilacion
natural estandar con algtin periodo, frecuencia, forma de onda y amplitud. Si el
sistema es perturbado ligeramente, éste siempre regresa a un estado de oscilacion
periodica dado por el ciclo primario original.

A continuacién exploramos las principales ideas y métodos para estudiar la
estabilidad de orbitas periodicas y el retrato de fase en su vecindad.

6.1. Del campo de vectores a la aplicacion de Poincaré

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales definido por
= f(z), ze€QCR" (6.1)

con f : Q0 — R" un campo de vectores de clase C*, k > 1. Supongamos que
posee una Orbita periddica Ly de periodo 7y. Para analizar el retrato de
fase en una vecindad de Lj, podemos reducir la dimensién del problema. Sea
xg € Lo y definamos una seccién transversal Y al ciclo en el punto zy como
en la figura [6.1] El conjunto ¥ C 2 es una hipersuperficie suave de dimensién
n — 1 intersectando Ly en un angulo no-nulo, (es decir, el campo f “atraviesa”
la seccién X). Decimos que X posee codimension 1, y escribimos codim(X) = 1.
Por ejemplo, supongamos que Y esté definida cerca de xy como conjunto de nivel
cero de una funcién escalar suave g : R"” — R, g(xy) = 0, es decir,

Y={zecR": g(x) =0} =g 0).

Dado que f(xg) es un vector tangente a Ly en xg, el dangulo de interseccion
no-nulo de X con Ly implica que

(Vg(xo), f(x0)) # 0,

donde (,) denota el producto euclidiano en R". Es decir, la funcién g posee una

tasa de cambio no-nula en la direccién del campo f en xy. Notemos que, en caso
contrario, Ly y X serian tangentes en x.

La elecciéon mas simple de X satisfaciendo estas condiciones es un hiperplano
ortogonal al ciclo Ly en z(. Tal eleccion viene dada por el conjuntos de nivel cero
de la funcién lineal

g(x) = (f(x0), z — ).
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Ly

Figura 6.1: Seccién transversal ¥ a la érbita periédica Lo en el punto x.

Por la dependencia suave de las orbitas con respecto a sus condiciones ini-
ciales, una orbita que empieza en un punto x € X suficientemente cerca de xg
también regresa por primera vez a X en algin punto £ € X cerca de xy. Mas aun,
érbitas cercanas también intersectan ¥ transversalmente como en la figura [6.2
Mas formalmente, sea ¢ el flujo del campo (6.1)). Como ¢ es continuo, entonces
para todo = € 3, suficientemente cerca de z, la trayectoria ¢(t,z) permanece
préxima a Ly, con t en un intervalo compacto prefijado, por ejemplo, [0, 27y]. De
esta manera, construimos el mapeo

P:3%CY — ¥
r — P(x)=17,

donde P(z) = T es el primer punto donde la érbita (¢, z) que pasa por x regresa
(e intersecta) a la seccién 3. Asi, obtenemos una correspondencia exacta entre
el sistema n-dimensional en una vecindad de Ly y la aplicacién (n — 1)-
dimensional P definida en la secciéon de Poincaré 3.

Definicién 24 El mapeo P se llama la aplicacion de retorno de Poincaré aso-
ciada al ciclo Ly.

Muchas propiedades del campo f cerca de la érbita cerrada Ly se reflejan en
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Figura 6.2: Aplicacién de retorno de Poincaré.

P. A partir de la definicién, es claro que P(xg) = g, pues xg estd en Ly. Es
decir, xy es un punto fijo de la aplicacion P. En general, érbitas peridédicas de
f cerca de Ly corresponden a puntos periddicos de P, es decir, puntos ¢ € X
tales que P"(q) = ¢, para algin entero n > 1. Aqui P"(z) significa aplicar P n
veces: P"(z) = P(P(--- P(x))). Por otro lado, el comportamiento asintdtico de
las érbitas de f cerca de Ly también es descrito por P. Asi,

, n ,

nh—>12<>P () =9 = tlgglo d(p(t,x), Ly) = 0.

Es decir, si la sucesién de puntos {z, P(z), P*(z),..., P"(x),...} converge a x,
entonces la trayectoria ¢(¢,z) en el espacio n-dimensional también se acerca
asintoticamente a la érbita periddica L.

Definicién 25 La orbita cerrada Lo es un atractor peridédico si

lim d(QO(t) Q)a LO) - 07

t—o00

para todo ¢ € R"™ en una vecindad de Ly. En tal caso, decimos que Ly es un ciclo
estable; de lo contrario, es un ciclo inestable.

Proposicién 8 El mapeo P es un C*-difeomorfismo local cerca de xy.
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DEMOSTRACION. Sea V una vecindad tubular de zg € Ly como en la figu-
ra[6.3a). Supongamos que la seccién transversal ¥ C V es tal que Ly intersecta
solo una vez a 3 (de ser necesario, siempre podemos achicar 3 para que esto se
cumpla). Si el periodo de Ly es 7, entonces (19, z9) = xg. Luego, existe una
vecindad Yy C ¥ de xy, suficientemente pequena tal que (79, q) € V, para todo

T = 7(p(70,9))

Figura 6.3: Bosquejo de la vecindad tubular V', la seccién de Poincaré ¥ y la funcién de “tiempo de vuelo”
en V. Los tamanos de las vecindades han sido exagerados para ilustrar mejor la idea de la demostracion.

Definamos 7 : V' — R, donde 7(q) es el tiempo necesario para que el flujo

¢(t,q) por ¢ € V intersecte ¥. A partir de la figura [6.3(b), podemos definir
UV — X como

U (q) = (7o + 7(0(70,9)), )

para ¢ € V. Por definicién, ¥ tiene el mismo grado de diferenciabilidad que el
flujo y que el campo f, es decir, C*. Entonces, como 7(x() = 7y, por el teorema
de la funcién implicita, 7 también es de clase C*.

Nos interesan los “retornos” a . Luego, podemos restringir 7 = 7|y y definir
P :>y— X como

P(q) == o(7(q),q)-

Luego, P es de la misma clase de diferenciabilidad que el campo f. Ademas, la
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inversa P71 : P(Xy) — X estd bien definida al tomar el campo —f, es decir,
invirtiendo el sentido del flujo. Por lo tanto, P! también es de clase C*. B

Ejemplo 37 Considere el campo de vectores en R? dado por

{ &= r—y—a@+yd),

g = v+y—yl@®+y?),
y la seccién transversal
Y= {(z,y) €R*: x>0, y=0}.
Transformando el sistema a coordenadas polares obtenemos
s 2
R

donde la seccion
Y={(r,0) cR" xS':r>0, =0}

queda parametrizada por r > 0. (En otras palabras, la variable r define un sistema
de coordenadas locales en ).
. e) .

Resolviendo (6.2) obtenemos el flujo global
o(t;r,0) = 1+ i—1 e 2t :
Y Y 7_.2
Sea (r,0) € ¥ una condicién inicial. Sea 7 el tiempo de vuelo que le toma a la
érbita que parte en (r,0) en volver por primera vez a Y. Luego, T satisface

p(7;7,0) = (P(r),0),

donde P(?"_) es la componente radial del flujo después de 7 unidades de tiempo.

N

Dado que 6 = 1, el primer retorno a X ocurre después de 7 = 27. Luego, el mapeo
de Poincaré viene dado por la componente radial del flujo ¢(27;7,0) dado por:

P(r) = (1 + (% — 1) e—“) _;.

Alternativamente, podemos hallar = P(rg) al resolver

T1 d,r, 21
—_— = dt = 2.
/7“0 r(1—12) /0 m
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6.2. Ciclos limite en el plano

Definicién 26 Sea Q un abierto de R? y X : Q — R? un campo vectorial de clase
Cl. Una érbita periddica v de X se llama ciclo limite si existe una vecindad V
de 7y tal que 7y es la unica orbita cerrada de X que intersecta V.

De esta definicién se desprende que un ciclo limite es una érbita peridédica
aislada. Por ejemplo, las orbitas cerradas de un centro no son ciclos limite.

Proposicion 9 Con las notactones de la definion anterior, existen solamente los
siguientes tipos de ciclo limite:

1. Estable, cuando lim;_,o, d(p(t,q),7v) = 0, para todo q € V.
2. Inestable, cuando lim;_,_ d((t,q),v) =0, para todo q € V.

lim d(p(t, q),7) = 0, ¥g € V N Ext(7);
3. Semuestable, cuando t/_mo o el caso opues-
thm d(e(t,q),v) =0, Vg € VN Int(y);
——00
to. Aqui, Ext(y) (resp. Int(vy)) es la region abierta exterior (resp. interior)

a-y.
FEstos tres tipos se muestran en la figura [6.4].

DEMOSTRACION. Achicando la vecindad V' de ser necesario, podemos suponer
que no hay puntos de equilibrio en V. Sean p € v y X una secciéon transversal
a X en p. Sea m : Xy — X la aplicaciéon de retorno de Poincaré. Notemos que
aqui dim () = 1. Luego, podemos suponer que X posee un orden, con un sentido
positivo (creciente) yendo desde Ext(+) hacia Int(y). Dado ¢ € ¥y N Ext(7), se
tiene m(q) > ¢, o bien, 7(q) < g. Supongamos primero que 7w(q) > ¢ como en la
figura [6.9]

Sea A la region limitada por -, por el segmento de trayectoria entre q y 7(q)
y por el segmento qw—@ en Yy como en la figura 6.5, Es claro que A es invariante
para t > 0. En efecto, dado x € A, la 6rbita (¢, ) no puede “salir” de A pues
ello implicarfa intersectar la frontera 0A (i.e., intersectar a 7 o bien al segmento
de drbita de g entre ¢ y m(q)); luego, ¢(t,x) € A, para todo t > 0. Ademas,
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(a) Estable (b

S ) Inesy

(¢) Semiestable

—

Ext(7)

Figura 6.4: Los tres tipos posibles de ciclos limite en el plano.

20

A

Figura 6.5: La regién A delimitada por v, por el segmento de trayectoria entre ¢ y 7(q) y por el segmento qm(q)
en Y es invariante.

debido al orden definido en la seccién transversal 3, la 6rbita ¢(¢, z) intersecta a
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>) en una sucesién monotona creciente de puntos:

p

xry = 90(7_(3:)7x)
zy = p(7(71),21)

Tn = o(T(Tn-1); Tn-1)

\

donde 7(z;) es el tiempo necesario para que la érbita que empieza en z; regrese
por primera vez a Y. Esta sucesién converge mondtonamente a p € . Por lo
tanto,

d(p(t,x),y) = 0, sit— oo,

es decir, v es estable.
Si m(q) < q, podemos ocupar argumentos similares con el campo —X y probar
que
d(p(t,x),y) =0, sit— —oo, Vx e A.

Finalmente, el caso en que g € ¥y N Int() se prueba en forma similar. Com-
binando todas las posibilidades, se obtiene el resultado de la proposicion. B

Observacion 6 Con la notacion de la aplicacion de retorno de Poincaré, el re-
sultado anterior se puede reescribir de la siguiente manera:

v es un ciclo limite si y solo si p € YNX es un punto fijo aislado de w. Ademds:
1. v es estable si y solo si |w(x) — p| < |x — p|, para todo x # p proximo a p;
2.~y es inestable si y solo si |w(x) —p| > |x — pl|, para todo x # p préximo a p;

3. v es semiestable si y solo si |m(x) — p| < |r — p| para todo x € ¥ N Ext(v)
proximo a p, y |7(x) — p| > |r — p| para todo x € XN Int(~y) préximo a p, o
viceversa.

En particular, si 7'(p) < 1, podemos aplicar el teorema del valor medio y
concluir que 7 es estable. La idea de este razonamiento es la siguiente. Si 7'(p) < 1
entonces, dado que m es un difeomorfismo, se cumple que 7'(¢) < 1 para todo
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q € Xy suficientemente cerca de p. Consideremos un punto z € ¥y y supongamos
que x < p (en el orden definido en la demostracién de la proposicién anterior
para X.). Luego siempre existe ¢ € (z,p) C Xy suficientemente cerca de p tal que

|m(x) — 7 (p)|

=1'(q) < 1.
|z — pl @)

(El razonamiento es idéntico si hubiésemos tenido x > p.) Por otro lado, mediante
argumentos similares podemos concluir que ~ es inestable si 7/(p) > 1. Con esto,
obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 18 Sea v un ciclo limite en el plano de un campo de clase C'. Sea
p € v, y sea w la aplicacion de retorno de Poincaré definida en una seccion
transversal a v en el punto p.

1. Sin'(p) < 1, el ciclo limite v es estable;
2. Sin'(p) > 1, el ciclo limite 7y es inestable;

3. 51 w'(p) = 1, el ciclo limite v es semi-estable, i.e., es estable en Ext(y) e
inestable en Int(7y), o viceversa.

La figura muestra la interpretacién geométrica de la derivada 7'(p) y su
relacion con la estabilidad del ciclo limite ~.

Ejemplo 38 Considere el campo de vectores del ejemplo (37| dado en coordenadas

polares por
o= r(l—r?),
0 = 1,

y la seccion transversal

Y={(r0 eR"xS':r>0 60=0},

la cual queda parametrizada por r.
El mapeo de Poincaré viene dado por:

m(r) = (1 + <T—12 — 1) 6_47T>_ .

N
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)y Y
y o Y y oY
estable inestable
T X
graf () /
graf ()
)y by
y ) Y o Y
graf(m)
T X
graf(m)
semiestable

Figura 6.6: La estabilidad del ciclo limite v queda determinada por la derivada 7/(p).

Claramente 7 tiene un punto fijo (aislado) en r = 1, el cual corresponde al
ciclo limite (circular)

Lo ={(x,y) cR?: :1:2—|—y2:1}
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en coordenadas cartesianas. La linealizacion de m en r = 1 viene dada por

(1) = —

= e < 1.

Por lo tanto el ciclo limite Ly es estable.

El siguiente teorema establece una condicién equivalente para evaluar la esta-
bilidad de un ciclo limite.

Teorema 19 Sea Q2 C R? un abierto, y sea X = (X1, X2)! : Q@ — R? un campo
de clase Ct. Sea v una orbita periédica de X de periodo T y m : Xy — X la
transformacion de retorno de Poincaré en una seccion transversal X2 en p € 7.

Entonces -
7 (p) = oxp ( [ avxeo) dt) |
0
donde
. 0X 0X
divX (z1,32) = (V- X) (21, 32) = 3711(9“’ 29) + 8722(:1;1, )

es la divergencia de X. En particular, si fOT divX(v(t)) dt < 0, entonces v es
estable; y si fOT divX(y(t)) dt > 0, v es inestable.

Este resultado es, en parte, consecuencia de la férmula de Liouville-Abel (vista
en el teoremal[l0]) aplicada a la solucién fundamental del sistema lineal 2’ = A(t)z,
donde A(t) = DX(7(t)). Los detalles los omitimos aqui, pero se pueden hallar
en [17].

Ejemplo 39 Para el campo de vectores de los ejemplos|37|y [38 de arriba tenemos

v(t) = (cost,sint)’;
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luego,
divX (z,y) = 2 — 42 — 49%,

2m 2m
/ divX (v(t))dt = / (2 — 4cos’t — 4sin’t)dt = —47 < 0.
0 0

Entonces, obtenemos 7/(1) = e~4™ < 1, lo que coincide con lo hallado por célculo
directo en el ejemplo [38]

6.3. Ejercicios

1. Encuentre los ciclos limite en los siguientes sistemas dados en coordenadas
polares y determine su estabilidad:
a) r=r(r—1)(r—-2), =1,
b) i+ =r(r—1)2% 6 =1
2. Considere el sistema
&= —y+a(l-2® -y,
g = v+y(l—a®—y?).

Verifique que la curva y(t) = {(cost,sint)?,0 < ¢t < 27} es un ciclo limite
del sistema y determine la estabilidad de este ciclo mediante los siguientes
pasos:

(i) Demuestre que el sistema en coordenadas polares (r,0) queda de la for-
ma:

F=r(l—1%)),0=1.

(ii) Tomando como seccion transversal al rayo ¥ = {(r,0) : 0 = 6y} integre
el sistema desde una condicion inicial (rg,0)) € ¥ y muestre que la
transformacion de retorno P de Poincaré definida en X es

P(r) = <1 - (% - 1) 6‘4”> _1/2, (r,00) € X.

Concluya (y justifique) lo pedido al chequear que P'(1) = ™" < 1.
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3. Sea P : Y — ¥ la aplicacion de retorno de Poincaré de una érbita periodica
v en R3. Suponga que las coordenadas locales definidas en ¥ son tales que
P(x) = Az, para todo x € ¥y C X, donde A es una matriz 2 x 2 no singular
diagonal, o bien, esta en su forma candnica de Jordan.

a) Demuestre que z* € ¥y corresponde a v N ¥y si y solo si x* = 0.

b) Si todos los valores propios de A tienen magnitud menor que uno, de-
muestre que Az — 0 para k — oo, para todo z € X). ;Qué se puede
decir sobre la estabilidad de ~ en este caso?

c¢) Si al menos un valor propio de A tiene norma mayor a uno, demuestre
que existe un punto x € ¥, tal que A¥z — 0 para k — —oo. jQué se
puede decir sobre la estabilidad de v en este caso?

4. Muestre que () = (2 cos(2t),sin(2t))? es una solucién periddica del sistema

2
i o= —4y—|—(1—%—y2>,

$2
Y x+y< 1 y),

que esté contenida en la elipse (x/2)? + y? = 1. Luego demuestre que T es
un ciclo limite estable.

5. Sea ~ un ciclo limite en el plano de un campo de clase C!. Sea p € v, v
sea 7 : X — X la aplicacién de retorno de Poincaré definida en una seccion
transversal > a 7 en el punto p. Demuestre que 7’(p) > 0.

Sugerencia: Defina un orden en X y escriba 7 en su serie de Taylor alrededor de p en una vecindad

suficientemente pequena de p. Luego suponga que 7'(p) < 0.

6. Demuestre que la estabilidad de un ciclo limite v en el plano es independiente
de la eleccion de la seccion transversal (Esta afirmacién también es cierta en
dimensién n > 2).

Sugerencia: Escoja x1,xo € -y arbitrarios, y defina los mapeos de Poincaré 71, me en dos secciones
transversales X1, Y9 respectivas. Suponga que x1 y Tg se ubican en el origen de las coordenadas

locales definidas en X1 y ¥9. (Si 21 = x2, podemos suponer que las secciones X, 39 representan
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curvas idénticas en R? que solo difieren en su parametrizacién.) Construya un difeomorfismo local
Q@ : X1 — X9 que lleva puntos de 31 a puntos de X5 a lo largo de érbitas del campo vectorial.

Verifique que 73 0 Q = Q o m1. Concluya que 77 (0) = 75(0).



Capitulo 7

Conjuntos limite y el teorema de
Poincaré-Bendixson

7.1. Conjuntos a-limite y w-limite

Definicién 27 Sea €2 un abierto de R™ y sea X : € — R" un campo de vectores
de clase C*, k > 1. Sea ¢(t) = ¢(t,p) la curva integral o trayectoria de X que
pasa por el punto p € ), definida en su intervalo mdzimo I, = (w—(p),w+(p)). Si
wi(p) = oo, definimos el conjunto

w(p) = {q € Q: existe {t,} con t, — oo, tal que p(t,) — ¢q, para n — oco}.
Andlogamente, si w_(p) = —oo, definimos el conjunto
a(p) = {q € Q: existe {t,} con t, - —o0, tal que ¢(t,) — ¢, para n — co}.

Los conjuntos w(p) y a(p) se llaman el conjunto w-limite y a-limite de p,
respectivamente; ver figura|7.1,.

Ejemplo 40 Sea X : R? — R? un campo de vectores C* dado por X (z,y) =
(z, —y)'. Las curvas integrales de X vienen dadas como en la figura [7.2]
Luego, se tiene:

= Sip=(0,0), entonces a(p) = w(p) = {(0,0)}.
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Figura 7.1: Bosquejo esquematico de los conjuntos a-limite y w-limite de p € €.

E’S

i,
-

NA

Figura 7.2: Las curvas integrales de X (z,y) = (z, —y)*.

= Sip¢ E*UE", entonces w(p) = a(p) = 0.

Ejemplo 41 Si ¢(t) = ¢(t, p) es una funcién periddica en ¢ de periodo 7, entonces
w(p) = a(p) coinciden y corresponden a una érbita periddica, es decir,

w(p) = a(p) =v(p) = {p(t,p) tal que 0 <t < 7}.

En efecto, por un lado es claro que a(p) C v(p) y w(p) C v(p) (Tarea!). Recipro-
camente, si ¢ € y(p), entonces existe t' € [0, 7[ tal que ¢(t', p) = ¢q. Definamos la
sucesion t, =t +n7, conn =1,2,3,.... Se tiene que ¢, — 0 y

p(tn) = (t' +n7) = p(t') = ¢q.
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Por lo tanto, para todo ¢ € ~(p), existe una sucesién {t,} con p(t,) — ¢, para
n — oo. Luego, q € w(p) vy, entonces, y(p) C w(p). Para probar que a(p) = v(p),
basta tomar ¢, = t' — nr.

Ejemplo 42 Sea X : R? — R? con X(x,y) = (Xi1(z,y), X2(z,y)), un campo
de vectores C*, cuyas drbitas son espirales exteriores e interiores al circulo C' de
centro en el origen y radio 1 como en la figura [7.3] Por ejemplo,

Xl(xay) =Y + 33(1 o .’,U2 - y2)7
Xo(z,y) =z +y(1 — 2* — ),

corresponde al campo de los ejemplos[37]y [38]y satisface las condiciones anteriores.

75
u

Figura 7.3: Retrato de fase del ejemplo
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Observacion 7

1. Si p es un equilibrio de X entonces a(p) = w(p) = {p}, pues ¢(t) = p para
todo t € R.

2. Si 7, es la érbita de X por el punto p € Q y ¢ € ~,, entonces w(p) = w(q).
En efecto, si ¢ € ,, entonces existe ¢ € R tal que ¢(t,p) = ¢(t + ¢, q); ver
figura [7.4] Andlogamente, a(p) = a(q).

Tp

Figura 7.4: Si v, es la érbita de X por el punto p € Q y g € 7, entonces w(p) = w(q) y a(p) = a(q).

Como consecuencia de esta ultima observacién, entonces podemos definir...

Definicién 28 FEl conjunto w-limite de una 6rbita v es el conjunto w(p)
para cualquier p € . Similarmente, el conjunto a-limite de una orbita v es
el conjunto o(p) para cualquier p € 7.

Si p(t) = @(t,p) es la curva integral de X por p y si ¥(t) = ¥(t,p) es la
curva integral de —X por p, entonces 9 (t,p) = @(—t,p). Por otro lado, notemos
que el conjunto w-limite de ¥ (t) es el conjunto a-limite de ¢(t); similarmente,
el conjunto w-limite de ¢(t) es el conjunto a-limite de v (t). Por lo tanto, basta
estudiar las propiedades del conjunto w-limite de drbitas.

Teorema 20 Sea X : Q — R" un campo de clase C*, k > 1, definido en un
abierto ) C R". Definamos

v (p) = {e(t,p), t >0} (resp. v (p) = {p(t,p), t <0})

como la semi-orbita positiva (resp. negativa) de X por p. Si vyt (p) (resp. v~ (p))
estd contenida en un compacto K C €1, entonces:

a) w(p) # 0 (resp. alp) #0);
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w(p) es compacto (resp. a(p)), o sea, w(p) es cerrado y acotado;

()
c) w(p) es invariante por X (resp. a(p)), esto es, siq € w(p), entonces p(t,q) C
()

w(p) (la curva integral de X por q estd contenida en w(p));

d) w(p) es conexo (resp. a(p)), es decir, w(p) no se puede descomponer en dos

subconguntos disjuntos no vacios (w(p) esta compuesto “de una sola pieza”).

COMENTARIOS. A partir del teorema anterior, podemos obtener las siguientes
consecuencias directas:

1.

Los conjuntos a- y w-limite de una orbita v son subconjuntos invariantes
cerrados de §2.

. Un punto de equilibrio £* es su propio conjunto a- y w-limite pues ¢(t, z*) =

x* para todo t € R.

. Si una érbita v tiene un unico punto w-limite z(, entonces x(y es un punto de

equilibrio.

Un nodo atractor (o un foco estable) es el conjunto w-limite de toda o6rbita
en alguna vecindad de ese punto.

. Un nodo repulsor (o un foco inestable) es el conjunto a-limite de toda érbita

en alguna vecindad de ese punto.

. Un punto silla z* en R? es el conjunto w-limite de tres 6rbitas en una vecindad

V(x*) de =, pero ninguna otra érbita que pase por V(z*) se aproxima a x*
a medida que t — oo.

Definicién 29 Sea v una orbita del campo X : Q2 — R". Si g € Q es cualquier
punto regular en a(v) u w(7y), entonces la érbita por ¢ se dice una érbita limite
de 7.

Ejemplo 43 Considere la 6rbita plana

C={qeQCR*: ¢(t,q) — z*, parat — +oo}
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como en la figura [7.5] La curva C se dice una érbita homoclinica a z*. Todo
punto en C' esta en el conjunto w-limite de todo punto p en el interior de C.

Pero el punto silla z* también esta en el conjunto w-limite de todo punto p en el
interior de C. Por lo tanto, w(p) = C' U {z*} y C es una érbita limite.

Figura 7.5: Una érbita homoclinica en el plano es una érbita limite de los puntos en su interior.

Ejemplo 44 Consideremos el sistema en R3:

vo= —yt+a(l- 2 -2 -y,
Xy = oty(l-22—22—y),
2z = 0.

Notemos que cada plano z = 23 es un conjunto invariante. En cada plano
z = zp hay un ciclo limite ~,, de radio /1 — z3. Para |z| < 1, 7., es el conjunto
w-limite de cualquier punto en el plano z = z excepto (0,0, 29); ver figura [7.6]
Por otro lado, para |zg| > 1, el conjunto w-limite de cualquier 6rbita es (0,0, 2o).
En definitiva, la esfera S? es un conjunto invariante formado por un continuo de
orbitas limite periodicas.

Ejemplo 45 Consideremos el sistema en R3:

v = —y+a(l—a®—y?),
X:qy = o+y(l-2" -y,
7 = a.
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Figura 7.6: La esfera S? estd formada por un continuo de érbitas limite perfodicas del sistema del ejemplo
Figura tomada de [15].

Supongamos que a > 0. No es dificil verificar que el eje z y el cilindro 2 +1y% =
1 son conjuntos invariantes. Mas aun, todas las orbitas tienden al cilindro para
t — 00, excepto los puntos en el eje z; ver figura 7.7

Ahora identifiquemos los puntos (z,4,0) v (z,y,27) en los planos z = 0 y
z = 2m, respectivamente. De esta manera, el cilindro invariante se transforma
en un toro, es decir, obtenemos un flujo en R? con un toro T? invariante; ver
figura[7.8. Ademsds, el eje z pasa a ser un ciclo inestable I". Se puede probar que si
a es un multiplo irracional de 7, el toro T? es el conjunto w-limite de toda érbita
excepto el ciclo I'.

DEMOSTRACION TEOREMA [20]. Es suficiente demostrar el teorema para w(p).

Parte a) w(p) # 0. Sea t, = n € N. Por hipétesis, {p(t,)} C K compacto.
Luego, existe una subsucesion {¢(t,, )} con ¢(t,, ) — q € K si ny — oo. Luego,
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Figura 7.7: El cilindro 2% +y? = 1 y el eje 2 son conjuntos invariantes del sistema del ejemplo Figura tomada
de [15].

tenemos que t,, — oo cuando ny — ooy ¢(t,, ) — q. Por lo tanto, por definicién,
q € w(p).
Parte b) w(p) es compacto. Tenemos que w(p) C y*(p) C K. Por lo tanto,

w(p) es acotado. Probemos que w(p) es cerrado. Sea la sucesién {¢,} C w(p) tal
que g, — ¢q. Demostraremos que ¢ € w(p). Como ¢, € w(p), para cada ¢, existe

una sucesion {t%)} tal que t%) — 00 Y (tﬁg),p) — @p, cuando m — oo.
m

Para cada sucesion {t%)} escojamos un punto t,, = tg()n) > n y tal que

m

1
Tenemos entonces:
d(o(tn,p),q) < d(o(tn,p),qn) + d(gn, q)

1
< — +d(qn, q).
n+(qq)
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Figura 7.8: El toro invariante del ejemplo al identificar los extremos del cilindro de la figura Imagen
tomada de [15].

Pero % — 0y d(gn,q) — 0 cuando n — oo. Por lo tanto, d (¢(t,,p),q) — 0 si
n — 0o0. Como t, — oo y ¢(t,, p) — q cuando n — oo, entonces q € w(p).

Parte ¢) w(p) es invariante por X. Sea q¢ € w(p) y ¥ : I(q) — Q la curva
integral de X pasando por q. Sea ¢1 = ¢(tg,q) = ¥(tg). Vamos a demostrar que
¢1 € w(p). Como q € w(p), existe una sucesion {¢,} tal que t,, — ooy ¢(t,, p) = ¢,
cuando n — oco. Como ¢ es continua, se tiene

a1 = p(to, q)
= (to, lfim s@(tn,p))
n—oo
= lim o (to, ¢(tn, p))
= lim @(tyg + tn, p).
n—oo

Tenemos entonces una sucesion {s,} = {to +t,} tal que s,, = 0oy v(sn,p) = ¢,
cuando n — oco. Por lo tanto, ¢; € w(p). La figura muestra la idea cualitativa
de este resultado.

Parte d) w(p) es conexo. Supongamos que w(p) no es conexo. Entonces, w(p)
se puede descomponer como w(p) = AU B, donde A, B son cerrados no vacios y
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Figura 7.9: w(p) es invariante por X.

AN B =10. Como A # (), existe una sucesién {t/} tal que ¢!, — ooy @(t,p) —
a € A, cuando n — oco. Andlogamente, existe una sucesion {t!'} tal que t! — ooy
o(t p) — b € B, cuando n — oo. Por lo tanto, podemos construir una sucesion
{t,}, con t,, — oo cuando n — oo, tal que

A1), 4) < 5. dlgltns), A) > 5,

(donde d = d(A, B) > 0) para todo n impar. La funcién g(t) = d(p(t), A), con
tn <t < t,1 es continua para todo n impar. Ademas, g(t,) < d/2'y g(t,i1) >
d/2. Luego, por el teorema del valor intermedio, existe ¢, con t, <t <t,.; tal

que

* * d

g(tn) = d(e(t), 4) = 5,

para todo n impar. Como la sucesién {p(t})}, estd contenida en un conjunto
—d

compacto @) = {x € Q: d(x, A) = 5}, entonces {¢(t},)}, posee una subsucesién

convergente que denotaremos también por {p(t})}, para simplificar la notacion.
Sea p* = lim, . p(t}). Entonces, p* € w(p). Pero p* ¢ A, pues d(p*, A) = d/2 >
0. Al mismo tiempo, tenemos que p* ¢ B, pues d(p*, B) > d(A, B) — d(p*, A) =
d/2 > 0. Esto es una contradiccién. Por lo tanto, w(p) es conexo. B

Corolario 7 Con las condiciones del teorema anterior, si ¢ € w(p), entonces la
curva integral de X por q estd definida para todo t € R.
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DEMOSTRACION. Como w(p) es compacto e invariante, se tiene que la 6rbita de
X pasando por ¢ esta contenida en el compacto w(p). El resultado es inmediato. B

Ejemplo 46 En la figura(7.10, w(p) no es conexo. Esto no contradice el teorema
anterior. La razén es que y*(p) no esta contenida en un compacto K C €.

[ — > —_—— = - =
>

A
<

Figura 7.10: w(p) no es conexo. ;Por qué no se puede aplicar el teorema [20f

Ejemplo 47 Sea X el campo del ejemplo |42}
o=y +a(l -2 =y,
Xiq 2 2
y =-z+y(l—a"—y)
Supongamos que € = R?\ {p;, p2}, donde py, ps estan sobre el circulo unitario S!
y p1 # p2 como en la figura [7.11] Consideremos un punto p ¢ S!, con p distinto

del origen. Entonces, w(p) = S* \ {p1,p2} es disconexo. La razén es que no es
posible definir un compacto K C 2 tal que v (p) esté contenida en K.

7.2. El teorema de Poincaré-Bendixson

El teorema de Poincaré-Bendixson nos dice como pueden ser los conjuntos w-
limite de una érbita en el plano. Bajo ciertas condiciones, las opciones se reducen
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p

P1

Figura 7.11: w(p) no es conexo. No es posible definir un compacto K C Q tal que v (p) esté contenida en K.

solamente a tres alternativas.

En lo que resta de este capitulo, vamos a suponer que €2 es un subconjunto
abierto de R? y X es un campo de vectores de clase C*, k > 1, en Q. Ademss,
7; denota la semi-érbita positiva por p € Q2

v ={e(t,p): t >0}

Teorema 21 (Poincaré-Bendizson) Sea ¢(t) = p(t,p) una curva integral de X,
definida para todo t > 0, tal que fy]j estd contenida en un compacto K C €. Su-
pongamos que X posee un numero finito de puntos de equilibrio en w(p). Entonces
se tienen las siguientes alternativas:

a) Stw(p) contiene solo puntos regqulares, entonces w(p) es una orbita periddica.

b) Siw(p) contiene puntos de equilibrio y puntos requlares, entonces w(p) con-
siste de un conjunto de orbitas, cada una de las cuales tiende a uno de estos
puntos de equilibrio cuando t — +00.

c) Siw(p) no contiene puntos requlares, entonces w(p) es un punto de equilibrio.

Antes de probar el teorema de Poincaré-Bendixson, necesitamos algunos lemas
técnicos y resultados preliminares.

Lema 4 Sea p € X Nw(y), con X una seccion transversal a X y v = {@(t)} una
orbita de X. Entonces, p se puede expresar como el limite de una sucesion de
puntos {¢(t,)} en 3, donde t,, — cc.
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DEMOSTRACION. Supongamos que vy p € X N w(y) son como en la fi-
gura [7.12] Consideremos una vecindad V de p y la aplicacién 7 : V. — R,
x +— 7(x) =“Tiempo necesario para llegar desde el punto x hasta ¥ por la trayec-
toria p(t,x)”.

Figura 7.12:

Como p € w(y), existe una sucesién {t,} tal que t, — 0o, p(t,) — p, cuando
n — oQ.

Luego, existe ny € N tal que ¢(t,) € V para todon > ng. Sea t, = t,+7(¢(t,))
para n > ng. Tenemos:

e(tn) = ¢ (tn + 7(0(tn)), )
= ¢ (T(p(tn)), o(tn)) -

Es claro que ¢(t,) € X. Como T es continua se tiene que

lm o(t,) = lim ¢ (7(p(t)), (ta)) = (0,p) =p. W
Observacién 8 Una seccién transversal ¥ a X en R? tiene dimensién uno. Lue-
go, podemos considerar a > como la imagen difeomorfa de un intervalo de la
recta real. En otras palabras, podemos dotar a > de un sistema de coordenadas
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locales. Ocupando un lenguaje mas técnico, decimos que X es una subvariedad
diferenciable unidimensional de R?.

Dotemos de un orden (“<”) a ¥ inducido por el orden en R como en la figu-
ra [7.13] Asi, podemos hablar de sucesiones mondtonas en .

;e > >
t po = ¢(to)

to R? p1 = (1)

to <t L Po < P1

Figura 7.13: Podemos dotar de un orden (“<”) a ¥ inducido por el orden en R.

Lema 5 Sea X una seccion transversal a X contenida en €2. Sea v una orbita de
X yseape XNy. Siyt(p) = {p(t,p): t >0} intersecta ¥ en mds de un instante
t > 0, entonces y"(p) N X consiste en una sucesion monotona pi, P2, - -, P, - - --

DEMOSTRACION. Sea D = {t € RT : p(¢,p) € X}. Como el campo de vectores
en una vecindad de X es equivalente a un campo constante (por el teorema del
flujo tubular), entonces D es un conjunto discreto. Luego, podemos ordenar D
en la forma

D={0<ti<te<---<t,<--}

Sea p; = p. Definamos ps = ¢(t1, p). Por induccién, p, = ¢(t,—1,p).

Si p1 = po, entonces v es una trayectoria cerrada de periodo 7 =t y p = p,
para todo n € N.

Si p1 # po, sin pérdida de generalidad, supongamos que p; < po. Si existe ps,
probaremos que p3 > po.

Primer paso. Orientemos la seccién X como en la figura [7.14](a).

Segqundo paso. Observemos que X es conexo y X es continuo, luego las érbitas
de X cruzan X siempre en el mismo sentido, digamos, de izquierda a derecha

como en la figura [7.14(b).
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(a) /X (b) )

Figura 7.14: (a) Orientacién de puntos en 3; (b) Sin pérdida de generalidad, las trayectorias de X cruzan ¥ de
izquierda a derecha.

Tercer paso. Recordemos el teorema de la curva de Jordan en R?: “Si J es una
curva cerrada, continua y simple (sin autointersecciones), entonces el conjunto
R? \ J tiene dos componentes conexas, a saber, S; (acotada por J) y S. (no
acotada), con J como frontera comin.”

Sea la curva de Jordan formada por la uniéon del segmento pips; C > con el
arco pipa= {¢(t,p) : 0 <t <t} de la érbita, como en la figura [7.15

Figura 7.15: Aplicando el teorema de la curva de Jordan a la curva cerrada formada por pips C X y el arco
P1P2-

Es claro que para t > t1, la 6rbita v estd contenida en S;. En particular, este
segmento de Orbita no puede intersectar el arco pips por la unicidad de solu-
ciones; ver figura (a). Este segmento tampoco puede intersectar el segmento
P1P2, pues —en tal caso— iria en sentido contrario al flujo; ver figura (b)

Por lo tanto, en caso de que p3 exista, debemos tener p; < ps < p3, como en
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(a)

Figura 7.16: Algunas observaciones sobre el segmento de la érbita v contenido en S;.

la figura [7.17 Usando el mismo argumento, se tiene

Pr<p2<p3<---<pp<---

Por lo tanto, {p,} es una sucesién mondtona. Si py < pi, la demostracién es
analoga. W

plz

P2

Figura 7.17: En caso de que p3 exista, debemos tener p; < py < ps.

Lema 6 Si X es una seccion transversal al campo X y p € ), entonces ¥ inter-
secta w(p) a lo mds en un punto.
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DEMOSTRACION. En virtud del lema anterior, el conjunto de puntos 7; en X

tiene a lo més un punto limite, pues forma una sucesién monoétona. El resultado
sigue del lema [4. W

Lema 7 Sea p € 2, con 7; contenida en un compacto, y sea I' una orbita de X
con I' C w(p). Si w(I') solo contiene puntos regqulares, entonces I' es una drbita
cerrada y w(p) =T.

DEMOSTRACION. Sea I' C w(p). Busquemos el conjunto w(T'). Sea ¢ € w(T') un
punto regular y sea V' una vecindad de ¢ tal que el flujo de X en V es equivalente
a un flujo constante. Sea X, una seccién transversal a g.

Por el lema , existe una sucesién ¢, — oo tal que I'(¢,) € X, con I'(t,) —
q € w(I'). Como I'(t,)) C w(p), la sucesién {I'(¢,)} C X, se reduce a un punto,
por el lema [6] Por lo tanto, I' es periédica.

Probemos ahora que I' = w(p). Como w(p) es conexo, y I' es un cerrado y no
vacio, basta probar que I' es abierto en w(p).

Sean p € I' y V; un vecindad de p tal que el flujo de X en Vj es equivalente
a un flujo constante. Denotemos por ¥; a una seccién transversal de p en Vj.
Mostraremos que V; NT' = V; Nw(p).

Obviamente, V; NI C V; Nw(p). Supongamos que existe ¢ € V; Nw(p) tal que
g ¢ I'. Como flujo de X en Vj es equivalente a un flujo constante y como w(p) es
invariante, existe ¢ € R tal que ¢(t,q) € w(p) N X; ¥ ¢(t,§) # p. Luego, existen
dos puntos distintos de w(p) en X3, lo que es imposible por el lema @ Luego,
VT =V, Na(p).

Sea el conjunto abierto U = UserVj. Tenemos que ' C Uy UNw(p) = UNT =
I, es decir, I" es la interseccién de un abierto de R? con w(p). Entonces I' es un
abierto en w(p). B

DEMOSTRACION TEOREMA DE POINCARE-BENDIXSON.

Sea p(t) = @(t,p) una curva integral de X, definida para todot > 0, tal que
estd contenida en un compacto K C ). Supongamos que X posee un numero finito
de puntos de equilibrio en w(p). Entonces se tienen las siguientes alternativas:

a) St w(p) contiene solo puntos requlares, entonces w(p) es una drbita periddi-
ca.
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RAZON. Sea g € w(p). Entonces la 6rbita v, C w(p). Como w(p) es compacto,
se tiene w(y,) # 0. Ademds, w(vy,) solo contiene puntos regulares.
Del lema , se tiene inmediatamente que w(p) = 7, es una orbita cerrada; ver

figura [7.18]

w(p) =

n A

Figura 7.18: Si w(p) contiene solo puntos regulares, entonces w(p) es una érbita periédica.

b) Siw(p) contiene puntos de equilibrio y puntos requlares, entonces w(p) con-
siste de un conjunto de orbitas, cada una de las cuales tiende a uno de estos
puntos de equilibrio cuando t — £00.

RAZON. Sea 7 una 6rbita contenida en w(p), y que no se reduce a un punto de
equilibrio, es decir, estd compuesta de puntos regulares. Luego, w(p) # =, pues
w(p) también contiene puntos de equilibrio. Como w(7y) es conexo, y por el le-
ma , se tiene que w(7y) no contiene puntos regulares, i.e., se reduce a un punto de
equilibrio de X, siempre que X tenga solamente un niimero finito de equilibrios
en w(p). Una afirmacién similar es valida para probar que a(y) es un punto de
equilibrio. Este resultado se ilustra en la figura [7.19]

c) St w(p) no contiene puntos requlares, entonces w(p) es un punto de equili-
brio.

RAZON. Esta afirmacién se obtiene del hecho de que w(p) es conexo y por
el hecho de que X solo tiene un nimero finito de equilibrios en w(p); ver figu-

ra[7.20. W
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> e P2

w(p)=71UY Uipo}

Figura 7.19: Si w(p) contiene puntos de equilibrio y puntos regulares, entonces w(p) consiste de un conjunto de
orbitas, cada una de las cuales tiende a uno de estos puntos de equilibrio cuando t — +oo.

w(p)

Figura 7.20: Si w(p) no contiene puntos regulares, entonces w(p) es un punto de equilibrio.
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7.3. Aplicaciones del teorema de Poincaré-Bendixson

Sea X un campo de vectores de clase C! en R? tal que el anillo
A={(r,y) eR?: r* <2 +y* < R*}

no posee puntos de equilibrio. Si la direccién del campo X apunta hacia el interior
de A en todo punto de la frontera de A, entonces X tiene (al menos) una drbita
periddica contenida en A (;Por qué?).

La idea principal aqui y en muchos otros problemas es que es posible hallar una
regién atrapadora, esto es, un conjunto cerrado, conexo R C R? tal que el flujo
o(t, R) C R paratodot > 0. Para esto, es suficiente mostrar que el campo de vec-
tores apunta hacia el interior de R en todo punto de OR; ver figura[7.21] Entonces,
todas las trayectorias en R estan confinadas a R. Si ademas podemos asegurarnos
que no hay equilibrios en R, entonces el teorema de Poincaré-Bendixson asegura
que R contiene al menos una o6rbita cerrada.

Figura 7.21: Una regién atrapadora R.

Esto lo podemos formalizar en el siguiente corolario.

Corolario 8 Sea & = f(z),z € Q C R?% un campo de vectores diferenciable
definido en un dominio 2 abierto. Sea R C ) una region atrapadora compacta que

no contiene puntos de equilibrio de f. Suponga ademds que existe una trayectoria
C que estd “confinada” a R, es decir, permanece en R para todo t > 0; ver
figura[7.29. Entonces la curva C' es, o bien, una orbita cerrada o converge a una
orbita cerrada a medida que t — co. (En cualquiera de los dos casos, la region R
contiene una orbita cerrada.)
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Figura 7.22: Ocupando el teorema de Poincaré-Bendixson para probar la existencia de una érbita periédica.

Ejemplo 48 Considere el sistema

v [ = mytal-a? -y,
g = oyl -2 =)

Sea R el anillo acotado por los circulos de radio r = % y r = 2, respectivamente.
Notemos que R no contiene puntos de equilibrio del sistema. Demostremos que
R es una region atrapadora. De hecho, R es cerrado y conexo; falta probar que es
positivamente invariante. Para probar esto, considere el vector normal N(z,y) =
(z,9) € R? en la frontera OR. Calculemos el producto punto de N con el campo
de vectores X correspondiente a la ecuacion diferencial, obteniendo:

N(z,y) - X(z,y) = *(1 = 2* =) + > (1 — 2 — ?) = (¥ + ) (1 — 2% — o).

Notemos que N - X > 0 en el circulo r = % y N-X < 0 en el circulo r = 2.
Por lo tanto, R es positivamente invariante, y por el corolario anterior, existe al
menos una orbita cerrada en R. (De hecho, es un ciclo limite estable: Al pasar a
coordenadas polares (r, ), el sistema transformado es

F=r(l1—r?), 6=1,

cuyo mapeo de retorno de Poincaré posee un punto fijo aislado en r = 1, el cual
es estable—ver ejemplos 37y [38])

Ejemplo 49 Considere el sistema en coordenadas polares

7 = r(1—1r?)+ prcosb,
0 = 1.
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Por el ejemplo anterior, este sistema posee un ciclo limite estable en r = 1 cuan-
do p = 0. Demostraremos que este ciclo todavia existe para valores de pu > 0
suficientemente pequenos.

Buscaremos dos circulos concéntricos con radios 7, V Tmaz, tales que 7 < 0
en el circulo exterior y 7 > 0 en el circulo interior. De esa manera el anillo
0 < Tyin < 1 < T Sera nuestra regiéon atrapadora. Notemos que no hay puntos
de equilibrio en el anillo pues 0 > 0. Luego, si podemos hallar r,,;, v "mnaz, €l
teorema de Poincaré-Bendixson implicara la existencia de al menos una orbita
cerrada.

Para encontrar r,,;,, requerimos que 7 = 7(1 — 72) + pr cos @ > 0 para todo 6.
Dado que cosf > —1, una condicién suficiente para ry,;, es 1 —r% —p > 0. Luego,
Tmin < /1 — j nos sirve, siempre que g < 1. Por un argumento similar, el flujo
apunta hacia adentro en el circulo exterior si 7,4, > /1 + u. Por lo tanto, existe
al menos una érbita periddica para todo 0 < pu < 1y esta contenida en el interior

del anillo \/1 — p <7 < /14 p.

Teorema 22 Sea X un campo de vectores de clase C' en un abierto Q C R2.

Sea v una orbita cerrada de X tal que Int(y) C Q. Entonces existe un punto de
equilibrio de X contenido en Int(y); ver figura[7.25,

R2

I

Figura 7.23: Si v es una érbita cerrada en el plano, entonces esta debe encerrar al menos un punto de equilibrio
de X en Int(7y).

DEMOSTRACION. Supongamos que no existen puntos de equilibrio en Int (7).
Luego, por el teorema de Poincaré-Bendixson, deben haber érbitas cerradas en
Int (7).
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Consideremos el conjunto I' de érbitas cerradas de X contenidas en Int(7y),
ordenadas segun el siguiente orden parcial (ver figura [7.24)):

M <7y < Int(y) 2 Int(ys).

Y1

Figura 7.24: Consideramos el orden parcial v; < vo < Int(y1) 2 Int(v2).

Demostraremos que todo subconjunto S totalmente ordenado de I' (o sea, si
7 # Y2 en S, entonces v < Y2 0 2 < 71), admite una cota superior, esto es, un
elemento mayor o igual que cualquier otro elemento de S. Un conjunto ordenado
con estas caracteristicas se llama inductivo.

Sea o = {N Int(7;),v € S}. Notemos que o # (), pues cada Int(~;) es compacto
y la familia {Int(~;),~v; € S} tiene la propiedad de interseccién finita; esto es,
cualquier interseccion finita de elementos de la familia es no-vacia.

Sea ¢ € o. Por el teorema de Poincaré-Bendixson, w(q) es una 6rbita cerrada
contenida en o, pues o es invariante por X y no tiene puntos de equilibrio. Esta
érbita cerrada (w(q)) es una cota superior de S segun el orden parcial definido

arriba.

Por el lema de Zorn, I' tiene un elemento maximal, por ejemplo u, pues I'
cumple con la propiedad de ser inductivo. Por lo tanto, no existe ninguna o6rbita
cerrada de I" contenida en Int(u).

Pero si p € Int(u), entonces el teorema de Poincaré-Bendixson implica que
a(p) y w(p) son drbitas cerradas, pues no existen puntos de equilibrio. Pero por
otro lado, a(p) y w(p) no pueden ser ambas iguales a u. Luego, uno de estos
conjuntos estd contenido en Int(u), lo que es una contradiccién, pues implica que
deben existir puntos de equilibrio en Int(u); la idea se ilustra en la figura . [ |
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Figura 7.25: No existe ninguna érbita cerrada de I' contenida en Int(u).

Ejemplo 50 La ecuacién diferencial no lineal 2”4 z* + 3 = 0 no tiene soluciones
periédicas. En efecto, el sistema asociado en R? es

/
r =Y,
X :
{yl—IA—S,

el cual no tiene puntos de equilibrio.

7.4. Ejercicios

1. Determine todos los conjuntos a-limite y w-limite del siguiente sistema pla-
nar dado en coordenadas polares (r,0) € 2 = (0,00) x [0, 27):

o= r—1,
X'{Q’ = 1—cos(0).

Ademads dibuje un bosquejo suficientemente claro del retrato de fase del
sistema. Justifique sus razonamientos.

2. Encuentre todos los conjuntos a-limite y w-limite del sistema nolineal planar

T = —y+x\/x2+y281n<1/\/x2+y2),
y = x+y\/x2+y281n(1/\/x2—l—y2>,

para 2 + y2 75 0. Sugerencia: Considere coordenadas polares.
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3. Para cada uno de los siguientes sistemas, identifique todos los puntos que
estan en un conjunto w-limite o a-limite.

a)r'=r—r% 0 =1
b)r—r —3r2+2r, 0 =1.
)7" sin(r), 0’ = 1.
)

x' = sin(x) cos(x), y

[

/

d

= — cos(x) cos(y).
4. Si se sabe que el origen es el inico punto de equilibrio de la EDO
v = y—ad+ua,
X po_ 3
y = —r—y +y,
demuestre que este sistema posee al menos una érbita periddica.

5. Considere el sistema
i = z(1—2%—19?),
yo= y2-at -y
Demuestre que el conjunto W = {(x,y) € R? : 22 +¢y*> > 1/2, 2" + ¢y* < 3}
contiene al menos una orbita periddica.

6. Considere la ecuacion de un oscilador mecanico de la forma:
T+ F(x,2)t 4+ 2 =0,

donde F(x,3) <0sir <a,y F(x,#) > 0sia <r <b, conr’®=uax?+ i
Demuestre que existe al menos una solucion periddica si a < r < b.

7. Considere el sistema,
i = x—y—x(x®+ 5y?),
y = v+y—yla®+y°).
a) Clasifique la estabilidad del equilibrio en el origen.

b) Reescriba el sistema en coordenadas polares, usando rr = z% + yy y
0 = (xy — yi)/r?.
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¢) Determine el circulo de radio maximo 1, centrado en el origen tal que
todas las trayectorias posean componente radial apuntando hacia afuera
del circulo.

d) Determine el circulo de radio minimo r9, centrado en el origen tal que to-
das las trayectorias posean componente radial apuntando hacia adentro
del circulo.

e) Pruebe que el sistema posee un ciclo limite contenido en la regién atra-
padora r; <r < r9.
8. Considere el sistema
b= ooy (a4 P,
g o= v+y—(@*+ 37y
Demuestre que el conjunto W = {(z,y) € R* : 2% +¢* > 1/4,2% + > < 4}

contiene al menos una orbita periddica.

Sugerencia: Considere un razonamiento similar al ejercicio anterior.



Capitulo 8

Otros criterios para detectar o descartar
soluciones periodicas

Supongamos que tenemos una fuerte sospecha de que un sistema no lineal —
probablemente proveniente de alguna aplicacién— posee una solucién periddica
(o que no posee ningunal). ;Cémo podemos probar o descartar esto? Aunque
en sistemas bidimensionales podemos ocupar el teorema de Poincaré-Bendixson,
normalmente es dificil decidir esta cuestiéon. En esta seccion presentamos algu-
nas técnicas adicionales para descartar la presencia de ciclos o para probar su
existencia.

8.1. Sistemas gradientes
Supongamos que una EDO se puede escribir de la forma

r=-VV(zx),

para alguna funcién escalar V' : R” — R diferenciable. Un sistema de este tipo se
dice un sistema gradiente con funcion potencial V.

Teorema 23 Los sistemas gradientes no poseen orbitas cerradas.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe una orbita cerrada. Obtendremos
una contradiccién al considerar el cambio AV en V después de un circuito. Por

160
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un lado, AV = 0 al completar un ciclo a lo largo de la érbita cerrada. Sin embargo,
por otro lado, si T' es el periodo del ciclo, entonces

TdV T T
AV:/ —dt:/ (VV-i)dt:—/ ||&]|2dt < 0,
o dt 0 0

a menos que x = 0, en cuyo caso la 6rbita es un punto de equilibrio. Esta contra-
diccién muestra que no pueden haber orbitas cerradas en sistemas gradientes. ll

Ejemplo 51 Demuestre que no hay oérbitas cerradas en el sistema
T =sIny, Yy = T Ccosy.

El sistema es un sistema gradiente con funcién potencial V(z,y) = —xsiny.
Luego, por el teorema anterior, no hay oérbitas periodicas.

Incluso si un sistema no es un sistema gradiente, algunas técnicas similares
igual podrian funcionar. Por ejemplo, podemos examinar el cambio en una funcién
tipo energia después de un circuito alrededor de la supuesta orbita periédica y
llegar a una contradiccion.

Ejemplo 52 Demuestre que el oscilador con amortiguacién no-lineal
i+it+z=0

no posee orbitas periodicas.

Supongamos que hay una solucién periédica x(t) de periodo T'. Consideremos
la funcién energia E(x, 1) = %(372 +12). Después de un ciclo,  y & regresan a sus
valores originales y, por lo tanto, AE = 0 alrededor de una érbita cerrada.

Por otro lado, AF = fOT Edt. Si podemos mostrar que esta integral es no-nula,

hemos llegado a una contradicciéon. Notemos que

E=i(r+i)=i(-i%) = —i' <.

Por lo tanto, AF = — OT

z(t) es un punto de equilibrio. Luego, no hay soluciones periddicas.

i*dt < 0, donde la igualdad se cumple sélo si la érbita
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8.2. Criterio de Dulac

El segundo método para descartar érbitas periddicas se basa en el teorema de
Green y se conoce como criterio de Dulac.

Teorema 24 Sea = f(x),z € Q C R?, un campo de vectores diferenciable
definido en un dominio 0 simplemente conexo del plano. Si existe una funcion
escalar g : 2 — R diferenciable tal que V- (g) no cambia de signo en 2, entonces
no existen orbitas cerradas enteramente contenidas en §2.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe una érbita cerrada C' enteramente
contenida en la regién 2. Denotemos por A a la region encerrada por C'. Entonces
el teorema de Green nos da

//V-(gx')dxdy:fgi-nds,
A C

donde n es un vector normal exterior a C' y ds es el elemento diferencial de
longitud de arco. Si la funcién escalar V - (¢g2) no cambia de signo en €2, entonces
la integral ffAV - (g2) dxdy # 0. Sin embargo, & - n = 0 en cada punto de C,
luego ¢, gi-nds=0. W

OBSERVACION. No existe un algoritmo para hallar la funcién g(z) apropiada en

cada caso. Algunos candidatos que ocasionalmente funcionan son g(x,y) = 1,

9(x,y) = xalyba g(z,y) =y g(x,y) =e™.

Ejemplo 53 El sistema & = 2(2 — 2 — y), ¥ = y(4x — 2% — 3) no posee 6rbitas
cerradas en el primer cuadrante. La razén es que si escogemos g(x,y) = x—ly,
entonces

0 0 1

V(g (e.0) = 5(0d) + 5 (0) = <0

Dado que el primer cuadrante del plano es simplemente conexo y g y el campo
de vectores f satisfacen los requisitos de diferenciabilidad, el criterio de Dulac
implica que no hay orbitas periddicas en el primer cuadrante.
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8.3. Ecuaciones de Liénard

En la primera mitad del siglo XX hubo un gran interés en la investigacion de
oscilaciones no-lineales motivadas por la radio y tecnologias de tubos de vacio.
Se descubriéo que muchos circuitos eléctricos oscilatorios usados en las primeras
radios se podian modelar por ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden
de la forma

i+ g(u)i+u =0, (8.1)

conocida ahora como una ecuacion de Liénard. Esta ecuacién es, a su vez,
una generalizacién del oscilador de van der Pol Z + ¢(z* — 1) + 2 = 0 que men-
cionaremos en el ejemplo [54l También se le puede dar a (8.1]) una interpretacién
mecanica como la ecuacién de movimiento de una masa unitaria sujeta a una fuer-
za de amortiguacién —g(u)u y a una fuerza restauradora (normalizada) h(u) = u
que actia como un resorte ordinario.

La ecuacion de Liénard es equivalente al sistema planar

{ Z z Zi71 —g(u)v. (8.2)

El siguiente teorema establece que este sistema posee un unico ciclo limite estable
bajo ciertas condiciones.

Teorema 25 (Liénard) Considere la ecuacion de Liénard dondeg : R — R
es de clase C1 y satisface las siquientes condiciones:

1. G(u) = [, g(s)ds es una funcién impar; es decir, G(—u) = —G(u).

2. G(u) — o0, si u — oo y existe § > 0 tal que si u > [ entonces G es positiva
y creciente.

3. Eziste o > 0 tal que G(u) <0 510 < u < a.

Entonces tiene una solucion periodica.

Este resultado no parece descabellado. Las suposiciones sobre g(z) implican
que el amortiguamiento es negativo para desplazamientos |z| pequenos y positivos
para |z| grandes; es decir, provoca que las oscilaciones de gran amplitud decaigan,
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pero las potencia si se vuelven demasiado pequenas. Luego, no es sorprendente
que el sistema tienda a asentarse en una oscilaciéon auto-sostenida de amplitud
intermedia.

Por otro lado, no es dificil probar que si o = 3, entonces admite una
Unica orbita periddica, la cual, necesariamente es estable.

Ejemplo 54 El oscilador de van der Pol Z+¢(2*—1)2+x = 0 (donde € > 0) tiene
un tinico ciclo limite y es estable. En este caso g(x) = e(2? — 1), y las condiciones
(1)-(3) del teorema de Liénard se satisfacen. Para chequear la condicién (3),
notemos que

Glz) = e (%x?’ - x) _ %ex(mQ _3),

Luego, la condicién (3) se satisface para o = 8 = v/3 y el ciclo limite es tinico y
estable.

Aqui, el término g(r) = e(x® — 1) actiia como un amortiguamiento positivo
ordinario para |z| > 1 (se disipa energfa), pero como un amortiguamiento nega-
tivo para |r| < 1 (se gana energia). De esta forma, el sistema eventualmente se
asienta en una oscilacion auto-sostenida donde la energia disipada sobre un ciclo
se “equilibra” con la energia recibida. A modo de ilustracion, la figura[8.1 muestra
una solucién en el plano de fase y la grafica de x(t) vs t. Notemos que el ciclo
limite al cual converge la 6rbita no es un circulo y la forma de la serie temporal
z(t) no es sinusoidal. Esta solucién fue obtenida al integrar numéricamente la
ecuacion de van der Pol para e = 1,5 empezando desde el punto (z, %) = (0,5,0)
ent = 0.

DEMOSTRACION TEO. DE LIENARD. La ecuacién de Liénard es equivalente
al sistema
v = v—Gu
{ . (), (8.3)
v = —u,

donde (u,v) se conocen como coordenadas de Liénard. En efecto, derivando u =
v — G(u) a ambos lados se obtiene (8.1)).
Se comprueban facilmente las siguientes propiedades:

a) El tnico punto de equilibrio de (8.3)) es el origen (0,0) pues G(0) = 0.
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WA WA\
7 vrUA

+-3
Figura 8.1: La ecuacién de van der Pol tiene una tinica solucién periédica estable.

b) Se ve de (8.3) que toda solucién (u(t),v(t)) es tal que u(t) es creciente si
v(t) > G(t), y u(t) es decreciente si v(t) < G(t). Ademas, v(t) es decreciente
si u(t) > 0 y creciente si u(t) < 0.

¢) Ademas, el campo (v — G(u), —u) dado por (8.3) es horizontal en {u = 0}
(eje v) y vertical en la curva v = G(u).

Se sigue que la solucion de que pasa por el punto A = (0,vg), con vy > 0
suficientemente grande, tiene una 6rbita con arco ABC'D como en la figura [8.2]

Notemos ademas que las soluciones de son invariantes por reflexiones
(u,v) = (—u, —v), es decir, (u(t), v(t)) es solucién de siy solosi (—u(t), —v(t))
también lo es. Este hecho es consecuencia de que G es una funcién impar. Por lo
tanto, si conocemos un arco de trayectoria ABC'D como en la figura[8.2], entonces
su reflexion con respecto al origen también es un arco de trayectoria. En parti-
cular, si A = (0,v9), D = (0,—v1) y v1 < v, entonces la semidrbita positiva que
pasa por A estara acotada y, de hecho, estara contenida en la region delimitada
por la curva de Jordan J formada por:

m el arco ABECD,
= su reflexion con respecto al origen,

= v los segmentos del eje v que unen a los extremos de estos arcos; ver figura (8.3
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Figura 8.2: La solucién de (8.3)) que pasa por el punto A = (0,vp), con vy > 0 suficientemente grande, tiene una

Orbita con arco ABCD.

A continuacién probaremos que si vy > 0 es suficientemente grande, entonces
v1 < v, y el conjunto w(A) estda contenido en la regién limitada por J. Luego,
verificaremos que el origen es un equilibrio repulsor de y, entonces, w(A) #
{(0,0)}. Por el teorema de Poincaré-Bendixson, w(A) debe ser una 6rbita cerrada.

Esto terminara la demostracion.

Consideremos la funcion
1

R(u,v) = §(u2 + v?).
Para una solucién v = u(t), v = v(t) de (8.3)) tenemos
dR _dRdu  dRdv

zﬁj(u(t)av(t))-—';i;'dt T
=u(v — G(u)) — uv
= —u(t)G(u()).

De la figura [8.2] se tiene

2 ABECD

Lk - v3) = R(D) — R(A) = / dR.

(8.4)

(8.5)
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()

Figura 8.3: Si A = (0,v9), D = (0, —v1) y v1 < v, la semiérbita positiva que pasa por A estard contenida en la
regién delimitada por la curva de Jordan J.

Probaremos que la expresién en (8.5)) es negativa para vy suficientemente grande.
Ocupando (8.3) v (8.4), la integral de linea en (8.5)) se puede expresar como

/ dR = ( / + / ) dR + / dR
ABECD A Jebp BEC
_ / N / ardt o / dredt
Bl AB CD dt du BEC dt dv
(/ / ) —uG(u du+/ G(u)dv.
A Jep (w) BEC

Las dos primeras integrales tienden a cero monétonamente cuando vy — oo, pues
el denominador v — G(u) — oo uniformemente. Por lo tanto, si vy > 0 es sufi-
cientemente grande, la contribucién de las dos primeras integrales es despreciable
para el valor (y el signo) de (8.5]).

Sea F un punto cualquiera en el eje u entre (5,0) y E como en la figura 8.2]
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y definamos

Entonces

—p(vg) = G(u)dv

CEB

> /EK G(u)dv,

pues G es positiva para v > . Mas ain, como G es creciente para u > 3, se sigue
que todos sus valores a la derecha de F' son mayores que d(F, J), donde d(F, J)
es la longitud del segmento F'J (y la altura del punto J). Luego,

/ G(u)dv > d(F,J) x d(F, K),

donde d(F, K) es la distancia entre 'y K.

Como d(F, K) — 0o si vy — 00, entonces ¢(vg) — —oo si vy — oo. Por (8.5)),
v? < v}, si vy es suficientemente grande. Por lo tanto, w(A) estd en una regién
encerrada por la curva de Jordan .J.

Por 1ltimo, si 0 < |u| < «, por las hipdtesis 1 y 3 y por (8.4)), tenemos

dR
—H(t) = —u(t)Glu(t)) > 0.

Luego, R(u(t),v(t)) = 5(u?(t)+v*(t)) es creciente a lo largo de las trayectorias de

(8.3) en una vecindad de (0,0). Por lo tanto, el origen es el conjunto a-limite de
todo punto en una vecindad del (0, 0); esto es, el origen es un equilibrio repulsor. B

8.4. Ejercicios

1. Verifique si las siguientes ecuaciones diferenciales poseen soluciones periodi-
cas o no:

a) " + (2° — %)’ + 2 = 0.

b) 2 — (/)2 — (1+22) = 0.
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Sugerencia: Use el Teorema de Lienard o el teorema sobre existencia de puntos de equilibrio.

2. Demuestre que el sistema siguiente no tiene érbitas periddicas:
{x' = 2z —2° —y'x,
L 3 2
Yy = 9y —yxr,
con (z,y) € R~

3. Sea f: R — R una funcién diferenciable, tal que f(0) = f(1) =0, f(z) >0
para 0 <z < 1, f/(0) >0,y —1 < f/(1) < 0. Demuestre que el sistema

{ o=y
no posee ciclos limite.

4. Sea X = Vf, donde f es una funcién de clase C", r > 2, definida en un
abierto 2 C R".
a) Demuestre que X no posee érbitas periddicas.

b) Si X tiene puntos de equilibrio aislados, demuestre que para todo p € €2,
el conjunto w-limite de p es, o bien, vacio o un punto de equilibrio.

Sugerencia: Si p(t) es una trayectoria de X, note que %(go(t)) > 0, es decir, f o es creciente.

5. Demuestre que todos los campos de vectores en R son sistemas gradiente.
;. Es verdad lo mismo en campos vectoriales definidos en el circulo S'?
6. Seat = f(x,y),y = g(x,y), un campo de vectores suave definido en el plano.
0 0
a) Si este es un sistema gradiente, demuestre que —f = _g.
Jdy Ox
b) ;Es cierto el reciproco de (a)?
7. Encuentre la funcion potencial V' para los siguientes sistemas gradiente.

a) & =1y>+ycosx, = 2xy + sinx.

b) & =32 —1—e¥, §y=—2re%,
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8. Para cada uno de los siguientes sistemas, decida si es un sistema gradiente.
Si es asi, encuentre V.

a) & =y+ 2%y, y=—z+ 2xy.
b) & =2z, y=8y.
¢) &= —2xe” TV g = —2ye V.
9. (Criterio de Bendixson) Sea X = (X1, X3) un campo de clase C! en Q C R?,
donde €2 es un conjunto abierto y simplemente conexo. Si se satisface que
00X, 0X
V-X =divX = —— + =— #0,
35[!1 8m2
para todos los puntos de €2, demuestre que X no tiene érbitas periddicas
en ). Sugerencia: Suponga que ~y es una érbita periédica y aplique el teorema de la divergencia

al conjunto encerrado por 7.

10. Si el dominio © C R? no es simplemente conexo, entonces la conclusién del
criterio de Dulac ya no es valida. Encuentre un contraejemplo.



Capitulo 9

Sistemas conservativos

Los sistemas conservativos son un tipo especial de sistemas de ecuaciones di-
ferenciales. Tienen la propiedad de que sus orbitas estan contenidas en conjuntos
de nivel de ciertas funciones. Por ello, si uno logra identificar dichas funciones, es
posible construir el retrato de fase global del sistema.

La idea de un sistema conservativo es la misma que en Fisica. Las ecuaciones
diferenciales pueden representar las ecuaciones de movimiento de un cuerpo sobre
el cual actia una fuerza conservativa. Por ejemplo, expresemos la Segunda Ley

de Newton como
mi = F(x), (9.1)

donde m es la masa del cuerpo, x(t) representa su posicion y F(zx) es la fuerza

actuando sobre el cuerpo en la posicion x. En este caso, asumimos que F' es

independiente de la velocidad ¢ y el tiempo t. Luego, en este sistema no hay

friccion o amortiguamiento, y no hay fuerzas externas. Esto quiere decir que no

hay disipaciéon de energia por el roce ni un incremento de energia por causas

externas: el sistema es conservativo y, en particular, la energia total se conserva.
Sea V(x) la energia potencial, la cual viene dada por

av

Flx) = ——
(2) = ——
o equivalentemente
. dV
mi + — = 0.
dx

171
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Multiplicando esta ecuacion por = y ocupando la regla de la cadena obtenemos

.. .dV d (1
my:;x+x%—0 = %<§mx -I—V(x))—O,

donde {
E(x, i) = §mx'2 + V(z)

es la energia total del sistema. Por lo tanto, en el sistema (9.1]) la energfa total es
constante en el tiempo a lo largo de cada solucién. La energia E es también lla-
mada cantidad conservada, constante de movimiento o primera integral de (9.1]).

Definicién 30 Consideremos el campo de vectores X : Q — R", de clase C*.

Supongamos que el sistema de ecuaciones & = X (x) posee una cantidad conser-

vada, esto es, existe una funcion E : Q — R, de clase C', no constante en todo

conjunto abierto, tal que es constante a lo largo de las trayectorias z(t) de X, o
dE

sea, %2 (x(t)) = 0. Entonces & = X(x) se dice un sistema conservativo.

En esta definicién decimos que E es una funcién que no es indénticamente
constante. En cambio, al restringirla a cualquier solucion del sistema, no cambia su
valor, el cual viene determinado por la condicién inicial E(z(t)) = E(z(0)) = cte
para todo t € I, en el intervalo maximal de definicion.

Proposicion 10 Un sistema conservativo no posee puntos de equilibrio atracto-
res.

DEMOSTRACION. Supongamos que z* es un equilibrio atractor. Sea p € € tal
que (t,p) — x*, con p en una vecindad V(z*) de z*. Por continuidad, E(z*) =
E(p), pues la cantidad E es constante a lo largo de la trayectoria ¢(t,p) para
t — 0o. Como p era un punto arbitrario en V' (z*), entonces E(x) = cte para todo
punto z € V(z*), lo que es una contradicciéon. B

Si no hay puntos de equilibrio atractores, entonces aplicando el mismo argu-
mento para t — —oo, tampoco pueden haber equilibrios repulsores. ;Qué tipo de
equilibrios pueden ocurrir? Solo quedan sillas y centros como posibilidades.
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Ejemplo 55 Consideremos el sistema ((9.1) con una masa m = 1 moviéndose en
un doble potencial

Lo, 14
Luego, la fuerza es F(z) = —dV/dx = x — 2°, y la ecuacién de movimiento viene
dada por
i=x—

Este sistema representa, por ejemplo, una masa unitaria sujeta a un resorte con
una fuerza de restauracién no lineal z — 23 y sin roce.
Reescribiendo la ecuaciéon diferencial de segundo orden como un sistema de

X:{afzy, 3
y = v —x°.

Los equilibrios del sistema estan en (0,0) y (£1,0). La linealizacién viene dada

por
0 1

En (0,0) se tiene detDX (0,0) = —1 < 0; luego, el origen es un punto silla. Por
otro lado, trDX(£1,0) = 0, detDX(+1,0) = 2; luego los puntos (£1,0) son
equilibrios no hiperbdlicos de X. Notemos que en la linealizaciéon de X, (£1,0)

ecuaciones obtenemos

son centros, pero, en general, esto no significa que también lo sean para el sistema
no lineal X pues no es posible aplicar el teorema de Hartman-Grobman (!).

Como el sistema es conservativo, la energia total se preserva a lo largo de las
6rbitas de X. Asimismo, la ecuacién E(x,y) = C representa la curva de nivel C'
de la funcion energia. Por lo tanto, las érbitas de X deben estar contenidas en
las curvas de nivel de F.

En este caso, la energia total es E(x,y) = %yQ— %xQ—l—ix‘l. La figura|9.1| muestra
el retrato de fase resultante al graficar las curvas de nivel de E. Para chequear

la orientacion de las orbitas basta pararse en un punto arbitrario —por ejemplo,
en el eje y positivo— y ver el sentido del campo X en ese punto; el resto de las
orientaciones se obtiene por continuidad.

Tenemos que (0, 0) es un punto silla, y (+1,0) son ambos centros rodeados por
orbitas cerradas pequenas. También hay orbitas periddicas de mayor amplitud que
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Y
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x? + L4,

Figura 9.1: Las érbitas de X estén contenidas en las curvas de nivel de E(z,y) = 3y* — i

1
2

rodean a los tres equilibrios.

Por lo tanto, las érbitas tipicas son periddicas, excepto por los puntos de
equilibrio y por las érbitas que conectan el origen consigo mismo para t — +00;
estas soluciones especiales se llaman orbitas homoclinicas.

Podemos interpretar cada una de estas soluciones al observar el grafico de la
funcién energfa en la figura 9.2l En cada altura fija z = F(z,y), la energfa es
z = cte. A mayor altura, el movimiento del sistema masa-resorte corresponde a
oscilaciones con mas energia; si la altura decrece, se tienen oscilaciones de menor
energia. Los centros ocurren en los valores minimos locales de la funcién energia.
(Esto es fisicamente plausible, pues uno espera que tanto estos equilibrios estables
como las pequenas oscilaciones ocurran en el fondo de cualquier pozo potencial,
sin importar su forma). Mientras que las 6rbitas homoclinicas se encuentran al
mismo nivel de energia que el origen, i.e., el equilibrio en reposo. Esto es en
realidad un resultado mas general, el cual se presenta a continuacion.

Proposicién 11 Considere el sistema & = f(z), v € R?, f de clase C'. Supon-
gamos que existe una cantidad conservada E(x) y suponga que x* es un equilibrio
aislado. Si x* es un minimo local de F, entonces todas las orbitas suficientemente
cercanas a x* son cerradas.

IDEA DE LA DEMOSTRACION. Dado que E es constante a lo largo de las
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Figura 9.2: El gréfico de la funcién energfa corresponde a una superficie z = E(x,y). A mayor altura, el
movimiento del sistema masa-resorte corresponde a oscilaciones con mas energia; si la altura decrece, se tienen
oscilaciones de menor energia.

Orbitas, cada trayectoria estd contenida en algin nivel de E. Cerca de un maximo
o minimo local, los contornos (o niveles) son cerrados. (No probaremos esto, pero
la figura deberia bastar para convencerse.) La tinica pregunta que falta es si la
orbita de verdad se cierra o si se “detiene” en algin punto de equilibrio ubicado
en la misma curva de nivel. Pero como asumimos que x* es aislado, no pueden
haber puntos de equilibrio en niveles suficientemente cerca de x*. Luego, todas
las orbitas en una vecindad suficientemente pequena de x* son 6rbitas cerradas,
y por lo tanto z* es un centro. B

A pesar de que los centros son comtunmente muy delicados y “fragiles” ante
perturbaciones (al ser equilibrios no hiperbdlicos), la proposicién anterior nos dice
que ellos son mucho mas robustos cuando el sistema es conservativo.

. Qué pasa si el sistema sufre una disipacién de energia producto del roce o
amortiguamiento? En tal caso, la energia total ya no se preserva, y el sistema deja
de ser conservativo. En el ejemplo anterior, la ecuacion de movimiento queda de
la forma

P40t —a—x=0,

o en forma equivalente como un sistema de ecuaciones diferenciales de primer
orden:
Tr =
X(S . . & 3
y = x—x° — 0y,

donde ¢ > 0 es un coeficiente de amortiguacion.
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Si ahora comparamos las curvas de nivel de la funcién E(z,y) = 3y°— 527+ 12
con el campo de vectores X5, vemos que el campo “desciende” a través de las
curvas de nivel; ver figura [9.3] En efecto, calculando la tasa de cambio de la
energia F restringida a una érbita de X tenemos:

G BEO.00) = 5+ 2y
= (—z+2°)y +y(r —2* — dy)
= —0y? < 0.

Y

o
N N v

Figura 9.3: Para el sistema masa-resorte amortiguado, la energia E decrece a lo largo de las érbitas y ya no se
preserva.

En otras palabras, la energia E decrece a lo largo de las érbitas y ya no se
preserva. Es decir, las orbitas atraviesan las curvas de nivel de E en direccion
decreciente de la energia.

Como F es ahora una funcién decreciente a lo largo de las trayectorias, éstas
ultimas deben converger para t — oo a puntos donde E alcanza sus minimos
locales, i.e., los equilibrios (+1,0). Como consecuencia, los centros del caso con-
servativo (0 = 0) ahora son equilibrios atractores (!) en el caso disipativo (§ > 0).
El retrato de fase resultante es como el de la figura 9.4} Notemos que ademés han
desaparecido todas las orbitas peridodicas.

Para 0 > 0 pudimos decidir la estabilidad local de los equilibrios (+1,0) sim-
plemente argumentando que las trayectorias avanzan en sentido decreciente de la
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funcion energia F convergiendo asi a puntos de equilibrio (por ende, atractores)
que corresponden a minimos locales de E. Esta es, de hecho, una técnica clasica
que volveremos a revisitar en el siguiente capitulo.

Y

Figura 9.4: Retrato de fase del sistema masa-resorte amortiguado. El sistema ya no es conservativo, sino que
disipativo.

9.1. Ejercicios

1. Encuentre una cantidad conservada para el sistema & = a — e*, y bosqueje
el retrato de fase para a < 0,a =0, y a > 0.

2. Considere el sistema & = —y, ¥ = v — 2°.
a) Encuentre todos los puntos de equilibrio y clasifique su estabilidad en el
sistema linealizado.

b) Muestre que las trayectorias del sistema no-lineal estan contenidas en la

familia de curvas ;

x2+y2—%:C,

donde C es una constante.



Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Sistemas Dinamicos — Pablo Aguirre 178

c) Bosqueje estas curvas y muestre que el sistema no-lineal y su linealizacién
poseen retratos de fase cualitativamente equivalentes en el origen. ;Por
qué no habria sido posible deducir esta conclusion a partir del teorema
de Hartman-Grobman?

3. Considere el sistema & = zy, y = —2°.

a) Muestre que E = 2 + y? es una cantidad conservada.

b) Muestre que el origen es un punto de equilibrio, pero no es un equilibrio
aislado.

c) Dado que F tiene un minimo local en el origen, uno podria pensar que
este equilibrio es un centro. Pero esto seria un mal uso de la proposicion
11: el resultado no se aplica aqui pues el origen no es un equilibrio aislado.
Muestre que, de hecho, el origen no estd rodeado de érbitas cerradas, y
bosqueje el retrato de fase.

4. La ecuacion relativista para la érbita de un planeta alrededor del sol es

d*u N Lo

— 4+ u = a-+ eu’,

d6?
donde w = 1/r, y (r,0) son las coordenadas polares del planeta en su plano
de movimiento. El parametro a es pequeno y se puede determinar explicita-
mente de la mecdnica Newtoniana cldsica; el término eu? es la correcién de

Einstein. Aqui, € es un parametro positivo muy pequeno.

a) Reescriba la ecuacién como un sistema en el plano de fase (u,v), donde

v = du/db.
b) Encuentre todos los puntos de equilibrio del sistema.

¢) Muestre que uno de los puntos de equilibrio es un centro en la linealiza-
cion del sistema. ;Fs un centro no-lineal? Sugerencia: Puede usar herramientas

analiticas y computacionales.

d) Muestre que el punto de equilibrio hallado en (c) corresponde a una
orbita planetaria circular.
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5. Considere un planeador volando a una velocidad v en un angulo 6 con la ho-
rizontal. Su movimiento esta gobernado aproximadamente por las ecuaciones

adimensionales
{ v = —sinf — Duv?

vl = —cosf+ 2

donde los términos trigonométricos representan los efectos de la gravedad y
los términos v? representan los efectos aerodindmicos de arrastre (drag) y
sustentacion (lift).

a) Suponga que no hay arrastre (D = 0). Muestre que E(v, ) = v3—3v cos 6
es una cantidad conservada. Bosqueje el retrato de fase en este caso.
Interprete sus resultados fisicamente. ; Cémo luce la trayectoria de vuelo
del planeador?

b) Investigue el caso de arrastre positivo (D > 0).



Capitulo 10

Teoria de estabilidad de Lyapunov

En sistemas no lineales auténomos de la forma 2’ = f(z) tenemos una nocién
de estabilidad de puntos de equilibrio y érbitas periédicas. En particular, en
el caso hiperbdlico, contamos con el teorema de Hartman-Grobman para decidir
sobre la estabilidad de puntos de equilibrio en base a su linealizaciéon. En palabras
simples, vimos que una solucién z*(t) (de equilibrio o periédica) de una EDO z’ =
f(x) es atractora si cualquier otra solucién cercana z(t) = z*(t) £ ev(t), con € > 0
pequeno, se aproxima a x*(t) cuando ¢ — oo. La funcién v(t) puede entenderse
como una “perturbacién” de la solucién z*(¢). Si la perturbacién v(t) — 0 a
medida que t — oo, entonces x(t) — x*(t) y x*(t) es estable. Esta nocién puede
generalizarse para trayectorias arbitrarias del sistema, incluso si la EDO es no
auténoma.

Consideremos el sistema

= f(t,x), (10.1)

con f:Q — R" continua, y {2 C R x R” un abierto.

Definicion 31 Sea ¢(t) una orbita de definida para t > 0. Decimos que
©(t) es estable si para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que si Y(t) es otra solucion
de (10.1)) con [1(0) — ¢(0)| < 9, entonces ¥(t) estd definida para todo t > 0 y
[0(t) — @(t)| < €, para todo t > 0.

Si ademds, existe d1 tal que |1(0) — o(0)] < 01 implica que

Jim [6(t) = ¢(6)] =0,
entonces ¢ se dice asintoticamente estable.

180
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La idea de estas definiciones se ilustra en las figura [I0.1]. Si una solucién ¢
es estable, entonces toda otra solucién inicialmente vecina se mantiene siempre
cerca de . Si ademas, las orbitas vecinas convergen en el largo plazo a nuestra
soluciéon ¢, entonces decimos que ¢ es asintéticamente estable.

R" oOrbita estable

RTL

Orbita asintoticamente estable

<
|
= €
—~
S
~—
Y
~

Figura 10.1: Ejemplo de una 6rbita estable (arriba) y una asintéticamente estable (abajo).

Definicién 32 Un punto de equilibrio zy de un sistema auténomo x' = f(x),
xr € Q CR", esestable st para toda vecindad U de xq, existe otra vecindad Uy de
xg tal que toda solucion ¢(t) con p(0) € Uy estd definida en U para todo t > 0.
Si ademds limy_,o p(t) = xo (achicando Uy si es necesario), entonces g es
localmente asintéticamente estable. Si ademds la convergencia de este limite
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es valida para toda solucion ¢(t) en §2, xg se dice globalmente asintéticamente
estable.

La figura ilustra esquematicamente las nociones de estabilidad y estabili-
dad asintética de un punto de equilibrio.

U U
>
%
equilibrio estable equilibrio asintoticamente estable

Figura 10.2: Ejemplos esqueméticos de un equilibrio estable (izquierda) y uno asintéticamente estable (derecha).

Ejemplo 56 Consideremos el sistema lineal 2’ = Az, x € R" donde A tiene
todos sus valores propios con parte real negativa. Entonces, por lo visto en el
capitulo 2, el origen es un atractor y ademas existen constantes K, ;1 > 0 tales que
let| < Ke™#* para todo t > 0. Luego, el origen de R" es un punto de equilibrio
asintOticamente estable de ' = Ax. De hecho, es globalmente asintéticamente
estable (;Por qué?).

Ejemplo 57 Sea 2’ = Az un centro en R?. Luego, 0 € R? es un equilibrio estable
pero no asintéticamente estable. En efecto, toda solucién ¢(t) con ¢(0) en una
vecindad U de 0, permanece en U para todo t > 0, pero ¢(t) no converge a 0
para t — 00.
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10.1. El criterio de Lyapunov

Consideremos el sistema auténomo

0= flu), (10.2)

con f:Q — R" de clase C! en un abierto Q C R™. Denotemos por ¢.(t) a la
solucién de ((10.2]) que pasa por ¢, (0) = x € Q.

Sea V : {2 — R una funciéon diferenciable. Calculemos la tasa de cambio de V'
restringida a lo largo de la solucion ¢,. Por la regla de la cadena, tenemos

d d

=V (@x(t)) = DV (a(1)) - 0u(2),

donde DV (z) es la matriz jacobiana de V. Dado que %y, = f(¢,), entonces

CV (oul0) o = V(@) = DV() [(a), z=p0) Q. (103)

De esta manera, interpretamos ([10.3]) como la tasa de cambio de V' en el punto

x €  alo largo de la solucion ,.

Definicién 33 Sea xy un punto de equilibrio de (10.2). Una funcién de Lya-
punov para xy es una funcion V : U — R diferenciable definida en un abierto U
de xo que satisface:

a) V(xog) =0, V(x) > 0, para todo x # xy; es decir, V es definida positiva.
b) V<0enU.
Una funcion de Lyapunov se dice estricta si ademds

¢)V<0enU\{x}.

La figura muestra una ilustraciéon de una funcién de Lyapunov estricta.
Los valores de V' “descienden” hasta xy. De esta manera, las trayectorias de
se mueven monétonamente “bajando” por la grafica de V(x) hacia zg. Es
la misma situacién encontrada en el ejemplo al final del capitulo anterior (!).
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RTL

An//

Figura 10.3: Las soluciones de ([10.2) atraviesan las curvas de nivel de la funcién de Lyapunov estricta V en
direccién “descendente”, es decir, disminuyendo los valores de V.

Teorema 26 Sea xg un punto de equilibrio de (10.2). Si existe una funcion de
Lyapunov para xy, entonces xqy es estable. St la funcion de Lyapunov es estricta,
To es asintoticamente estable.

Notemos que este criterio es méas general que el teorema de Hartman-Grobman,
pues es aplicable, en principio, al caso en que el equilibrio posea un valor propio
con parte real nula.

DEMOSTRACION. Sea V' : U — R una funcién de Lyapunov para zy. Dada la
bola cerrada

B={zeR": |x —x9| <0} CU,

el nimero m = min{V'(z) : |z — x| = 0} es positivo. Como V es continua, existe
una vecindad abierta U; de zp, contenida en B, tal que V(z) < m para todo
x € U;. Ademas, como V decrece a lo largo de las érbitas de , tenemos que
¢ (t) permanece en el interior de B para todo t > 0y x € Uy; ver figura [10.4]
Por lo tanto x( es estable.

Ahora supongamos que V' < 0 en U \ {zy}. Sean = € U; y {t,} una sucesién
creciente de reales positivos tales que ¢, (t,) — y € B, cuando t,, — oco. Notemos
que el limite de ¢, (t,) existe, pues B es compacto.
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Figura 10.4: Como V decrece a lo largo de las 6rbitas, tenemos que ¢, (t) permanece en el interior de B para
todot >0y x € Us.

Por continuidad, tenemos que V(p,(t,)) — V(y) v V(e(t)) > V(y), para
todo t > 0, debido al decrecimiento de V' a lo largo de las drbitas.

Supongamos que y # xo. Entonces, V(¢,(1)) < V(y) (de nuevo, por el decre-
cimiento de V' a lo largo de las soluciones). Entonces, para todo z suficientemente
proximo a y se tiene V(¢.(1)) < V(y), por continuidad. Luego, si n es suficien-
temente grande, @, (t, + 1) estd en una vecindad suficientemente pequena de y
tal que V(p,(t, + 1)) < V(y), lo que es una contradiccién. Por lo tanto, y = .
Como B es compacto, esto es suficiente para probar que z es asintéticamente
estable. Il

Ejemplo 58 Consideremos el sistema

i = —z+22(x+y)?
X . - | 2 3 )
y = -y +2y°(x +y),

con (z,y) € R% Se puede ver que el origen (0,0) es un punto de equilibrio aislado.
La linealizacién de X en (0,0) viene dada por la matriz jacobiana

DX@&%z(Blg),

la cual posee valores propios Ay = —1, Ay = 0. Por lo tanto, el origen no es un
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equilibrio hiperbdlico y no podemos aplicar el teorema de Hartman-Grobman
para determinar su estabilidad local.

Consideremos la funcién V(z,y) = (2% + y?), la cual cumple que V(0,0) =0
vy V(x,y) > 0 para todo (x,y) # (0,0). Ademas,

Vix,y) =zt +yy
= (2(z+y)* = 1) (2* + ).

Entonces V(z,y) < 0 en una vecindad de (0,0), excepto en (0,0). Luego, V es
una funcién de Lyapunov estricta para X en (0,0). Por el teorema anterior, el
origen es localmente asintéticamente estable.

Ejemplo 59 Consideremos el sistema

L2
wf o
y = —I,
con (z,y) € R2. De nuevo, el origen (0,0) es un punto de equilibrio aislado. La
linealizacién de X en (0,0) viene dada por la matriz jacobiana

DX(0,0) = <8 (1))

la cual posee ambos valores propios A2 = 0. Por lo tanto, nuevamente, el origen
no es un equilibrio hiperbdlico y no podemos aplicar el teorema de Hartman-
Grobman para determinar su estabilidad local.

Sea la funcién V (z,y) = tz'+3y?, la cual cumple que V(0,0) = 0y V(z,y) > 0
para todo (z,y) # (0,0). Ademas, V(x,y) < 0 en una vecindad de (0,0). En
efecto,

V(z,y) =2y — 2y?) + y(—2?)
— 23y — ahy? — 2By
= —z%y? <0.
Por lo tanto, V' es una funcién de Lyapunov para X en (0,0) (pero no estricta).
Por el teorema anterior, el origen es estable.
Notemos que, aunque no podamos decir en este momento que (0, 0) sea asintéti-
camente estable, esto no quiere decir necesariamente que no lo sea. En ese aspecto,
la funcién de Lyapunov hallada simplemente no es concluyente.
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Definicién 34 Sea zy un equilibrio asintéticamente estable de (10.2)). El conjunto
B(xg) ={x € Q: @,(t) = xg, sit — o0}
se dice la cuenca de atraccion de zy.

Notemos que B(xg) es un conjunto abierto en 2. Cuando ([10.2) representa
un sistema fisico, es importante determinar B(z(), pues este conjunto contiene
todas las condiciones iniciales que “evolucionaran” hasta acercarse al estado de
equilibrio xg.

Definicién 35 Un conjunto P C () se dice positivamente invariante para
(10.2) cuando para cada x € P, la solucién p.(t) estd definida y contenida en P
para todo t > 0.

Teorema 27 Sean xy un equilibrio de (10.2) y P C  una vecindad de g, com-
pacta y positivamente invariante. Sea V una funcién Ct tal que V< 0 en P\{xy}.
Entonces g es asintdticamente estable y P C B(xy).

DEMOSTRACION. Sea © € P y considere el conjunto w(x). Como P es cerrado
y acotado, tenemos que w(x) C P es no-vacio. Ademds, sabemos que w(z) es
invariante. Por otro lado, V' es constante en w(x). En efecto, como V' es continua,

lim V(‘Pm(tn)) - V(a),

n—oo

para toda sucesién {t,} de nimeros positivos tal que lim,_, ¢(t,) = a. Pero V'
decrece a lo largo de las soluciones ¢, (t), de donde

lim V(pr(tn)) = tlirglo V(@x(t))

n—oo

De esta forma, V(a) = V(b) para cualquier a,b € w(z), y V es constante en w(z).
Pero entonces V' = 0 en w(x), de donde w(x) = {zy}, lo que prueba el teorema. B

Ejemplo 60 Consideremos la ecuacion de Van der Pol multiplicada por —1:

. 3 .
XJ:{? - vy
Y L,
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con (z,y) € R2 El origen (0,0) es el tinico punto de equilibrio y la parte lineal
del sistema en (0,0) tiene valores propios con parte real < 0. Por lo tanto, (0,0)
es asintoticamente estable.

Consideremos la funcién V (z, y) = 3(z*+y?). Tenemos que V (z,y) = zi+yy =
—22(1 — z). Por lo tanto, 0 # |z| < 1 implica V(z,y) < 0. Sea 0 < r < 1y
definamos P = {(z,y) € R? : 22 + y* < r?}. Observemos que P es cerrado y
V < 0en P\{(0,0)}. Probaremos que P es positivamante invariante. Denotemos
z = (x,y) € P. Entonces V(z) < r/2. Como V decrece a lo largo de las 6rbitas
positivas en P, vemos que V(p.(t)) < r/2 para todo t > 0. Luego, ¢.(t) € P
para todo t > 0. Como 0 < r < 1 era arbitrario pero fijo, por el teorema anterior
concluimos que la bola abierta centrada en el origen y de radio 1 esta contenida

en la cuenca de atraccién de (0,0).

Definicién 36 Un punto de equilibrio de (10.2) se dice inestable cuando no es
estable.

Por ejemplo, si tenemos una EDO lineal 2/ = Az en R" donde la matriz A
tiene un valor propio con parte real positiva, entonces el origen es un equilibrio
inestable. El siguiente teorema de Cetaev nos entrega condiciones suficientes para
determinar la inestabilidad de un equilibrio. Sin pérdida de generalidad, asumimos
que el equilibrio en cuestion se ubica en el origen.

Teorema 28 Consideremos el sistema auténomo & = f(x), con f: D C R" —
R" de clase C. Sea U una vecindad suficientemente pequena del origen. Suponga
que existe una region abierta Q y una funciénV : Q — R, C*, con las propiedades:

1. El origen es un punto en la frontera de §2;
2.V=0en0QNU;
. V>0yV>0enQNnU.

Entonces el origen es un punto de equilibrio inestable.

IDEA DE LA DEMOSTRACION. La figura ilustra una situacién tipica des-
crita por el teorema. De la propiedad 1, existen puntos en €2 (y por tanto, en U)
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que estan arbitrariamente cerca del origen. De 2 y 3, ninguna 6rbita que comienza
en alguno de estos puntos en () puede cruzar la frontera de 2 en U pues V crece a
lo largo de las soluciones de & = f(x) en QN U. Luego, también debido a 3, estas
orbitas deben abandonar la vecindad U a través de €). Por lo tanto, el origen es
un punto de equilibrio inestable. Il

Figura 10.5: Idea esquematica de la demostracién del teorema

Ejemplo 61 Consideremos el sistema en R?

X T = x4+ ax®+ by + cy?;
gy = da?+exy+ [P
Es facil verificar que (0,0) es un punto de equilibrio. Sea V(z,y) = 22 — 3y y
definamos Q = {(z,y) € R?: 0 < |y| < x}. Podemos chequear que V > 0 en Q y
V =0 en 0. Ademés,

V(z,y) =2(2* + az® + (b — d)z’y + (c — e)zy® — fy?)

P
= 212 <1—|—ax—|—(b—d)y—l—(c—e)yy—fy—zy);
x x

para x # 0.
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En Q, el término ax + (b —d)y + (c — e) 2y — fi—zy — 0 cuando (z,y) — (0,0).
Luego, existe una bola U con centro en el origen tal que V(:L‘, y) > 0 para todo
(x,y) € QN U. Luego, (0,0) es inestable.

10.2. Ejercicios

1. Considere el campo de vectores

X:{x. - —:c+4g?{,
gy = —rv—y’

Construya una funcién de Lyapunov de la forma V (x,y) = 2% + 8 y? (donde
[ es un pardmetro a determinar) y demuestre que el origen del campo
X es un equilibrio asintéticamente estable.

2. Considere el movimiento de un péndulo que encuentra una resistencia del
medio (roce) proporcional a la velocidad. El angulo x que forma el péndulo
con la vertical satisface la ecuacion de segundo orden

17’ = —ca’ —sinz,
donde ¢ > 0 es el coeficiente de roce. ;Qué se puede decir del compor-
tamiento asintético del péndulo en el largo plazo en los casos ¢ = 0y

¢ > 07 Sugerencia: Considere la energia del sistema V (x, 2') = 1(z')? 41— cosuz.

3. Usando la funcién de Liapunov V(z,y,z) = 3(2? + oy? + 02?), obtenga
condiciones suficientes sobre o, p y 8 para la estabilidad global asintotica
del origen en las ecuaciones de Lorenz

T = oy —x),
y = pr—Y— Xz
z = —f[Bz+4 zy;

con o, 5 > 0.
4. Sea f: R — R de clase C! tal que f(0) = 0. Considere el sistema

+at+ f(x)=0, xekR
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10.

Sia >0y xzf(r) >0, Ve # 0, demuestre que la solucién nula de esta
ecuacién es asintoticamente estable. Sugerencia: Considere V(z,y) = 2 + 2f0x f(z)dx.

. Una particula de masa m y vector posicién r = (x,y,z) se mueve bajo

la accién de un potencial U = U(z,y, z), de manera que su ecuacién de
movimiento es

mt = —VU.

Si el potencial U posee un minimo local en r = 0, demuestre que la posicién
de reposo en el origen es estable en sentido Lyapunov. Sugerencia: Considere la

energfa del sistema dada por E = U + $m||¢||%.

. La siguiente ecuacién modela un sistema masa-resorte modificado por un

término de amortiguamiento no-lineal, el que da amortiguamiento positivo
para pequenas amplitudes:

T+ f(x, o)t + Az =0,

donde A > 0y f(x,y) > 0. Usando el método de Lyapunov, ;Qué se puede
decir de la estabilidad de la posicién de reposo del sistema?

Demuestre que el sistema & = y — 23, 7 = —z — 9> no tiene érbitas cerradas.

Sugerencia: Construya una funcién de Lyapunov V(z,y) = az? + by? con a, b apropiados.

. Demuestre que @ = —x + 2y® — 2y*, ¥ = —x — y + 2y no tiene soluciones

periédicas. Sugerencia: Escoja a,my ctales que V(z,y) = 2™+ay™ es una funcién de Lyapunov.

. Sea f : R" — R" de clase C! tal que f(0) = 0y (x, f(z)) < 0 para todo

x # 0. Demuestre que V(x) = |x|* es una funcién de Lyapunov estricta para
el sistema 2’ = f(z) en z = 0.

Sea x( un equilibrio del sistema 2’ = f(z), donde f : 2 — R” es de clase
C! en un abierto Q C R™. Sea V : U — R una funcién de Lyapunov de
xp. Suponga que no existe ninguna trayectoria de este sistema enteramente
contenida en el conjunto Z = {z € U : V(z) = 0}, excepto zy. Demuestre
que x( es asintéticamente estable.
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11.

12.

Sea g un equilibrio de 2’ = f(x), donde f : @ — R" es de clase C! en un
abierto 2 C R". Sea V una funcién definida en una vecindad de z tal que
V(x) > 0 para todo z # zo y V(z¢) = 0. Si en toda vecindad de z( existe =
tal que V(z) > 0, demuestre que x( es inestable.

Sea zy un equilibrio de 2/ = f(x), donde f : Q — R" es de clase C' en un
abierto €2 C R". Sea V : U — R una funciéon de Lyapunov estricta de x.
Demuestre que para cada ¢ > 0 tal que V71([0, ¢]) C Q es compacto, entonces
V1[0, c]) € B(x), donde B(xg) es la cuenca de atraccién de .



Capitulo 11

Método de la variedad central para
equilibrios parcialmente hiperbdlicos

Considere un sistema
x = X(x), x€eR" (11.1)
donde X es un campo de vectores de clase C", r > 2, y X(0) = 0. Asumamos

que los valores propios de A = DX(0) son Ay, Mg, ..., \,. Sean las siguientes
cantidades:

= n. = Nuimero de valores propios de A (contando multiplicidad) con

Re(A) > 0.

= 19 = Numero de valores propios de A (contando multiplicidad) con
Re(\) = 0.

= n_ = Numero de valores propios de A (contando multiplicidad) con

Re(\) < 0.

Sea E° el espacio propio (generalizado) de A asociado a los ng valores propios
ubicados en el eje imaginario.

Definicién 37 Decimos que X es parcialmente hiperbdlico en 0 si dimFE*¢ #
0 y dim(E*@ E") # 0, o equivalentemente, si ng > 0 y ny X n_ # 0. También
es usal decir que el origen es un equilibrio parcialmente hiperbdlico de X.

En el caso de un equilibrio parcialmente hiperbdlico no es posible aplicar el
teorema de Hartman-Grobman para determinar la estabilidad del equilibrio. Sin

193
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embargo, es posible probar la existencia de cierta variedad invariante (llamada
variedad central), la cual domina la dindmica de localmente cerca del equi-
librio parcialmente hiperbédlico: El retrato de fase local vendra deteminado por la
restriccion de X a la variedad central y por la dinamica a lo largo del resto de
las (ny + n_) direcciones hiperbdlicas complementarias.

Teorema 29 (Teorema de la variedad central) Eziste una variedad invariante,
denotada por W¢ _(0), suave, ng-dimensional, definida localmente cerca de xy = 0,
y tangente a E° en xqg = 0. Mds aun, existe una vecindad U de x¢ tal que si
o(t) € U para todo t > 0 (resp. t <0), entonces

o(t) = Wi.(0) para t — oo (resp. t — —o0).

Definiciéon 38 La variedad W (0) del teorema anterior se llama variedad cen-

tral del equilibrio xy = 0.

OBSERVACIONES.

1. WE.(0) se puede extender globalmente al resto del espacio de fase al dejar
evolucionar los puntos en W¢_(0) bajo el flujo. La variedad central global

resultante se denota por W¢(0).

2. La segunda afirmaciéon del teorema dice que una orbita que se queda cerca
del equilibrio para t > 0 (o t < 0) tiende hacia W (0) en la correspondiente
direccion del tiempo. Si por ejemplo n, = 0 y todas las 6rbitas en U perma-
necen en U para siempre, entonces W (0) es atrayente. Es decir, la variedad
central captura toda la dinamica del sistema completo en una vecindad de
Xy = 0.

11.1. Propiedades de las variedades centrales

Exploremos con mas detalle los resultados mencionados en las observaciones

anteriores sobre el caso particular en que n, = 0. Supongamos que el campo de
vectores ((11.1]) viene escrito en la forma

x = Ax + F(x), (11.2)
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donde F representa los términos no lineales, i.e., F'(0) = 0, DF(0) = 0. La matriz
P de vectores propios generalizados de A transforma A a su forma diagonal por

bloques J = P~'AP, donde
g C 0
-\ 0 S )

Aqui, la matriz C' tiene tamano ny X ng y todos sus valores propios tienen parte
real nula; y la matriz .S tiene tamano n_ x n_ y todos sus valores propios tienen
parte real negativa. Ademas, si A es diagonalizable, J es una matriz diagonal.
Entonces definamos las nuevas coordenadas u = P~!'x de manera que

u=P'Ax+ P 'F(x) = P"'APu+ P 'F(Pu)
= Ju+ P 'F(Pu).

Ahora definamos u = (z,y) € R™ x R"-. En términos de estos dos subconjuntos
de variables, la EDO ahora toma la forma

{l‘ - Cl‘+f($,y),

. 11.3
y = Sy+g(z,y), (11.3)

donde (f, g)! = P~loFoP. Las funciones f y g son de clase C", r > 2, y satisfacen
f£(0,0) =0, g(0,0) =0, Df(0,0) =0y Dg(0,0) = 0. En este marco, el espacio
propio E¢ corresponde al hiperplano E¢ = {(z,y) € R"™ x R"- : y = 0}, mientras
que B° = {(z,y) € R"™ x R"-: z = 0}.

Segin el teorema [29) una variedad invariante de (11.3)) serd una variedad cen-
tral si puede ser representada localmente como sigue:

Vvlf)c(o) - {(x,y) ER™ xR" : y= h($), ‘x‘ <0, h(O) =0, Dh(O) = O}a

para algin ¢ > 0 suficientemente pequeno. Notemos que las condiciones h(0) = 0
y Dh(0) = 0 implican que W[ _(0) es tangente a E° en (0,0). Mas ain, dado que

©.(0) es invariante, la dindmica de ((11.3)) restringida a W _(0) estd dada por
el campo ny-dimensional

= Cu+ f(u,h(u)), ueR"™. (11.4)

Este es un campo definido sobre la gréfica de la funcién y = h(x) y corresponde
a la restriccién de ((11.3)) a W< (0).
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El siguiente teorema implica que la dindmica de (11.4)) cerca de u = 0 deter-
mina la dindmica de (11.3)) cerca de (z,y) = (0,0).

Teorema 30 (Estabilidad)

i) Supongamos que u = 0 en el sistema (11.4) es estable (o asintdticamente
estable) (resp. inestable). Entonces el equilibrio (z,y) = (0,0) es también
estable (o asintdticamente estable) (resp. inestable).

i) Supongamos que u = 0 en el sistema (L1.4)) es estable. Si (x(t),y(t)) es una
solucion de (11.3) con (x(0),y(0)) suficientemente cerca de (0,0), entonces
existe una solucion u(t) de (11.4)) tal que cuando t — oo se tiene:

{ z(t) = u(t)+ O(e ),
y(t) = h(u(t)) +O(e™™),

donde v > 0 es una constante.

La parte ii) del teorema anterior es equivalente a lo que se enuncia en el
teorema : Para condiciones iniciales del sistema completo suficientemente
cerca del origen, las érbitas se acercan asintoticamente a una érbita de la variedad
central. En este caso la variedad es “atrayente”. Como consecuencia, si existen
otros puntos de equilibrio suficientemente cerca de (0, 0) u 6rbitas periddicas cerca
de (0,0), éstos deben estar contenidos en W _(0).

. Como obtenemos una representaciéon de W¢ (0) (i.e., de la funciéon h) para
poder beneficiarnos de estos teoremas? Como W[ _(0) es invariante bajo ((11.4]),

vamos a derivar una EDP que la funcion h debe satisfacer. Derivando la ecuacion
y = h(x) con respecto a t obtenemos:

y = Dh(z)%.
Sustituyendo y = h(x) en (11.3)):

{i = Cz+ f(z,h(x)),
y = Sh(z)+ g(z, h(z)),

o bien,
{ & = Cx+ f(z,h(x)),
Dh(z)i = Sh(z)+ g(z, h(z)).
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De aqui obtenemos:
Dh(z) (Cx + f(x,h(z))) = Sh(x) + g(x, h(z)).
o equivalentemente,
N(h(x)) :== Dh(x) (Cz + f(x,h(x))) — Sh(x) — g(z, h(x)) = 0. (11.5)

Esta es una EDP que h(z) debe satisfacer para que su grafica sea una variedad
central. Sin embargo, probablemente es més dificil resolver esta EDP que nuestro
problema original. Afortunadamente, el siguiente teorema nos da un método para
calcular una solucion aproximada de la EDP.

Teorema 31 (Aprozimacion) Sea ¢ : R"™ — R"™ una funcién C1 con ¢(0) =
0, D¢p(0) = 0, tal que N(¢p(x)) = O(|z|?), cuando x — 0, para algin q > 1.
Entonces,

|h(z) = ¢(x)] = O(|z]?),
cuando x — 0.
Este teorema nos permite calcular la variedad central hasta cualquier grado

deseado de precisién al resolver la ecuacién (11.5) en una expansién polinomial
hasta el mismo grado de precisién deseado.

Ejemplo 62 Considere el campo de vectores
T = xzy — :1:5,
y = —y+$2,

con (z,y) € R2. El origen es un equilibrio cuya matriz jacobiana es

J:<8_01>.

Los valores propios son Ay = 0, Ay = —1. Luego, (0,0) es parcialmente hiperboli-
co. En particular, no es posible aplicar el teorema de Hartman-Grobman para
determinar la dinamica en una vecindad del origen.
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Notemos que el sistema ya tiene la forma ((11.3]). Sabemos que existe la variedad

central W (0), la cual puede ser aproximada localmente como sigue:

Wise(0) = {(z,y) e R xR" : y = h(z), |z| <4, h(0) =0, Dh(0) = 0},

para § > 0 suficientemente pequeno. Notemos que £ = ((1,0)). Supongamos que
h(z) tiene la forma

y = h(z) = ax® + ba® + O(a?),
donde a, b son coeficientes por determinar. Luego,
Dh(x) = K (x) = 2az + 3bx* + O(2%).
Por otro lado, el sistema tiene la forma general
{ t = P(z,y)
y = Qlz,y).
Luego, al restringir esta ecuacién a W< (0) obtenemos:

dy 0 Q h(z))
dx = W) P(z,h(x))’

si P(z,y) # 0. Luego, la ecuacién queda expresada como
N(h(zx)) = I'(2)P(x, h(z)) — Q(x, h(z)) = 0,
o equivalentemente,
(2ax + 3bz” + O(2?)) (az* + bz® — 2° + O(2%)) + ax® + bz® — 2 + O(2*) = 0.

Se desprende que los coeficientes de cada potencia de x deben todos anularse.
Asi,

= Para 22

:a—1=0. Luego, a = 1.
s Para 23: b= 0.

m etc.
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Por lo tanto,
h(x) = 2% 4+ O(a%).
La restricciéon del campo de vectores a W¢(0) viene dada por:
u = u’h(u) — u’
=u? (v + O(u")) — u’.

Luego, la dindmica unidimensional sobre W¢(0) esté definida por:
w=u' 4+ O(u”).

Para u suficientemente pequenio y u # 0, se tiene @ > 0. Luego, en R? el retrato
de fase en una vecindad del origen es como en la figura [11.1] El origen posee un
sector atractor (z < 0) y dos sectores hiperbdlicos (z > 0). Ademads, (0,0) es
inestable en sentido Lyapunov.

Figura 11.1: Retrato de fase cerca del origen en el ejemplo

OBSERVACIONES.

—_

. El teorema 30| de estabilidad implica que las érbitas que convergen a (0,0)
lo hacen tangentes a W¢(0) tal como se ilustra en la figura [11.1]
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2. En general, no es posible aproximar W¢(0) mediante su linealizacién F°. En
el ejemplo anterior, supongamos que asumimos h(x) = 0, i.e., W¢(0) = E°.
Luego, la restriccién del campo a E¢ = {y = 0} es u = —u’. Para este
campo unidimensional, el origen es asintéticamente estable; luego, el sistema,
completo 2D también tendria en (0,0) un equilibrio atractor, lo cual es una
conclusion errénea a la luz de los resultados del ejemplo.

3. W¢(0) podria no ser unica. El sistema
{ T = 2°
y = Y,
tiene un equilibrio (z,y) = (0,0) con A\; = 0, Ao = —1. El sistema posee una
familia de variedades centrales —mostradas en la Figura [11.2}

W5(0) = {(z,y) : y=¢s(x)},

donde

Figura 11.2: En general la variedad central no es tnica.

4. Una variedad central W€ tiene el mismo grado de suavidad finita que el
campo (11.1)) (si X € C* con k finito, W¢ es también una C*-variedad) en
alguna vecindad U del equilibrio. Sin embargo, a medida que £ — oo la
vecindad U puede achicarse, resultando en la no existencia de una variedad
W€ de clase C™ para algunos sistemas C°.
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5. El método de aproximacion de W¢(0) mediante series de potencias también

se puede ocupar para hallar aproximaciones locales de las variedades estable
W* e inestable W" de un equilibrio. Por ejemplo, para el sistema (11.3)), la
variedad estable local del origen queda expresada como:

Wi5e(0) = {(z,y) e R xR" : x = h(y), |y| <4, h(0) =0, Dh(0) =0},

para algin 0 > 0 suficientemente pequeno. Es decir, W _.(0) es localmente

la grafica de una funcién sobre E*. De esta manera, podemos buscar h de la
forma: h(y) = ay® + by® + cy* + O(y°), donde los coeficientes a, b, ¢ son tales
que: & = Dh(y)y, es decir,

Dh(y) (Sy + g(h(y),y)) = Ch(y) + g(h(y), v).

Ejemplo 63 Consideremos el sistema general

{i‘ = P(z,y),

¥y = Qz,y),
con (z,y) € R?. Supongamos que el origen es un equilibrio no hiperbdlico cuya
matriz jacobiana posee los valores propios A\ = 0, \a = —1 con vectores propios

asociados v; = (1,1), vo = (1,0). Luego, existe una variedad central tangente a
la recta B = {(x,y)| y =z} en (0,0) como en la Figura[I1.3

’ 394lu”ﬁ5° |

Es

Figura 11.3:

Por definicién:

Wiee(0) = {(z, )l y = h(x), |z| <, h(0) =0, I'(0) =1},
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para 6 > 0 suficientemente pequeno. Notemos que la condicién h'(0) = 1 asegura

que W _(0) es tangente a E° en el origen. Busquemos h(z) de la forma

loc
y = h(z) = ax + bx* + cx® + O(a?),

donde a, b, ¢ son coeficientes por determinar. Notemos que h(0) = 0 se satisface
trivialmente, mientras que h'(0) = 1 si y solo si a = 1. Luego procedemos igual
que en los ejemplos anteriores para hallar los coeficientes b, c. Es decir, planteamos

dy Q(x, h(z))

ar =" Pty

de donde obtenemos que
(1 + 2bx + 3cz® + O(2*))P(z, h(z)) — Q(z, h(x)) = 0.

Igualando los coeficientes de cada potencia a cero encontramos los valores de b, c.
Posteriormente, podemos analizar la restriccién del sistema a W _(0) y determi-
namos la (in)estabilidad de x = 0.

11.2. Inclusion de direcciones inestables

Supongamos que tenemos el sistema

& = Crx+f(z,y,2),

2 = Uz+ h(x,y, 2),

con (z,y,z) € R™ x R" x R™, donde f(0,0,0) =0, g(0,0,0) =0, ~(0,0,0) = 0,
Df(0,0,0) =0, Dg(0,0,0) =0y Dh(0,0,0) =0,y f,g,h € C", r > 2, en una
vecindad del origen. Aqui, la matriz C tiene tamano ng X ng y todos sus valores
propios tienen parte real nula; la matriz S tiene tamano n_ xn_ y todos sus valores
propios tienen parte real negativa; y la matriz U tiene tamano n, X n, y todos
sus valores propios tienen parte real positiva. Luego, el origen posee una variedad
central W _(0) no-dimensional, una variedad estable W} (0) n_-dimensional y

una variedad inestable W} (0) n.-dimensional.
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La variedad central puede representarse localmente como el grafico de una
funcion suave

We(0) ={(z,y,2) € R"™ xR"= xR"* : y = hi(x),z = ha(x), || <9, hi(0) =0, Dh;(0) =0,i=1,2},

para algin § > 0 suficientemente pequeno. El campo ([11.6)) restringido a W _(0)
queda de la forma

U= Cu—+ f(u,hi(u), ho(u)), ueR"™.

C

¢.(0) es invariante bajo ([11.6)) obtenemos

Dado que

i = Cx+ f(x, hi(x), ho(z)),
y=Dhi(z)i = Shi(x)+ g(x, hi(x), ha(2)),
Z:Dh2($)$ = Uhg(l’)‘l‘h(x,hl(x);hQ(x))?

lo cual nos lleva a las siguientes ecuaciones para hy y hs:

{ Dhy(z) (Cx + f(z, ha(2), ho(x))) = Shi(z) — g(x, hi (), ha(z)) = 0,
Dhy(z) (Cx + f(x, hi(2), ha(x))) — Uha(x) = h(z, hi(x), ha(z)) = 0.

Al igual que en el caso ny = 0, podemos resolver este sistema de EDPs en forma
aproximada a través de expansiones en series de potencias.

Teorema 32 (Principio de reduccion) El sistema (11.6) es localmente topoldgi-
camente equivalente cerca del origen al sistema

& = Cx+ f(z,hi(x), ha(z)),
7= Sy, (11.7)
z = Uz.

Si hay mads de una variedad central, entonces todos los sistemas resultantes (11.7))
con diferentes (hy, ha) son localmente equivalentes.

Notemos que las ecuaciones en estan desacopladas. La primera ecuacion
es la restriccién de ((11.6) a su variedad central. Luego, la dindmica del sistema
estructuralmente inestable queda determinada por esta restriccién pues las
ecuaciones para (y, z) en son lineales y tienen soluciones exponencialmente
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crecientes/decrecientes. En otras palabras, gracias al Principio de Reduccion, el
problema de analizar cerca del origen se reduce de dimensién pues depende
esencialmente solo del primer subsistema en , el cual es de menor dimensién
(no-dimensional, de hecho) que el sistema completo.

Las ultimas componentes de se pueden reemplazar por la ecuacion de
una silla estandar obteniendo el sistema equivalente:

T = Cx+ f(z,hi(x), ha(x)),
y = Y,
z = z,

donde (y, z) € R" x R"+.

11.3. Ejercicios

1. Estudie la dinamica cerca del origen para el siguiente campo de vectores.
Calcule las variedades invariantes y describa la dindmica en la variedad cen-
tral. Discuta la estabilidad o inestabilidad del origen. Dibuje el retrato de

fase.
r = —2r— 2y,
y = T —=Y— 'T47

con (z,y) € R%

2. Determine los conjuntos invariantes y el retrato de fase cerca del origen en
el sistema

4

{;b = 22+ 9y - 2z,
y = Y,

donde (z,y) € R?.

3. Determine los conjuntos invariantes y el retrato de fase cerca del origen

T = —Z'—l—yQ,
y = —y3+$2,

en el sistema

donde (z,y) € R?.



Capitulo 12

Técnica del blow-up

Al toparnos con un campo de vectores X cuya linealizacién en un equilibrio p
es hiperbdlica, podemos usar el Teorema de Hartman-Grobman para determinar
localmente el retrato de fase. En el caso en que DX (p) tiene algun valor propio
(pero no todos) con parte real nula, decimos que el campo es parcialmente hi-
perbdlico en p, y tenemos el teorema de la variedad central para determinar el
retrato de fase local. Sin embargo, también se da el caso extremo en que todos
los valores propios tengan parte real igual a cero. Examinaremos este caso en R

Definicién 39 Un equilibrio p de un campo X definido en R? es no-hiperbdlico
si los dos walores propios de DX (p) tienen parte real igual a cero. Es decir,
We(p) = R2.

La definicion anterior implica la existencia de restricciones algebraicas que
deben satisfacer los elementos de DX (p). En el caso planar tenemos tres posibi-
lidades para un equilibrio no-hiperbélico en p:

(i) DX (p) tiene valores propios imaginarios puros, es decir,

trDX(p) =0, detDX(p)> 0;

(ii) Ambos valores propios son cero, pero DX (p) no es la matriz nula, es decir,

trDX(p) =detDX(p) =0, DX(p)#0;
(iii) DX (p) = 0.

205
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A este tipo de puntos también podriamos anadir los equilibrios parcialmente
hiperbélicos en R?:

(iv) DX (p) tiene valores propios reales y uno de ellos es cero, es decir,

detDX(p) =0, trDX(p) # 0.

Las igualdades (resp. desigualdades) anteriores son llamadas condiciones de
degeneracion (resp. no-degeneracion). De hecho, con frecuencia a los equilibrios
no-hiperbdlicos se les llama singularidades degeneradas. El nimero de condiciones
de degeneracién que una singularidad satisface indica su codimension; ver [0, [7].
Luego, si det DX (p) = 0 o trDX(p) = 0 (casos (i) o (iv)) es la tnica condicién
de degeneracion que satisface la singularidad, entonces X en p tiene codimension
uno. Sin embargo, una singularidad que satisface (ii) o (iii) posee, al menos,
codimension dos.

En este capitulo entregamos una herramienta para estudiar la dinamica de un
equilibrio completamente no hiperbdlico en un sistema de EDOs en el plano. Este
método se basa en realizar cambios de coordenadas llamados blowups.

Las técnicas de blowup involucran cambios de coordenadas que expanden un
equilibrio no-hiperbdlico a toda una curva en la cual se encuentran una cantidad
de otros equilibrios. El tipo topolégico de estos equilibrios se puede investigar
mediante el teorema de Hartman-Grobman o el teorema de la variedad central,
segin corresponda. Los cambios de coordenadas usados son, por supuesto, sin-
gulares en el punto de equilibrio, pues mapean una curva en un punto; fuera de
este punto, son difeomorfismos.

12.1. Blow-up polar

El primer paso es posicionar el equilibrio que queremos estudiar en el origen.
Sea 0 un equilibrio de un campo de vectores X de clase C* en R%. Consideremos
la transformacién

¢:S'xR — R

0,7) — ¢(0,1) = (rcosf,rsinb). (12.1)
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Podemos definir un campo X de clase C® en el cilindro S* x R mediante la
relacién usual D¢ o X = X o ¢. Este campo es llamado el pull back de X por ¢.
No es nada més que X escrito en coordenadas polares. La transformaciéon ¢ lleva
biyectivamente el semicilindro S! x R, al plano excepto al origen (z,y) = (0, 0);
ver figura [12.1] Luego, ¢ es un difeomorfismo C* en

St x Ry — R%\ {(0,0)}.

En particular, ¢ es un cambio de coordenadas C* en S!' x (0,00) pero no en
{r = 0}: ¢ manda {r = 0} a (0,0) y, como tal, la transformacién inversa ¢!
“expande” (blows up, en inglés) el origen en R? al circulo {r = 0} en el cilindro.
Por lo tanto, para estudiar el retrato de fase de X en una vecindad V de (0,0)
basta estudiar el retrato de fase de X en la vecindad ¢~'(V) del circulo {r = 0}.
A priori esto podria parecer un problema mas dificil que el original, pero como
veremos, esta construccion es muy util.

Voo | /(ﬁ’% =
e

T o ¥ b >

Figura 12.1: Blowup polar ¢ del plano al cilindro y su proyeccién 7 de vuelta al plano.

Aunque el cilindro es una buena superficie para obtener una vision global de X
y su retrato de fase, muchas veces es mas conveniente “abrir” el cilindro mediante
una proyeccion al plano. En la figura(12.1], m proyecta {r = 0} en el circulo unitario
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en el plano, y el semicilindro S! x (0,00) va a parar fuera del circulo {r = 0}
(analogamente, el semicilindro S! x (—o0,0) es proyectado al interior del circulo
{r = 0}). En particular, la vecindad ¢~*(V) es llevada a un anillo cuya frontera
interior es el circulo {r = 0}.

El campo X definido en S' x (0, 00) mediante ¢~ es

X(r,0) = (D(r,0)) " - X (a(r,0),y(r,0)).

donde (x(r,0),y(r,0)) = ¢(0,7). O bien, si el campo X tiene componentes X (z,y) =
(fi(z,y), f2(x,y)), por la regla de la cadena en la relacién (z,y) = (r cos @, rsin§)

obtenemos:
x\ [ cos —rsind 7“
y )\ sinf rcos6 0 )
rcosf rsinf T
—sinf cosf ]

7 cos rsin@) (fﬂrcos@,rsin@))

fa(r cos @, rsinf)

Luego,

S| 3|

—sinf cos@

cos 0 f1(rcosO,rsinfd) 4 sin 6 fo(r cos @, r sin 0)
= sin 0 cos 0 ) (12.2)

fi(rcos@,rsind) + fa(rcosf,rsinf

para r > 0. Sea X el campo de vectores definido por (12.2)). En la practica,
también podemos cambiar a coordenadas polares y obtener X al derivar en las
férmulas r? = x? + y* y = arctan(y/z) en la forma:

o= wi+yy = vfi(z,y) +yfalz,y),
rd = zy—yi = xfo(z,y) —yfi(x,y),

y luego sustituir x e y usando las identidades x = rcos#,y = rsinf. El cam-
po (12.2)) en las nuevas coordenadas tiene la forma general

()=



Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Sistemas Dinamicos — Pablo Aguirre 209

para algin & > 1. Cambiando el tiempo t 5 t/r*, obtenemos un campo vectorial

C*°-equivalente:
- (7Y ([ rR(r0)
X . <9>—( RO ) "0

donde es posible estudiar las separatrices en una vecindad de la curva {r = 0}.
Note que X estd definido globalmente excepto en la curva {r = 0}. Esto es
esperable pues un cambio a coordenadas polares en un sistema de ecuaciones di-
ferenciales planares introduce una singularidad en la curva {r = 0}. La siguiente
proposicién afirma que si la ecuacion diferencial posee un punto de equilibrio en
el origen, entonces esta singularidad es removible (ver [6]), es decir, es posible
redefinir el campo de manera que el campo resultante desingularizado sea regular
en el origen. Concretamente, el campo de vectores desingularizado en coordena-
das polares es una extension de X a la curva singular {r = 0}, i.e., el campo
desingularizado es equivalente a X para {r > 0} y est4 bien definido en {r = 0}.

Proposiciéon 12 Siu = f(u) es una ecuacion diferencial en el plano y f(0) = 0,
entonces la correspondiente ecuacion diferencial en coordenadas polares posee una
singularidad removible. Ademds, st f es de clase C", entonces el campo de vectores
desingularizado en coordenadas polares es de clase C"71.

DEMOSTRACION. Aplique el teorema de Taylor a las expansiones de Taylor de
las componentes del campo de vectores f en el origen. l

Ejemplo 64 Considere el sistema

T = 2% — 2y
X : . ’
{y = y2—2:z:y.

Este sistema tiene un tinico punto de equilibrio en el origen y es no-hiperbélico
(de hecho, la matriz jacobiana asociada es la matriz nula). Por tanto, no podemos
aplicar el teorema de Hartman-Grobman para hallar el retrato de fase local cerca
del origen.
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Consideremos la transformacién a coordenadas polares (12.1)). Ocupando ((12.2)),
el nuevo campo en coordenadas polares viene dado por

r _1 rcosf rsinf rcos@(rcos@—QrsinQ)
0 ) »r\ —sinf cosh rsinQ(rsinQ—Qrcos@) ’
parar > 0, 0 < 0 < 27, o en forma equivalente,

7. T = 7“0082(9(7“0089—27"81109)—|—rsin29(rsin9—2rcose),
|y = —sin@cos@(rcos@—%sin@)+sin0¢os@(rsin0—2rcos€).

Finalmente factorizando ambas componentes por r:

. i = 1% (cos® 6 — 2 cos? @ sinf + sin® § — 2sin®f cos ) ,
"1 8 = r(3sin’fcosf — 3sinbcos®b).

Dado que r > 0, definimos el nuevo campo X como
1

X=-X, r>0.
r

Luego,

7.{7% — r(cos?’e—20052981n9+sin30—QSiHQQCOSQ),

0 = 3sin20cosf — 3sin 6 cos? .

Ahora podemos estudiar el retrato de fase de X en vecindad del circulo r = 0.
Maés aun, notemos que podemos extender continuamente el campo X al circulo
r = 0. Los puntos de equilibrio en r = 0 satisfacen

3sinf cosf (sinf — cos ) = 0.

Luego, los equilibrios (0,#*) de X en r = 0 ocurren en

. T T om 3T
0 _{0717577(7Z77}'

La matriz jacobiana en cada uno de estos puntos (0, 0*) tiene la forma

px0.00 = (7 o )
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donde
M () = cos®f — 2cos®Osinf + sin® 0 — 2sin? 0 cos 0,
M(0) = —3sin’(0) — 3 cos?(0) + 6sin(6) cos?(#) + 6sin®(#) cos(d).

Notemos que A, (6*) determina la tasa de expansién o contraccién en la direccion
radial en el punto (0, 0*), mientras que A\p(6*) nos entrega la dindmica tangencial
al circulo » = 0.

() 32

Figura 12.2: Retratos de fase de los campos X (a), X (b) y X (c).

Se puede comprobar que los seis equilbrios son hiperbédlicos. Por ejemplo,
A-(0) = 1y M\g(0) = —3. Luego, el equilibrio (0,0) en r = 0 es un punto silla de X,
y posee una componente repulsora en direccién radial. La figura (a) muestra
el retrato de fase resultante luego de analizar los seis equilibrios. Luego, cualita-
tivamente, el retrato de fase del campo X = rX es como en la figura [12.2(b).
(Notemos que las orbitas de X y X son equivalentes para r > 0.) Por tltimo,
dado que ¢ : S x R, — R?\ {(0,0)} es un difeomorfismo, el retrato de fase de X
cerca del origen se obtiene al “encoger” (blow down) el circulo r = 0 colapsédndolo
a un punto como en la figura [12.2(c).

COMENTARIO: En el ejemplo anterior, si los puntos de equilibrio en S! x {0} de
X mno son hiperbélicos (ni parcialmente hiperbdlicos), se deben aplicar sucesivos
blowups hasta alcanzar el grado (al menos) de parcialmente hiperbdlicos; ver
figura [12.3] Si después de un nimero finito de tales blowups todos los equilibrios
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-GS

Figura 12.3: Sucesivos blowups sobre singularidades no hiperbdlicas.

(erd

del campo resultante son hiperbdlicos, entonces podemos determinar el retrato de
fase local del campo de vectores original en el equilibrio no-hiperbdlico original.
En tal caso, se dice que la singularidad esta finitamente determinada.

12.2. Blow-up radial

En ocasiones puede ser util “abrir” una singularidad a una recta que pase por
el equilibrio no-hiperbdlico en lugar de un circulo. En estos casos uno habla de
blowups radiales o direccionales.

Definicién 40 (Blow up horizontal) Sea X un campo de clase C”, r > 1 en R2,
tal que X (0) = 0. Sea la transformacion

0 :R* = R?  o(u,v) = (u,uv).
Entonces existe un campo X con
X=(Dyp) o Xog.
En particular, ¢ es un difeomorfismo en R?\ {u = 0}.

La figura[12.4 muestra la idea de un blowup horizontal. El origen (z,y) = (0, 0)
se abre al eje u = 0. Una recta y = max con m > 0 (resp. m < 0) es mapeada a
una recta horizontal v = m en el semiplano superior (resp. inferior) del espacio
(u,v). Este blowup horizontal (o en la direccién de x) nos entrega informacion
tangencial al eje horizontal z; sin embargo, no nos entrega informacién sobre
comportamientos tangenciales al eje vertical por el origen.
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=

IN\N\\7777

=
e

(w7e) ///// 7 // #
. ¢ 3 = / / /

T
(mea)

Figura 12.4: El blowup horizontal (o en la direccién de z) nos entrega informacién tangencial al eje horizontal
x; el origen se abre al eje vertical u = 0.

Ejemplo 65 Sea el campo
X : { x = Ply),
vy = Qz,y),

como en la definicién anterior y tal que P(0,0) = @(0,0) = 0. Consideremos el
blowup horizontal

p(u,v) = (u,uv) = (z,y).
Por la regla de la cadena obtenemos:

()=(22)(2)
()= ) (B,

Por lo tanto, el nuevo campo X tiene la forma general X = (Dp)~to X oy, esto

es,
5. u = P(u,uv),
' { b = 1(—vP(u,uw) + Qu,wv)),

Luego,
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para u # 0.

Definicién 41 (Blow up vertical) Sea X un campo de clase C™, r > 1 en R?, tal
que X (0) = 0. Sea la transformacion

¢:R* = R p(u,v) = (uv,v).
Entonces existe un campo X con
X =(D¢) o Xog.

En particular, ¢ es un difeomorfismo en R?\ {v = 0}.

o 2

7
S /‘9
~\
Nzo =,
N
S I \
JAZmA M=im
(m<o) (w72)

Figura 12.5: El blowup vertical (o en la direccién de y) nos entrega informacién tangencial al eje vertical y; el
origen se abre al eje horizontal v = 0.

La figura[l12.5 muestra la idea de un blowup vertical. Todo el eje v = 0 va al ori-
gen (z,y) = (0,0). Una recta y = mz con m > 0 (resp. m < 0) es mapeada a una
recta vertical u = m en el semiplano derecho (resp. izquierdo) del espacio (u,v).
Este blowup vertical (o en la direccién de y) nos entrega informacion tangencial
al eje vertical y; sin embargo, no nos entrega informacién sobre comportamientos
tangenciales al eje horizontal por el origen.

Ejemplo 66 Sea el campo

J i = P(x,y),
X'{y = Qlz,y),
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como en la definicién anterior y tal que P(0,0) = Q(0,0) = 0. Consideremos el
blowup vertical

QS(U,U) = (uvvv) - (x,y)

Por la regla de la cadena obtenemos:
T\ (v u (0
y ) \ 01 v )
w) _1/1 —u P(uv,v)
v ) ov\0 w Quv,v) -

Por lo tanto, el nuevo campo X tiene la forma general X = (D¢)~' o X o ¢, esto
es,

Luego,

S %(P(uv,v)—uQ(UUav))v
i}

v =
para v # 0.

Ejemplo 67 Sea el campo
. _ .3
X{x - Y 2
y = r+y°.

Luego, X (0,0) = (0,0). La parte lineal del campo en el origen es

DX(0,0) = ((1) 8)

con dos valores propios nulos. Por lo tanto, el origen es no-hiperbdlico.
Consideremos el blowup vertical ¢(u,v) = (uv,v) = (x,y). Luego, a partir del
ejemplo anterior tomando P(z,y) = y° v Q(z,y) = = + y?, se obtiene el campo

<. v = v —u?—uw,
. . . 2
v o= uv+ v,

cuando v # 0. El campo X se puede extender de forma suave al eje v = 0. Dado
que el origen de X se abre al eje v = 0 de X, buscamos los equilibrios en este
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conjunto, obteniendo que (u,v) = (0,0) es el Unico de este tipo. Sin embargo, se

tiene:
~ 00
DX(0,0)— (0 O>'

Por lo tanto, atin no es posible determinar el retrato de fase local de X. Conside-
ramos entonces un blowup horizontal ¢(z,y) = (z, zy) = (u,v) sobre el campo X,
donde volveremos a ocupar las variables (x,y) para economizar notacién. De esta
manera obtenemos el campo X = (Dy) ™' o X o ¢, dado por

<. r = :E(xy2—x—xy),
g =z (- 20+ 207,

definido para = # 0. Notemos que (u,v) = (0, 0) se abre a todo el eje z = 0 de X.
Sin embargo, al extender X de forma suave al eje x = 0, esta recta es un continuo
de puntos de equilibrio. Para lidiar con esto, definamos el nuevo campo

— 1 —
X=-X, x40,
X

obteniendo

=

o = vy’ — x — a2y,
yo= -y 42y + 207

Nuevamente, el campo X puede extenderse suavemente hasta el eje z = 0. As,
los puntos de equilibrio de X en el eje z = 0 son tnicamente:

“Q%@J+V@®J+%@}

Analizando la matriz jacobiana de cada uno de ellos obtenemos el retrato de fase

de X en una vecindad de z = 0 como en la figura [12.6(a). El retrato de fase

de X resulta ser el mismo que para X pero con un continuo de equilibrios en
x = 0, y con las érbitas cambiando su orientacion para x < 0; ver figura m(b)
Al hacer el blowing down al campo X mediante o1 el eje x = 0 colapsa en el
origen (u,v) = (0,0) y las rectas horizontales y = m se transforman en las rectas
v = mu como en la figura [12.6(c). Finalmente, al hacer el blowing down para
regresar al campo original X mediante ¢!, el eje v = 0 colapsa en el origen, y
las rectas v = mu se transforman en las pardbolas y? = ma; ver figura [12.6{(d).
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(q) i (6) X

Figura 12.6: Retratos de fase de los campos X (a), X (b), X (¢) v X (d).
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OBSERVACIONES.

1. El blowup vertical (resp. horizontal) solo detecta la dindmica cerca del eje
vertical (resp. horizontal). Por lo tanto, en la practica se recomienda efectuar
ambos blowups sobre el mismo punto de equilibrio no-hiperbdlico para ob-
tener informacion sobre el comportamiento tangente a ambos ejes. De todas

maneras, en ocasiones, puede ocurrir que uno de estos blowups no entregue
informacion adicional.

2. A veces es util efectuar variantes o generalizaciones de blowups llamados
blowups cuasihomogéneos, de la forma:

e o:S'xR — R?
0,7) + (r%cosf,r’sinf);

o v:R? — R?
(u,v) — (u®, uﬁv);
o ¢:R?> — R
(u7 U) = (uvav UB)?

donde («, 8) € N x N, con «, § > 1.

12.3. Ejercicios

1. Encuentre el retrato de fase en una vecindad del origen del siguiente
sistema en R?:
X { .7: = -y
y = —2zy.
2. Encuentre el retrato de fase en una vecindad del origen del siguiente
sistema:
X : { :1: — Y Jr32637
y = —a,
donde (x,y) € R



Capitulo 13

Bifurcaciones

En la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales no lineales, uno puede tomar
en cuenta cualquier incerteza acerca del modelo mediante la variacion de los
parametros del mismo. No sabemos exactamente el valor del coeficiente de friccién
para el péndulo planar amortiguado, pero hay uno; no sabemos exactamente el
efecto inhibidor de una especie sobre otra, pero parece haber uno; etcetera. Por
lo tanto, el modelo es tipicamente de la forma general

&= f(z; ),

donde x € R" representa las variables de estado y A € R™ es un vector de
parametros. Puede que solo se sepa que el valor del parametro A se halla en un
cierto intervalo o regién. Sin conocer exactamente A, ;qué se puede decir sobre el
sistema’?

Definicién 42 Considere el campo de vectores

&= f(z; ),

donde x € R" y A € R. Supongamos que el retrato de fase del sistema para
una eleccion particular de A = Ay es topoldgicamente diferente al retrato de fase
para otra eleccion A = Ao > A\1. Si la diferencia entre \1 y Ay es suficientemente
pequena, entonces existe un unico \* con A\ < \* < Ay tal que el retrato de fase
para cualquier Ay < A < A" es topoldgicamente equivalente al de \1, y el retrato de
fase para cualquier \* < A < X\ es topologicamente equivalente al de \o. Decimos
que A" es un valor de bifurcacion; es el valor del pardmetro en el cual el sistema
sufre una bifurcacion, es decir, un cambio cualitativo de la dindamica.

219
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Existen distintos tipos de bifurcaciones. Comenzaremos con una clasificacién
de las diferentes bifurcaciones locales, esto es, aquellas que involucran puntos
de equilibrio. Estas bifurcaciones se pueden clasificar en términos de los valores
propios de la matriz Jacobiana asociada al equilibrio (parametro-dependiente).
Al momento de la bifurcacién el equilibrio tiene un valor propio con parte real
nula (al menos uno!) y es no-hiperbdlico. Sin embargo, justo antes y justo después
de la bifurcacién los equilibrios son hiperbdlicos (si es que existen).

Por lo tanto, podemos pensar en la bifurcacién como un movimiento de valores
propios a través del eje imaginario a medida que se mueve un parametro. Para
campos de vectores, hay dos casos genéricos: o bien un valor propio pasa por
el valor 0 (cambiando su signo de positivo a negativo o viceversa), o un par de
valores propios complejos conjugados se mueve a través del eje imaginario.

A continuacién expondremos las bifurcaciones mas tipicas de puntos de equi-
librio de campos vectoriales en sistemas de la menor dimensién posible en la que
estos eventos pueden ocurrir. Los detalles técnicos y demostraciones de estos re-
sultados son el tema de la asignatura Teoria de Bifurcaciones. Algunos de estos
detalles se pueden hallar en [7], 9, [14], 15|, 18].

13.1. Bifurcacion silla-nodo

La bifurcacion silla-nodo se caracteriza por el hecho de que a un lado de la
bifurcacién existen dos equilibrios, mientras que al otro lado estos dos equilibrios
han desaparecido. Podemos pensar en el momento de la bifurcacién como aquel
momento donde los dos equilibrios colisionan. En sistemas bidimensionales jus-
tamente uno de los equilibrios que interviene es un nodo y el otro es una silla,
lo cual le da el nombre a esta bifurcacion (silla-nodo). La bifurcacién silla-nodo
puede aparecer en cualquier sistema y es, de hecho, una bifurcaciéon muy tipi-
ca que sucede al mover un parametro. Quizas debido a que esta bifurcacién es
tan tipica, posee muchos otros nombres. La bifurcacion silla-nodo también se le
conoce como bifurcacién fold, bifurcacién tangente o bifurcacién limit point.

Ejemplo 68 Consideremos el campo de vectores

&= f(x,\) =\ — 2%
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donde x € R, y A € R. Al igualar el lado derecho a cero, hallamos que pueden
existir dos equilibrios 21, = +v/A. Estos equilibrios solo existen (en R) si A > 0.
La matriz Jacobiana es Df(x,\) = —2x. Luego, en z; = VA tenemos un valor
propio —2V/\ < 0, asi 1 es un atractor; y en x9 = —+/\ tenemos un valor propio
2v/A > 0, y 2 es un repulsor.

Hay varias maneras de visualizar esta bifurcacion. Por ejemplo, podemos dibu-
jar todos los retratos de fase topologicamente diferentes como en la Figura [13.1}

1. Una linea de fase representativa para un valor A > 0 arbitrario. La dindmica
que se obtiene consiste lo siguiente: soluciones con xy > 1 son decrecientes y
convergen al equilibrio estable x1 para t — oo, érbitas con xy < xy < 1 son
crecientes y también convergen a xq, mientras que las soluciones con xy < x»
son decrecientes y se alejan de x».

2. Otra linea de fase para A = 0 (un equilibrio semiestable en el origen, estable
por la derecha e inestable por la izquierda);

3. Y finalmente una linea de fase representativa para un valor A < 0 arbitrario
(no hay equilibrios y flujo simplemente corre de derecha a izquierda).

A<0 A=0 A>0

L

Figura 13.1: Retratos de fase no equivalentes del sistema @ = \ — z2.

A
A

<
Y

De hecho, muchas veces obviamos el caso A = 0 pues es topologicamente dife-
rente al retrato de fase de cualquier otro valor de A\ y porque puede ser facilmente
deducido a partir del contexto, al menos por alguien familiarizado con la teoria de
bifurcaciones. Las regiones donde los retratos de fase son topolégicamente equi-
valentes son entonces indicadas en el espacio de pardametros. Toda la informacién
queda contenida en la Figura que consiste en lo siguiente:

(a) El espacio de parametros (A € R) queda dividido en dos regiones (intervalos),
llamémoslos 1 y 2, cuya frontera comun es A = 0.
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(b) Retratos de fase representativos para cada region del espacio de pardmetros
1y 2.

() (b)
® © ® < 3

Figura 13.2: Espacio de pardmetros (en panel (a)) y retratos de fase no equivalentes (en panel (b)) del sistema
&= \—a2

Esta coleccion presentada en la Figura se llama diagrama de bifurcacion,
es decir, la division del espacio de parametros en conjuntos de retratos de fase
topologicamente diferentes, junto con representaciones de estos retratos de fase.

Para sistemas uno- o dos-dimensionales, como en este ejemplo, podemos com-
binar las imagenes del diagrama de bifurcacién en una sola figura del espacio
de parametros x espacio de fase. Aqui, uno grafica todos los retratos de fase
en el plano (A, z), y no solo uno representativo. La Figura posee toda la
informacion relativa a este ejemplo en una sola imagen:

1. En el eje horizontal corre el parametro A, mientras que el eje vertical corres-
ponde a la variable de estado x.

2. Para cada A < 0 arbitrario pero fijo, el grafico se compone de una o6rbita
vertical descendente (pues la variable z(t) es decreciente).

3. Para A > 0, los puntos de equilibrio se ubican sobre la pardbola A — 2% = 0,
la cual se abre hacia la derecha. La rama superior de la parabola corresponde

a 1 = Vv v la rama inferior a x5 = —V/\.

4. Para cada A > 0 arbitrario pero fijo, el grafico es cualitativamente como lo
descrito mas arriba: soluciones con xy > x1 son orbitas verticales decrecientes
y convergen al equilibrio estable x1 para t — 00; drbitas con zs < xy < 4
son crecientes y también convergen a xq; mientras que las soluciones con
o < Ty son lineas decrecientes y se alejan de xs.
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5. Por tltimo, notemos que ambas ramas de la pardbola de equilibrios A—2? = 0
coinciden cuando A = 0 marcando la colisién de z1 y x2 en un solo equilibrio
en x = 0 al momento de la bifurcacion.

X

Figura 13.3: El diagrama de bifurcacién en el espacio producto de pardmetros x espacio de fase para el sistema
& = X — 22 contiene toda la informacién relativa a posibles retratos de fase en una sola imagen.

Similarmente a los retratos de fase topolégicamente equivalentes, nos gustaria
identificar condiciones suficientes para decidir si un sistema dado exhibe o no una
cierta bifurcaciéon. En el caso de la bifurcacién silla-nodo tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 33 (Bifurcacion silla-nodo) Sea
b= [ ), (13.1)

donde x € R, A € R, y sea f de clase C%. Si las siguientes condiciones se
satisfacen

(B1) f(xo,A\*) =0, “Bxiste un equilibrio xo para A = \*7;
(B2) Df(xg,\*) =0, “Valor propio cero en xy para A = \*7;
92

(G1) @f(:co, X)) # 0, “Término de 2do orden de f no se anula en (xg, \*)”;
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(G2) (%\ (g, \*) # 0, “Velocidad no-nula en \”,

entonces (13.1)) pasa por una bifurcacion silla-nodo en (x, A*).

Por conveniencia, uno suele trasladar el equilibrio (xg, A*) al origen, esto es, a
(0,0). (B1) y (B2) son llamadas condiciones de bifurcacion; se deben satisfacer
para encontrar la bifurcacion. (G1) y (G2) son llamadas condiciones de generi-
cidad; son propiedades que se satisfacen en forma “tipica” (Por el contrario, si no
se satisficieran, uno estarfa frente a un caso “atipico”, poco usual o no-genérico).

Ejemplo 69 Considere el campo de vectores unidimensional

T=a—xr—e¢e ",

con parametro a € R. Al comparar las graficas de e y de a — = hallamos las
graficas de la Figura [13.4]

a>1 a=1 a<l1

Figura 13.4: Posibles graficas de e™® y de o — z para distintos valores del pardmetro a.

Para hallar el punto de bifurcacién a*, necesitamos que las graficas de e™*

y de o — x se intersecten tangencialmente. Luego, tanto las funciones como sus
derivadas con respecto a x deben coincidir:

€ = a—=7 el = a—=x r = 0
ie_”“" = i(oz—:z:) <:>{ = -1 <:>{04: L.
dz dx
Luego, el punto de bifurcacién es o = 1, y la bifurcacién ocurre en o = 0. A
continuacién movemos el punto (a*,zy) = (1,0) al origen por medio del cambio
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de coordenadas @ = A+ 1, y = x. El nuevo campo de vectores en términos de y
y A es
j=i=a-z—e =1+A-y—c¥= f(yN).

Se verifica que (B1) f(0,0) =0, (B2) f,(0,0) = —1+e7Y|,—0 =0, (G1) f,,(0,0) =
—e V|0 = —1# 0, and (G2) f1(0,0) = 1 # 0. Luego, efectivamente, se trata de
una bifurcacién silla-nodo.

Alternativamente, usando la expansion de Taylor para e~ alrededor de x = 0
encontramos

7 7
T=a—x—e :a—x—<1—x—|—§+--->:(04—1)—5—#---

Este tiene la misma forma algebraica que § = A — y?, y coincide exactamente
mediante apropiados rescalamientos de z y a. En general, la teoria de bifurca-

ciones nos dice déonde podemos cortar la expansion en serie de Taylor sin alterar
topolégicamente ningin retrato de fase en una vecindad de (zg, A*).

La bifurcacion silla-nodo estd asociada con un valor propio “pasando por”
cero. Hay otras dos bifurcaciones que tienen esta misma caracteristica. Son la
bifurcacién transcritica y la pitchfork. Estas bifurcaciones solo pueden ocurrir
bajo circunstancias especiales.

13.2. Bifurcacién transcritica

La bifurcacién transcritica solo sucede cuando el sistema posee un equilibrio
que existe para todo un intervalo de valores del parametro. Cuando este equilibrio
colisiona con otro, los dos equilibrios intercambian su estabilidad, pero siguen
existiendo tanto antes como después de la bifurcacién. Entonces, es como si los
dos equilibrios “pasaran uno sobre otro”.

Ejemplo 70 Consideremos el campo de vectores

g=fy,\) =Xy -y’ =y(A—y),
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donde y € R, y A € R. Al igualar el lado derecho a cero, hallamos que siempre
existen dos equilibrios y; = 0 y yo = A. Estos equilibrios existen para todo A € R.
La matriz Jacobiana es Df(y,\) = A — 2y. Luego, en y; = 0 tenemos un valor
propio A; asi y; es un atractor si A < 0 y es repulsor si A > 0. Por otro lado, en
12 = A tenemos el valor propio —A\; luego, y» es un repulsor si A < 0 y es atractor
si A > 0.

La bifurcacion transcritica es tipica de sistemas donde un equilibrio esta pre-
sente independiente de los valores del pardametro. La figura muestra el dia-
grama de bifurcacién del sistema ¢ = Ay — y?. Notemos que, en el plano (A, ),
los equilibrios se ubican sobre el conjunto de nivel cero de f(y,\) = \y — y? =

y(A—y)=0.

Figura 13.5: El diagrama de bifurcacién para el sistema 3 = \y — y2.

Teorema 34 (Bifurcacion transcritica) Sea
T = f(x; N, (13.2)
dondex € R, N\ € R, y f es de clase C?. Si las siqguientes condiciones se satisfacen
1. f(0,0) =0y
2. Df(0,0) = f.(0,0) =0;
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of N
5. 53(0,0) = 0,

9 f |
4 @(070) # 0;

o0 f '
5. 55(0,0) £ 0;

entonces (13.2) pasa por una bifurcacion transcritica en (xg, \*) = (0,0).

13.3. Bifurcacién pitchfork

La bifurcacién pitchfork solo existe cuando hay una simetria de reflexién pre-
sente en el sistema. De hecho, al igual que la bifurcacion silla-nodo es tipica para
sistemas dindmicos arbitrarios, la bifurcacion pitchfork lo es en sistemas dinami-
cos con simetria de reflexion.

Ejemplo 71 Consideremos el campo de vectores

J=fy,\) =y -y’ =y(A—y),

donde y € R, y A € R. Este sistema posee simetria de reflexién en {y = 0}.
Es decir, si se define u = —y, obtenemos la misma ecuacién para @ que para
y. Al igualar el lado derecho a cero, hallamos que siempre existe un equilibrio
y1 = 0 en el origen. Ademas, si A > 0 tenemos otros dos equilibrios simétricos
en yo3 = +v\. La matriz Jacobiana es Df(y,\) = A — 3y%. Luego, en y; = 0
tenemos un valor propio \; asi y; es un atractor si A < 0 y es repulsor si A > 0. Por
otro lado, en s 3 tenemos el valor propio —2A\; luego, 2 3 son ambos atractores.

La figura muestra el diagrama de bifurcacién del sistema 7 = \y — y°.
Notemos que, en el plano (A, y), los equilibrios se ubican sobre el conjunto de
nivel cero de f(y,\) = y(A — y*) = 0. El cuadro que emerge en la figura es
como la de un tenedor o tridente (pitchfork, en inglés), lo cual le da el nombre a
esta bifurcacién.

Teorema 35 (Bifurcacion pitchfork) Sea
i = (), (133
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Yy

Figura 13.6: El diagrama de bifurcacién para el sistema 5 = Ay — 3°.

dondex € R, N\ € R, y f es de clase C3. Si las siguientes condiciones se satisfacen
1. f(0,0) =0;
2. Df(0,0) = f.(0,0) = 0;

of N
5. =3(0.0) =0,

of
4 @(070) =0,

03 f .
5. 550,00,

o f |
6. 2 -(0,0) £ 0;

entonces (13.3) pasa por una bifurcacion pitchfork en (xo, \*) = (0,0).

13.4. Bifurcacion de Poincaré- Andronov-Hopf

Cuando un par de valores propios complejos conjugados se mueve atravesando
el eje imaginario, tipicamente ocurre una bifurcaciéon de Hopf. Luego, para que
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esta bifurcacién ocurra necesitamos que la dimensién del sistema sea al menos
n=2.
Consideremos el sistema

i = v —y—z(z®+y?),
X9 . 13.4
{y = z+ Ay —y(z* +17). (134)

o en su forma matricial equivalente

()-(DE)wn() s

Consideremos el punto de equilibrio en (0,0). La matriz jacobiana asociada es:

DX(0,0) = (i _i>

con valores propios A +1¢ € C. Claramente, si A < 0 el origen es un foco estable
hiperbélico, mientras que si A > 0 el origen es un foco inestable hiperbdlico.
Sin embargo, para A = 0, tenemos un equilibrio no-hiperbdlico: a pesar que en
la linealizacién, el origen sea un centro (con valores propios +i), no podemos
aplicar el teorema de Hartman-Grobman y concluir que también sea un centro
en el sistema no lineal ((13.4) o (13.5).

Por otro lado, sea F(x,y) = 2% + 4? y consideremos A > 0. Notemos que

(X, VE)(a242=0) = 22(Az —y — Ax) + 2y(z + Ay — Ay) = 0.

Por lo tanto, el campo X es ortogonal al vector V E en cada punto de la circunfe-
rencia v = {2? + y* = A\}. Es decir, el campo X es tangente al circulo v, y luego,
~ es un ciclo limite.

Ademis, reescribiendo ((13.4]) o ([13.5]) en coordenadas polares obtenemos:
. 2
{ ro=rA=r7), (13.6)

o = 1.
Es maés facil analizar este sistema en la forma ([13.6)), pues las dos ecuaciones son
desacopladas. Notemos que r > 0, —7 < ¢ < 7; al identificar ¢ = —m con ¢ = 7,

obtenemos que las variables (r, ¢) viven en un semicilindro. También, este sistema
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no posee equilibrios pues la variable ¢ varia continuamente con velocidad cons-
tante. Luego, todas las érbitas en el semicilindro fluyen en la direccion positiva
de ¢ sin “detenerse”. En particular, para A > 0, el ciclo limite v corresponde a
r =\

Ahora variemos A. Podemos analizar la ecuacion para r separadamente y luego
combinar las dos. Esto lleva al diagrama de bifurcacién de la figura [13.7 Si
consideramos el sistema ([13.6]) en la forma (13.4) o (13.5]), entonces el diagrama
de bifurcacién con retratos de fase en R? es como en la figura [13.8]

Espacio de parametros Espacio de fase
r

A @ A @

@ © T~

Figura 13.7: Diagrama de bifurcacién de la ecuacién (13.6)).

Espacio de pardametros Espacio de fase

® @
0 X
® ©)

Figura 13.8: Diagrama de bifurcacién de ([13.5)).

Por lo tanto, la bifurcacion de Hopf se caracteriza por la aparicién de una érbita
periddica. La amplitud de la érbita peridédica es 0 al momento de la bifurcacién
(A = 0) y crece como v\ cuando A > 0. La frecuencia de la érbita periédica, al
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comienzo de la bifurcacién, es igual a 1, el valor absoluto de la parte imaginaria
de los valores propios del punto de equilibrio. El equilibrio existe a ambos lados
de la bifurcacion, pero cambia de estabilidad cuando A = 0. Para el sistema en la
forma ([13.6) podemos dibujar el diagrama de fase/parametro en el plano (A, 7)
e ignorar ¢ obteniendo la figura [13.9] Si el espacio de fase fuera r € R, en vez
de (r,¢) € [0,400) X [—7,7), entonces tendria lugar una bifurcacién pitchfork!

Compare ([13.6) con el ejemplo [71]

Figura 13.9: Diagrama de bifurcacién de (13.6]) en el espacio (A, 7).

El diagrama de bifurcacion en el espacio de parametros vs espacio de fase
completo R x R? para el sistema en la forma ((13.4]) o (13.5) es un cuadro tridi-
mensional como en la figura [13.10] De hecho, podemos ver la figura [13.9] en el
plano (A, r) como una seccién transversal del cuadro tridimensional de la figu-
ra en el espacio (A, z,y) cortando el plano (A, x) o bien el plano (A, y). Los
retratos de fase [1]y |2] en la figura [13.8| son secciones transversales cortando a
través de planos A = constante en la figura [I3.10 dependiendo del signo de . La
orbita periddica que aparece en la bifurcacién de Hopf se ubica en el paraboloide
2+t =\

Teorema 36 (Bifurcacion de Hopf) Considere el sistema bidimensional

= fla;\), (13.7)
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Figura 13.10: Retratos de fase de la forma normal de la bifurcacién de Hopf si l; < 0.

donde x € R?, y A € R. Supongamos que para valores de \ cerca de \* el sistema
(13.7) posee un punto de equilibrio x(\) cuya coordenada depende de \; en par-
ticular, sea xog = x(\*) y expresemos los valores propios de la matriz Jacobiana

Df(xz(N),\) en la forma
§12(A) = a(A) £iB(N).

Las siguientes son condiciones necesarias para que (13.7)) exhiba una bifurcacion
de Hopf en (xg, \*):

1. f(x(), )\*) = O,’

2. Df(xo, \*) tiene un par de valores propios imaginarios puros +iw, (a(A*) =
0,8(\") =w);
3. li(xg, \*) # 0 donde 1y es especificado mds abajo;

0

4. aa()\*) # 0.

El coeficiente [; en el teorema anterior se conoce como primera cantidad de
Lyapunov. Se puede computar explicitamente a partir de f en : Si para
A = \* el sistema 2-dimensional toma la forma

¥ = —wy+ P(z,y),
{ y = wr+Q(z,y),
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entonces la primera cantidad de Lyapunov [;1(\*) se puede calcular como:

1 (13.8)
donde todas las derivadas estan evaluadas en (0, 0).

El signo de la primera cantidad de Lyapunov determina las propiedades de
estabilidad de la orbita periddica que aparece en la bifurcacién obteniendo la
vision general de la figura[I3.11]. En el caso de una bifurcacién de Hopf supercritica
(I; < 0) siempre tenemos un atractor: a medida que el punto de equilibrio pierde
su estabilidad en A = 0, aparecen pequenas oscilaciones estables. Sin embargo,
para una bifurcacién de Hopf subcritica (I; > 0) no tenemos un atractor para
A > 0, mientras que el equilibrio solo atrae puntos localmente en una vecindad
cuando A < 0. Por lo tanto, en la practica, es importante calcular el signo de ;!

Notemos que para l; = 0 el sistema ([13.4]) o (13.5]) se vuelve la ecuacién lineal
del oscilador arménico, en donde el origen es un centro rodeado de una cantidad
infinita (no-numerable) de orbitas periddicas si A = 0; mientras que el origen

es un foco atractor si A < 0 y un repulsor si A > 0. Sin embargo, no existen
Orbitas periddicas para A # 0. No obstante, a partir del teorema anterior, jNo es
posible decir que el sistema genérico es equivalente a la forma normal de
la bifurcaciéon de Hopf si [ = 0!

13.5. Ejercicios

1. Encuentre el diagrama de bifurcacién en el plano (\,y) de § = X\ + ¢,
determinando todos los retratos de fase no equivalentes. ;Como se compara
con el diagrama de bifurcacién de ¢ = \ — y??

2. Encuentre el diagrama de bifurcacién en el plano (\,y) de §y = Ay + 92,
determinando todos los retratos de fase no equivalentes. ; Como se compara
con 9§ = \y — y>?

3. Encuentre el diagrama de bifurcacién en el plano (A, y) de ¢y = Ay + 9°,
determinando todos los retratos de fase no equivalentes. ;Cémo se compara
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supercritica oscﬂ,a dor subcritica
armonico
L <0 lh =0 L >0

-G ® ©
-® ® ®
-6 @ o

Figura 13.11: El signo de /; determina las propiedades de estabilidad del ciclo que aparece en la bifurcacién de
Hopf.

con 9§ = \y — y°?
4. Encuentre el diagrama de bifurcacion del sistema
i = Ay ta@®+yP),
X . B - 2 2
y = x4+ Ay +ylx”+y°).
. Para qué valores de A existe un ciclo limite y cudl es su estabilidad?
5. En ocasiones, cuando una especie se halla con bajas densidades de pobla-
cion, enfrenta dificultades para crecer en nimero y evitar la extincién. Este
fenémeno, llamado efecto Allee, se caracteriza por una tendencia a que la

tasa de crecimiento decrezca por debajo de un nivel critico minimo. En oca-
siones, el efecto Allee provoca que la tasa de crecimiento se vuelva negativa,
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lo que induce un umbral de extinciéon, cominmente llamado el umbral Allee,
que la poblaciéon debe superar para sobrevivir en el largo plazo.

Considere el siguiente modelo reescalado de crecimiento de una poblaciéon
con efecto Allee y con depredacion proporcional al nimero de individuos:

t=x(l—2z)(zr—m)— pz,
conz(t) >0,0<m<1,p>0.

a) En el caso en que se ignora el efecto de la depredacién, es decir, p =
0, encuentre y clasifique todos los puntos de equilibrio x* del sistema.
Determine el umbral Allee.

b) Determine todas las bifurcaciones que ocurren en el sistema a medida
que el parametro p > 0 se hace aumentar desde cero.

c) Haga un bosquejo del diagrama de estabilidad de puntos de equilibrio
x* en funcién del pardmetro p en el plano (p, z).

d) Haga un bosquejo cualitativo del diagrama de bifurcacién en el plano

(m, p). Interprete sus resultados.

6. Un modelo de pesqueria viene dado por la ecuacion
: N N
N=rN{1l—-—=)-C——

g ( K) N+ A

donde C' > 0y A > 0. Aqui, en ausencia de pesca, la poblacién crece en forma
logistica. Los efectos de la pesca estan modelados por el término —C NLM que
dice que los peces son capturados a una tasa que decrece con N.

a) ;Cudl es la interpretacién del parametro A?
b) Muestre que el sistema puede ser reescrito en forma adimensional como

dx T
E_x(l_x)_ca—%x’

para cantidades apropiadas x, 7, a y c.
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¢) Muestre que el sistema puede tener uno, dos o tres puntos de equilibrio,
dependiendo de los valores de a y c. Clasifique la estabilidad de los
puntos de equilibrio en cada caso.

d) Analice la dindmica cerca de x = 0 y muestre que ocurre una bifurcacién
cuando ¢ = a. ;Qué tipo de bifurcacion es?

e) Muestre que otra bifurcacién ocurre cuando ¢ = i(a + 1), para a < a,

donde a* es un valor por determinar. Clasifique esta bifurcacion.

7. Las rayas de las cebra y los patrones en las alas de las mariposas son dos de
los ejemplos mas espectaculares de formacién de patrones biolégicos. Como
un ingrediente en un modelo de formacién de patrones, Lewis et al. (1977)
consideraron un ejemplo simple de un interruptor quimico, en el cual un
gen (G es activado por una sustancia S mediante una senal bioquimica. Por
ejemplo, el gen normalmente estaria inactivo, pero podria “encenderse” para
producir un pigmento u otro producto cuando la concentracién S excede
cierto umbral. Sea g(t) la concentracién del gen, y asuma que la concentracién
sg de S esta fija. El modelo es

ks g

g:klso_k29+W7

donde las constantes k; son positivas. La produccién de g es estimulada por s
a una tasa ki, y por un proceso de retroalimentacion positivo o autocatalitico
(el término no-lineal). También hay una degradacion lineal de g a una tasa k.

a) Demuestre que el sistema se puede llevar a la forma adimensional

dx n x?
— =Ss—Trx
dr 1+ 22’

donde r > 0 y s > 0 son nuevos parametros.

b) Demuestre que si s = 0, existen dos puntos de equilibrio positivos x* si
r < r. donde r. es un valor a determinar.

c) Asuma que inicialmente no hay producciéon del gen, es decir, g(0) =
0, y suponga que s crece lentamente desde cero (se enciende la senal
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activadora). ;Qué le sucede a g(t)? ;Qué sucede si s entonces vuelve a
cero? jEl gen se vuelve a apagar?

d) Encuentre las ecuaciones para las curvas de bifurcacién en el plano (r, s),
y clasifique las bifurcaciones que ocurren.

e) Mediante un computador, grafique el diagrama de bifurcacion en el plano

(r,s).

8. En el estudio de reacciones autocataliticas isotérmicas, Gray y Scott (1985)
consideraron una reaccion hipotética cuya cinética esta dada en forma adi-

{u = a(l - u) —w?,

v = w?— (a+ k),

mensional por

donde a, k > 0 son parametros. Demuestre que ocurre una bifurcacién cuan-
do k = —a =+ %\/E . Qué tipo de bifurcacion es la hallada? Justifique su
respuesta.

9. Considere el campo de vectores |& = Ax —sinx,[conx € Ry A € R.

a) Demuestre que este campo de vectores pasa por una bifurcacién pitch-
fork en algun valor A = \* por determinar.

b) Dé un argumento de por qué ocurren infinitas bifurcaciones silla-

nodo.

10. Estudie el campo de vectores en el eje real R positivo
T=x+\—x,
donde A € R es un parametro.
a) Muestre mediante un método grafico que el sistema debe pasar por una
bifurcaciéon para algin A* € [0, 1]. ;De qué bifurcacion se trata?

b) Calcule los puntos de equilibrio y use esto para hallar un candidato
(g, \*) para la bifurcacién en (a).

c) Verifique la condiciones de bifurcacién y de genericidad/transversalidad
en (g, \*).




Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Sistemas Dinamicos — Pablo Aguirre 238

d) Determine la estabilidad de los equilibrios.
e) Bosqueje el diagrama de bifurcacion en el plano (A, z). (Recuerde
que el campo de vectores esta definido solamente para x > 0).

11. Estudie el campo de vectores en el eje real R
T =1z — asin(rz),
donde o > 0 es un parametro.

a) Muestre mediante un método gréfico que el sistema debe pasar por una
bifurcacién para algin o* € (0,1). ;De qué bifurcacion se trata?
b) Encuentre un candidato (zg, a*) para la bifurcacién en (a).

c¢) Verifique la condiciones de bifurcacién y de genericidad/transversalidad
en (g, \*).

d) ;Cuél es la estabilidad de los equilibrios?

e) Bosqueje el diagrama de bifurcacién en el plano (a, x) en una vecin-
dad del punto (a*, o).

12. Para cada uno de los siguientes problemas ocurre alguna bifurcacion genérica
para un valor A = \* adecuado. Determine qué tipo de bifurcacién es la que
ocurre en cada caso y encuentre \* y el equilibrio x( en el cual ocurre dicha
bifurcacién.

a) T =Ae" —x.
b) & = Az —In(1+ z).

Ademas, dibuje bosquejos de cada diagrama de bifurcacién de equilibrios z*
Vs A.

13. Demuestre que la EDO de segundo orden
i+ (2 —p)i+2r+2° =0

pasa por una bifurcacién en u = 0. Dé la mayor cantidad de informacién
que pueda sobre la bifurcacion hallada.



Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Sistemas Dinamicos — Pablo Aguirre 239

14. Demuestre que el modelo del oscilador de Van der Pol:

j—a(l—y)y+y=0

tiene un equilibrio que exhibe una bifurcacion de Hopf en algiin valor de
a = o (por determinar), y encuentre la estabilidad del ciclo limite bifurcado.



Capitulo 14

Caos

En este capitulo final mostraremos algunas de las principales caracteristicas
de comportamiento extremadamente complicado, hoy conocido como caos, que
pueden exhibir ecuaciones diferenciales no lineales. En lugar de intentar presentar
la teoria del caos propiamente tal, enfocamos la atencion en tres ejemplos iconicos
y sus propiedades.

14.1. EIl atractor caotico de Lorenz

En 1963 Edward Lorenz introdujo el siguiente sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias:

i = o(y— )
y = rer—y—uzxz, (14.1)
z = xy— bz.

Este campo de vectores es una version simplificada de un sistema de EDPs que
modela la velocidad de un fluido y perturbaciones de la temperatura en una capa
bidimensional calentada desde abajo. La intencién de Lorenz era modelar el com-
portamiento del aire en la atmésfera, y en ultimo término, el tiempo atmosférico.
En (14.1) (z(t),y(t), 2(t)) representan amplitudes reescaladas de las variables ori-
ginales, y t es una escala de tiempo reescalada. Los parametros del modelo son:
o (Numero de Prandtl), el cual modula la competencia entre difusiones visco-
sas y térmicas; r (Numero de Rayleigh), que simboliza el calor aplicado — este
parametro aparece frecuentemente en mecanica de fluidos cuando una capa de

240
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fluido es calentada desde abajo—; b, el cual es un factor geométrico que resulta
de obtener sistema adimensional.
Para los valores “clasicos” b = 8/3, 0 = 10, r = 28, el sistema ([14.1]), las

soluciones son cadticas:
= oscilan en forma irregular, sin repetirse nunca (i.e., son aperiédicas),

» siempre permanecen confinadas en una region acotada del espacio de fase,

convergen hacia un conjunto complicado, un “atractor extrano;”

ademas, dos condiciones iniciales cercanas poseen trayectorias que, eventual-
mente, se separan en forma exponencial;

y cada trayectoria parece cubrir todo el atractor extrano.

Puedes ver una animacién que muestra la formacion de este atractor y el com-
portamiento caodtico en el siguiente video: http://youtu.be/97ryBYOTQOo. El
atractor extrano no es un punto de equilibrio, ni una orbita periddica, ni siquiera
es una superficie. Es un fractal. ;Como lleg6 Lorenz a esa conclusién?

El sistema posee los siguientes equilibrios

- 0=(0,0,0).
n pf = (£/b(r —1),£/0(r —1),r — 1), parar > 1.

Ademds, presenta una simetria con respecto al eje z: Al reemplazar (x,y) —
(—z, —y), las ecuaciones no cambian. Luego, si (z(t),y(t), 2(t)) es una solucién,
también lo es (—x(t), —y(t), 2(¢)). En consecuencia, todas las soluciones son simétri-
cas, 0 bien, poseen una contraparte simétrica.

Consideremos b = 8/3 y 0 = 10 fijos. En lo que sigue moveremos el parametro
r hasta r = 28 y mas alla...

14.1.1. El sistema de Lorenz es disipativo

El primer paso para entender la estructura del atractor de Lorenz y el flujo
cadtico de la trayectorias en él, es el hecho de que este objeto no posee volumen,


http://youtu.be/97ryBYOTQ0o
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es decir, no es un cuerpo tridimensional en R3. La razén es que los volimenes en
el espacio de fase se contraen bajo el flujo inducido por (14.1)). Veamos por qué.

Sea S(t) una superficie cerrada que encierra un volumen V(¢) en el espacio
de fase. Por ejemplo, S(¢) podria estar formada de condiciones iniciales para
trayectorias. Después de un tiempo dt, S evoluciona a una nueva superficie S(t +
dt). ;Cudl es el volumen V (t + dt)?

Figura 14.1: Evolucién de un elemento de volumen en el sistema de Lorenz.

Sea n el vector normal unitario a S y denotemos como f al campo de vectores
dado por . Luego, f es la velocidad instantanea de los puntos. Entonces,
f - n es la componente de la velocidad perpendicular a S. En un tiempo dt, un
area dA barre un volumen f - ndt dA; ver figura [14.2] Luego,

V(t+dt) = V() —|—/f~ndtdA.
S

Entonces

V = Ifm V(H_dt)_v(t):/f-ndA:/V-de.
dt—0 dt S v

Sustituyendo por ((14.1)):

Vot = Lloly— o))+ oz —y—as] +

0
5 o5 [zy —bz]=—0—1—-0<0.

dz

Luego obtenemos la EDO |V = —(0 4 1 + b)V < 0, | con solucién

V(t) _ V(O)e_(0+1+b)t.
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f-ndt{

—

Figura 14.2: Elemento de volumen en el sistema de Lorenz.

Por lo tanto, los volimenes en el espacio de fase se achican exponencialmente
rapido. Como consecuencia, las trayectorias convergen a un conjunto atractor de
volumen cero. ;Cudl es ese conjunto atractor? ;Son puntos de equilibrio?

CONSECUENCIAS:

= No pueden haber toros invariantes o superficies cerradas compactas invarian-
tes: Si los hubiera, entonces, el volumen dentro del toro seria constante en el
tiempo, lo cual contradice la propiedad de contraccion de volumen.

= No existen puntos de equilibrio ni ciclos repulsores: Supongamos que ence-
rramos un objeto repulsor con una superficie cerrada de condiciones iniciales
(ej, una esfera alrededor del punto de equilibrio o un tubo delgado alrede-
dor de una érbita periédica). Después de un lapso de tiempo, la superficie se
habra expandido pues las correspondientes trayectorias son repelidas. Luego,
el volumen dentro de la superficie se incrementaria. Esto es claramente una
contradiccién.

14.1.2. Bifurcaciones en el sistema de Lorenz

El origen 0 = (0,0,0) es un equilibrio para todos los valores de parametros.
La linealizacién de (|14.1)) en 0 viene dada por

& = o(y—x)
y = rr—y,
z = —bz,
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La ecuacién en z es desacoplada. Luego, z(t) — 0 exponencialmente. Por otro
lado, las direcciones x e y son gobernadas por el sistema

t\ (-0 o x
()= 2) ()

con traza T = —o —1 < 0 y determinante A = o(1—r). Sir < 1: 0 es un atractor.
De hecho, podemos probar que el origen es un atractor global para r < 1 con
ayuda de la funcién de Lyapunov V(x,y, z) = %xz +y? + 2% (Tarea). Sir > 1: 0
es un punto silla, pues A < 0. Més aun, posee variedades estable e inestable con
dimensiones dimW?*(0) = 2, dimW"(0) =1

Lo que ocurre en r = 1 es una bifurcacién pitchfork. Para r» > 1, aparecen dos
nuevos equilibrios simétricos p* = (4/b(r — 1), =+/b(r — 1),r—1). Estos puntos
son atractores inmediatamente después de la bifurcacion, es decir, para valores de
r ligeramente mayores a 1, obteniendo un diagrama de bifurcacién parcial como

el de la figura siguiente.

estable

estable —m - ------------------ -~ nestable

estable

Figura 14.3: Diagrama de bifurcacién de la bifurcacién pitchfork en el origen del modelo de Lorenz para r = 1.

Podemos detallar atin mds la estabilidad de p* y p~. Estos equilibrios son
hiperbélicos y atractores para

o(oc+b+3)
o—b—1

l<r<ryg= ~ 24,74,
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donde se tiene ReA; s < 0, A3 < 0. Parar = rg, p™ y p~ no son hiperbdlicos, pues
ReMip = 0, A3 < 0, y ambos pasan por una bifurcaciéon de Hopf. En cambio, si
r > rg, p* y p~ son equilibrios silla-focos hiperbdlicos, i.e., ReA;2 > 0, A3 < 0.
Las bifurcaciones de Hopf en p* y p~ son subcriticas. Esto implica que existen
dos ciclos de tipo silla (inestable) I'" y I'™ para r < rg, alrededor de p*™ y p~,
respectivamente. A medida que r — 5, los ciclos I'* se achican alrededor de p*.

ciclo inestable

origen

Figura 14.4: Diagrama de bifurcacién parcial del modelo de Lorenz.

14.1.3. Ruta al caos

Existen ciertos valores rpom, Thet ¥ 74 CON Thom < Thet < T4 < Ty tal que pa-
ra | Thom < T < Thet| tenemos dos drbitas periddicas (simétricas) de tipo silla. La
variedad inestable W*(0) del origen converge a los equilibrios p*; figura [14.5](a).
Para ocurre una bifurcacién heteroclinica: Cada rama de W*(0) con-

verge a I'*, forméndose lo que se conoce como una conexion heteroclinica entre

el origen y cada uno de los ciclos; figura [14.5(b). Para [rpe < r < ra:| se tiene

el fenémeno de preturbulencia: aparece un conjunto invariante extrano, pero que
no es un atractor, sino un conjunto silla caético. Para valores de r entre rpe y
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r4 (figura M(c)), el conjunto invariante extrano consiste en un nimero infinito
(numerable) de érbitas periédicas, un nimero infinito (no-numerable) de érbitas
aperiddicas, y un nuimero infinito (no-numerable) de érbitas que convergen a O.
Todas estas orbitas son (individualmente) no-estables.

(a)

Figura 14.5: Imagen tomada de DOEDEL, KRAUSKOPF & OSINGA, Global bifurcations of the Lorenz manifold,
Nonlinearity 19 (2006), p. 2947-2972.

Una trayectoria pre-turbulenta tipica muestra caos transiente: se comporta
erraticamente “visitando” al conjunto invariante cadtico durante un intervalo de
tiempo finito antes de converger a p™ o p~ como en la figura m (No olvidemos
que estos equilibrios siguen siendo atractores para estos valores de parametro, i.e.,
estos eventos ocurren “antes” de la bifurcacion de Hopf subcritica). Sea T'(r) =
el tiempo que le toma a una orbita tipica “visitar” al conjunto invariante cadtico
antes de converger a alguno de los puntos atractores p~. A medida que r se incre-
menta, el tiempo T'(r) que le toma a una drbita en ‘escapar’ del comportamiento
cadtico transiente también aumenta. En promedio de todas las 6rbitas que visitan
al conjunto invariante extrano,

T(r) — oo, cuando r — r4 ~ 24,06.

Luego, para[r =r4], la silla cadtica se convierte en un atractor cadtico.

Una orbita tipica para valores de r inmediatamente mayores a r4 presenta
un transiente inicial, seguido de una aproximacién al atractor extrano. Una vez
conseguida la convergencia al atractor cadtico, se tiene una “oscilacién” irregular,
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Figura 14.6: Serie temporal de la variable z de una érbita pre-turbulenta en el modelo de Lorenz.

la cual persiste para t — o0, pero nunca se repite exactamente: Movimiento
aperiédico; ver figura [14.7] Por otro lado, todavia hay dérbitas que convergen a
p*, los cuales atin son atractores. A medida que r se incrementa, el sistema pasa
por una secuencia de “explosiones homoclinicas”que generan nuevos conjuntos
invariantes extranos.

En resumen, la ruta al caos que lleva a la creacion del atractor de Lorenz puede
describirse mediante el diagrama de bifurcacion de la figura [14.8:

n Entre 7,0, ~ 13,926 < r < r4 ~ 24,06: Existen dos érbitas periédicas I'* de
tipo silla; el origen 0 es un punto silla; p* son equilibrios atractores. Ademés

tenemos caos transiente.

» Para r = r4: Aparicion del atractor extrano.

» Para r > ry ~ 24,74: Los ciclos I'* ya no existen al haber desaparecido en
una bifurcacion de Hopf subcritica; el origen 0 es un punto silla; los equi-
librios p* son ambos de tipo silla-foco; el tinico conjunto atractor que




Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Sistemas Dinamicos — Pablo Aguirre 248

151

101

60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 14.7: Serie temporal de la variable z de una érbita que converge al atractor caético de Lorenz.
queda es el Atractor de Lorenz.

14.1.4. Estructura del atractor de Lorenz

En un cierto rango de parametros r» > r4, no hay puntos de equilibrio atracto-
res ni ciclos atractores. En sus estudios numéricos, Lorenz no pudo seguir usando
herramientas estandar y se enfrenté a lo que parecia una paradoja: Todas las
trayectorias permanecen confinadas en una regién acotada ...y son eventualmente
atraidas a un conjunto de volumen cero, |un atractor extrafio A| ;Cémo es A?
.Y cémo se mueven las érbitas una vez que llegan a A?

Lorenz fijé los valores de pardmetros en o = 10, b = 8/3, r = 28 > ry e
integré numéricamente desde una condicién inicial cercana a 0 = (0,0, 0). Lorenz
sabia que algo raro tenia que ocurrir, pero tuvo que tener cuidado de interpretar
correctamente los calculos numéricos. Esto era a comienzos de los anos 60! Al
graficar las series de tiempo de sus soluciones emergieron comportamientos como
el de la figura [14.7, en donde ploteamos solamente la coordenada y versus t.
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T
ciclos T*
tiposilla 77 7- TR -
! ‘\ \\\
------ il Rl Sl A
1 Thom ~ 13,926 ra~24,06 rg~24,74
| I I
origen pjE atractores
atractor

| |
caos transiente !

atractor extrano

Figura 14.8: Diagrama de bifurcacién parcial del modelo de Lorenz.

Inicialmente se observan oscilaciones con una amplitud cresciente, seguidas por
cambios de signo en y, y luego mas oscilaciones a intervalos irregulares. Estas
oscilaciones irregulares persisten para t — oo y nunca se vuelven a repetir.

Al visualizar la misma 6rbita en el espacio de fase tridimensional aparece la
“mariposa” de Lorenz de la figura[14.9] La trayectoria cruza de un “ala” a la otra
indefinidamente sin abandonar nunca el atractor. El nimero de vueltas alrededor
de p™ o p~ antes de cambiar de “ala” posee caracteristicas de variable aleatoria.
Esto sucede pues en r = rp,,, se crean un numero infinito de objetos de tipo
silla; luego, las trayectorias son repelidas desde un objeto inestable a otro como
en un juego de pinball. Ademds, como el sistema es disipativo, las trayectorias
estan confinadas (en el largo plazo) a un conjunto acotado de volumen cero.
Sin embargo, permanecen para siempre en este conjunto sin autointersectarse ni
intersectar a otras orbitas. Como consecuencia, el atractor extrano A presenta
caracteristicas de comportamiento caodtico...

» Transitividad: Las orbitas recorren todo A como si se “esparcieran” eter-
namente por toda la mariposa de Lorenz.

= Dependencia sensitiva a las condiciones iniciales: Soluciones cerca-
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nas se separan exponencialmente rapido; ver de nuevo http://youtu.be/
97ryBYOTQOo.

Figura 14.9: Una érbita en el atractor de Lorenz en el espacio tridimensional (z,y, 2).

Para probar que un sistema dinadmico posee un atractor extrano, uno puede
seguir los siguientes pasos generales:

1. Encuentre una region atrapadora M;

2. Muestre que M contiene un conjunto invariante cadtico atrayente, es decir,
con las propiedades descritas justo arriba;

3. Luego, el conjunto atractor es A = (,., p:(M) si el sistema viene definido
por un flujo ;.

Cada orbita en A da un nimero finito de vueltas alrededor de una rama (o
ala), y luego cambia a la otra rama. Y repite de nuevo el mismo proceso... infinitas
veces. Luego, el atractor A esta formado por dos superficies que se fusionan en
la parte baja. Lorenz hablé de una superficie “ramificada” S. El borde de esta
superficie estd formado por la variedad inestable del origen, esto es, 95 C W*"(0).
Sin embargo, el hecho de que S conste de dos laminas que se fusionan en la parte


http://youtu.be/97ryBYOTQ0o
http://youtu.be/97ryBYOTQ0o

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Sistemas Dinamicos — Pablo Aguirre 251

baja presenta un dilema, pues debe haber unicidad de soluciones: Trayectorias no
pueden cruzarse ni unirse! La explicacion que dio Lorenz fue que las dos superficies
se unen solo en apariencia. La “ilusién”se debe a la fuerte contraccién de volumen
del flujo y por baja resoluciéon numérica.

Figura 14.10: Bosquejo cualitativo de la estructura geométrica del atractor de Lorenz.

Reemplacemos el flujo reversible 3D de (14.1) por un semifiujo en S, es
decir, las soluciones se definen para ¢ > 0 solamente. Una semiodrbita positiva
arbitraria en S eventualmente debe llegar al intervalo de ramificacion [—a, a] de la
figura [14.10] En ese momento, la 6rbita “escoge” a cudl rama ird a continuacién:
si se queda en la misma rama o si cambia a la otra. Ademas, esta solucién se
mueve (cadticamente) desde una rama a otra a medida que viaja por el atractor
sin intersectarse con otras ni consigo misma (por la propiedad de unicidad de
soluciones). Este comportamiento también es el mismo para cualquier otra
trayectoria en A. Luego, la superficie S debe estar formada por un ntmero
infinito no-numerable de capas o laminas, al cual Lorenz llamoé “un complejo
infinito de superficies.” En resumen, el atractor de Lorenz A es un conjunto de
puntos con volumen cero pero area infinita; una estructura de superficies que
se “acumulan” en si mismas. De hecho, el atractor de Lorenz es un fractal cuya
dimensién (no entera) es dim.A ~ 2,05. Hay varias maneras de definir la dimensién
fractal de un objeto y estan disponibles en muchos textos. Busca tu favorital
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14.1.5. El mapeo de Lorenz

Al estudiar detenidamente el comportamiento de las soluciones en el atrac-
tor extrano, Lorenz observo que una “érbita cambia de espiral sélo después de
sobrepasar una distancia critica del centro y esto determina el punto en el cual
se entra a la siguiente espiral. A su vez, esto determina el nimero de circuitos
que se ejecutan antes de volver a cambiar de espiral.” Esto le dio la idea para
una codificacion de una trayectoria: Una propiedad de un “circuito” dado predice
la misma propiedad en el siguiente “circuito.” Por ejemplo, si z, es el n-ésimo
maximo local de la variable z(t), Lorenz observé que el valor de z, predice el
siguiente maximo local z,.1. {Cémo es esto posible?

46 .
Zn4-1 .’.
i
42t / "‘
;

38t / \'.

341 v/ *.

30

30 34 38 42 46
Zn

Figura 14.11: Gréfica del mapeo de Lorenz.

Lorenz intengré numéricamente por largo tiempo ¢ y midié los maximos locales
de z(t). Obtuvo un grafico z,,1 vs z, como el de la figura|14.11} En ella, los datos
parecen coincidir con una curva |z,.1 = f(z,)], la cual se conoce como Mapeo

de Lorenz. De esta manera, Lorenz pudo extraer orden del caos a partir de una
serie temporal

T = {Zo, AR IEER ,ZN}.

Observemos que el grafico de f(z,) en rigor no es una curva. Tiene un grosor
muy pequeno. Luego, f(2) no es una funcién bien definida. Sin embargo, el trata-
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miento como curva resulta conveniente, pues nos entrega informacién aproximada
sobre el comportamiento de una érbita, con tan solo observar una sola variable
(y no las tres). Por otro lado, notemos que el mapeo de Lorenz no es un mapeo
de Poincaré. Si asi fuera, este mapeo tomaria un punto en una superficie trans-
versal 2D, especificado por 2 coordenadas, y nos diria como esas dos coordenadas
cambian después del primer retorno a la misma superficie. Sin embargo, el mapeo
de Lorenz caracteriza la orbita por sélo un ntmero, no dos. En consecuencia,
este enfoque funciona sélo si el atractor es muy “delgado”, o sea, cercano a algo
bidimensional.

14.1.6. Exponentes de Lyapunov

Podemos cuantificar la dependencia sensitiva a las condiciones iniciales en el
sistema de Lorenz —y, de hecho, en cualquier otro sistema— al medir la tasa
(promedio) en que dos drbitas cercanas se alejan una de la otra. Sea x(¢) un
punto en una 6rbita en el atractor en el instante ¢t. Si §(t) > 0 es un despla-
zamiento suficientemente pequeno, entonces x(t) + d(¢) es un punto cercano a
x(t) en el instante ¢; podemos considerar, por ejemplo, que [|dy|| = 1071°, donde
dp = 6(0). En el caso del sistema de Lorenz, se puede comprobar que §(t) crece
exponencialmente de la forma ||§()|] ~ ||d|le’, donde A = 0,9. Luego, 6rbitas
vecinas se separan exponencialmente rapido. Al graficar In ||d(¢)|| vs t obtenemos
una curva parecida a una recta con pendiente A > (0. Esta curva tiene altibajos
pues la divergencia exponencial varia a lo largo del atractor. La divergencia tiene
un maximo cuando la separaciéon es comparable con el “diametro” del atractor.
El nimero A se conoce como exponente de Lyapunov.

Caso general. Los exponentes de Lyapunov pueden definirse en un contexto mas
general. Por ejemplo, consideremos el campo de vectores

x = f(x), x€R"™

Sea x(t,x¢) la érbita que pasa por el punto x(0) = xy. Consideremos la linea-
lizacién del flujo a lo largo de x(t,xp), la cual viene dada por 1 = D f(x(t))u,u €
R"™. Este ultimo, al ser un sistema lineal, posee una matriz fundamental de solu-
ciones, la que llamaremos X (¢;x(t,%g)). Si v # 0 es un vector en R”, definimos
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(1) In 5(1)
oo t

o(t) \
x(t) + 6(t) pendiente = A

Figura 14.12: Exponentes de Lyapunov en un sistema a tiempo continuo.

el coeficiente de expansion a lo largo de la érbita de x( en la direccién dada por
vV como

et (XO, V) -

Este coeficiente mide qué tan grande es la tendencia de las soluciones (en una
aproximacion lineal) a desviarse en la direccién del vector v en cada punto de
la solucién x(¢,%g) (parametrizada por t) del sistema original x = f(x). Luego,
el exponente de Lyapunov en la direccion v a lo largo de la orbita de x; queda
definido por
A(x9, V) = lim sup ! log pt(xq, V),
t—00 t

es decir, como un promedio temporal (en el largo plazo) del logaritmo del coefi-
ciente de expansion.

En general, para un sistema x = f(x),x € R", podemos definir n exponentes
de Lyapunov distintos, dados por las n direcciones linealmente independientes en
una base de R".

Demos una interpretacion de esta cantidad A\(xg, v) con la ayuda, de nuevo, del
modelo de Lorenz. Consideremos una esfera infinitesimal de condiciones iniciales
ent=0.Para0 <t < 1, podemos esperar que esta esfera se deforme en todas las
direcciones en un elipsoide infinitesimal. Para tiempos mayores t > 1, el didmetro
del elipsoide es controlado por el exponente de Lyapunov A\(v) “més positivo”.
Luego, basta que tan solo uno de los n exponentes de Lyapunov sea positivo para
que exista una expansiéon a una tasa exponencial en alguna direccién a lo largo
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de la orbita considerada del sistema. En el caso del atractor de Lorenz, el valor
de X obtenido es el exponente de Lyapunov positivo mds grande.

Este hecho trae consecuencias importantes. Si en ¢ = 0 tenemos dos mediciones
iniciales (i.e., condiciones iniciales) cercanas con un error [|dy||, entonces para
t > 0 la discrepancia crece a una tasa ||d(t)|| ~ ||d]|e*. En particular, si a > 0
es la tolerancia para hacer predicciones —i.e., nuestra predicciéon del futuro es
aceptable solo si ||0(¢)|| < a—, entonces definimos el horizonte de tiempo como el
instante tj,ri.0n tal que nuestra prediccién falla para t > t300i.0n. En particular,

1 a
Lhorizon ™ O <_ 10g —) .
A [0l

Por lo tanto, no importa qué tan chica sea la discrepancia inicial dy, no podremos
predecir por un tiempo méas largo que unos miltiplos de 1/A. Por esta razén, la
existencia de (al menos) un exponente de Lyapunov positivo es evidencia de que

se tiene

el sistema posee sensibilidad a las condiciones iniciales.

la prediccion falla
aqui

t=0
t= thom’zon
dos condiciones

iniciales casi indistinguibles

Figura 14.13: Horizonte de tiempo para hacer predicciones en un sistema con sensibilidad a las condiciones
iniciales.

Exponentes de Lyapunov para series de tiempo. En la mayoria de los casos,
el exponente de Lyapunov debe ser calculado numéricamente. Si tenemos una serie
de tiempo unidimensional X = {xg, z1,x2,...} (proveniente de una muestra de
datos de un experimento, o del cdlculo numérico de una oérbita de un sistema de
ecuaciones diferenciales), podemos calcular su exponente de Lyapunov como un
indicador de si esta serie proviene de un sistema caodtico. Supongamos que los
instantes de tiempo en los que fueron registrados los valores de la secuencia X
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estan equispaciados, donde 7 es el intervalo de tiempo entre dos observaciones
consecutivas.

Si el sistema se comporta cadticamente, la divergencia de trayectorias cercanas
se va a manifestar de la siguiente manera: Si seleccionamos un valor de la secuencia
X, digamos z;, vy luego buscamos en la secuencia otro valor que sea cercano,
digamos z;, entonces la secuencia de diferencias

d() = ‘.Ij — a:z\

dy = |Tj41 — 2441

dy = |Tjs2 — Tisol (14.2)
dp = |xj+n — Tt

debe crecer exponencialmente, al menos en promedio, a medida que n crece. Mas

formalmente, asumimos que
d, = doe™ (14.3)

o, después de tomar logaritmos

A==In(-]). 14.4
nn<do> (14.4)

En la practica, tomamos como la defincién del exponente de Lyapunov \
de la sucesion X. Si A es positivo, hay evidencia de sensibilidad a las condiciones
iniciales. En este método estamos esencialmente localizando dos trayectorias ve-
cinas en el espacio de estados y luego siguiendo las diferencias entre las dos orbitas.

OBSERVACIONES.

1. Hemos asumido una tasa exponencial de separacién entre érbitas vecinas.
Una forma de examinar la validez de este supuesto es plotear el logaritmo
natural de la diferencia d,, como funcién del indice m. Si la divergencia es
exponencial, los puntos graficados caeran aproximadamente sobre una linea
recta, cuya pendiente es el exponente de Lyapunov.
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2. El valor de A, en general, depende del valor de z; escogido como valor inicial.
Para caracterizar el atractor, usualmente queremos un valor promedio para
A. Podemos entonces calcular

N

1
A= NZA(:@.),

1=1

tomando el promedio sobre un nimero grande N de valores iniciales distri-
buidos sobre el atractor.

3. Para sistemas acotados que son de nuestro interés, el nimero n en (14.2)) no
puede ser muy grande. Dado que los valores de la sucesion X estan limitados
en tamano para un sistema acotado, las diferencias d; no pueden ser maés
grandes que el didmetro del atractor cadtico (ej, la diferencia entre el mayor
y el menor valor de x). Luego, el crecimiento exponencial en d no puede
durar para siempre, y debemos limitar n. Una forma de hacerlo es graficar
los valores de d; y ver cuando estos valores d dejan de crecer. Por otro lado,
si dp se hace mas pequeno al tomar x; mds cercano en valor a x;, entonces
la divergencia exponencial continuara para valores mayores de n.

4. Si la secuencia de valores X corresponde a comportamiento periédico, los
valores de d seran muy chicos o 0 pues la trayectoria regresa exactamente
al mismo conjunto de puntos. Luego, este método nos deberia dar un valor
promedio de A = 0, reflejando el hecho de que los d; no crecen ni decrecen
en tamano. Considerando una direcciéon transversal a una orbita periddica
estable en el espacio de fase, el exponente de Lyapunov debe ser negativo,
indicando que trayectorias cercanas son atraidas a la drbita estable. Sin
embargo, la serie de tiempo de la trayectoria misma no nos puede decir
cémo las orbitas vecinas se aproximan al ciclo.

5. Hay restricciones sobre el valor de j que debe ocuparse para un z; dado
en ([I4.2). Si la serie de tiempo proviene de un proceso que varfa en forma
suave en el tiempo o de un muestreo poco espaciado, entonces no debemos
escoger j muy cercano a ¢, pues los dos valores ocurren cerca en el tiempo. Si
los dos valores son cercanos en el tiempo, esperamos que el comportamiento
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siga siendo cercano, y acabarfamos con un valor para A(x;) anormalmente
pequeno. Podemos evitar este problema al imponer que x; no sea tan cercano
a x; en la secuencia X. Existen varios criterios para escoger una separacion
minima. En general, un ploteo de los valores de la serie como funcion del
tiempo nos permitird determinar, al menos aproximadamente, cudl debe ser
la separacién minima en el tiempo. Por supuesto, si los datos provienen de
puntos en una seccién de Poincaré, los cuales ya estan separados en el tiempo,
entonces este problema desaparece.

6. También debemos considerar los limites practicos para dj. El valor de dy no
puede ser menor que la precisién (o tolerancia minima) con que los datos
han sido almacenados. Por ejemplo, si los datos fueron registrados con solo
tres decimales, entonces no tendria sentido considerar una diferencia menor

que 0.001.

14.2. El sistema de Rossler

El sistema de Rossler se define como el campo de vectores tridimensional

T = —y-— 2z,
y = z+ay,
2 = b+z(x—c).

Este sistema es conocido como uno de los campos vectoriales mas sencillos
que pueden exhibir caos. Es incluso mas sencillo que el sistema de Lorenz. La
manera en que este sistema pasa de un comportamiento “sencillo” a uno caotico
es distinta al modelo de Lorenz, pero igualmente se puede explicar como una una
secuencia de transiciones a medida que un pardmetro (en este caso ¢) se incremen-
ta. Esta secuencia de bifurcaciones se conoce como cascada de duplicaciones
de periodo y se muestra en la figura [14.14]

Para c¢ relativamente pequeno existe una oérbita periddica atractora que se
vuelve inestable en una bifurcacion de duplicacion de periodo. No podemos decir
mucho en este punto sobre esta bifurcacién particular, mas que se trata de un
evento que se manifiesta en la aplicacion de retorno de Poincaré asociada a esta
solucion periddica. El principal cambio que ocurre en esta bifurcaciéon es que el
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Figura 14.14: Ruta al caos por duplicacién de perfodo en el modelo de Réssler.

atractor (el ciclo original) es remplazado por otra dérbita periddica del doble de
periodo que da vueltas alrededor dos veces antes de cerrarse. Este atractor es
luego remplazado por una érbita periddica que da 4 vueltas alrededor antes de
cerrarse, y asi sucesivamente, a medida que ¢ aumenta. Este proceso, conocido
como ruta al caos por duplicacion de periodo, culmina con la creacion de
un atractor caético, el cual existe para a = b = 0,2, ¢ = 5,7; ver figura [14.15]

14.2.1. Estirar y doblar: la receta para crear caos.

La duplicacion de periodo en el sistema de Rossler se debe a un mecanismo
de “estirar y doblar”. La figura [14.16|(a) muestra el flujo cerca de una trayecto-
ria tipica. En una direccion hay una contraccion hacia el atractor, y en la otra

direccién hay una expansion a lo largo del atractor. La figura [14.16(b) destaca la
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Figura 14.15: El atractor caético de Rossler.

“lamina” en donde hay dependencia sensitiva a las condiciones iniciales:
Dos puntos iniciales muy cercanos van a tener orbitas que eventualmente se van a
separar exponencialmente. Estas son las direcciones a lo largo de las cuales toma
lugar un estiramiento del atractor. A continuacién, el flujo dobla la parte mas
ancha de la lamina en dos capas y luego se da la vuelta para regresar muy cerca
de la parte mds estrecha; ver figura [14.17(a).

Pero el proceso no se detiene alli:

(a) El flujo se expande a lo largo del atractor doblando una lamina/capa en dos
y luego contrae ambas capas resultantes acercandolas una a la otra. De esta
forma, el flujo ha tomado una capa y ha producido dos capas después de un
circuito a lo largo del atractor.

(b) Repitiendo el proceso, aquellas dos capas producen cuatro...

(¢) ...y luego producen ocho, y asi sucesivamente; ver figuras [14.17(b)-(c).
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trayectoria (b)

expansion a lo largo
del atractor

contraccion hacia
el atractor

Figura 14.16: Compresién y expansién cerca de una érbita.

Lorenz

Poincaré

(a) (b) (¢) (d)

Figura 14.17: Gracias al mecanismo de estirar y doblar, el atractor caético de Rossler tiene la estructura
topolégica de un conjunto de Cantor de superficies y es una manifestacion de la presencia de herraduras de Smale
en secciones de Poincaré.

Esto es analogo a tener un panadero amasando una masa de hojaldre. En este
caso, la masa se compone de las trayectorias del sistema. En definitiva, el flujo
genera un complejo infinito de superficies apretadas unas con otras: esto es el

atractor caético (!); ver figura [14.17(d).

Dinamica de herradura en la seccion de Poincaré. La dindmica cadtica
en el atractor es una manifestacion de la presencia de ciertas estructuras que pa-
recen herraduras, las cuales son “visibles” al cortar el atractor transversalmente
con una seccién de Poincaré; ver figura [14.17] De hecho, la dindmica de herra-
duras es una caracteristica general de todos los comportamientos cadticos, y no
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es exclusivo del atractor de Rossler. La identificacién de estas herraduras pro-
vee un esquema que permite demostraciones matematicas de muchos aspectos
importantes de la dindmica del sistema. Y ademas, tiene el beneficio adicional
de la reduccién de la dimension del problema original al andlisis de un mapeo
bidimensional.

Reduccién a un mapeo unidimensional. Las trayectorias en el sistema
de Rossler son atraidas hacia el atractor cadtico muy rapidamente, después de lo
cual lo siguen en la direccién del flujo indicada por las flechas en las ilustraciones.
Dado que esta atraccion es tan fuerte, podemos hacer una aprorimacion del com-
portamiento del sistema al considerar solamente este objeto doblado y tomar una
seccién transversal adicional en él (seccion de Lorenz). Esto resulta en un mapeo
unidimensional en el que encontramos un conjunto infinito de puntos separados
por espacios vacios de varios tamanos: un conjunto de Cantor. Esto nos dice en-
tonces que el atractor de Rossler tiene la estructura topolégica de un conjunto de
Cantor de superficies. De hecho, localmente, el atractor es el producto cartesiano
de un conjunto de Cantor y una banda.

11 : : : : . . .
Tn+1

10 — ;
-~ \,

Figura 14.18: Para ¢ = 5 la grafica del mapeo unidimensional z,, 1 versus x,, de puntos en el atractor de Rossler
se ve como una parabola invertida.

El mapeo unidimensional definido en la seccién de Lorenz resulta de graficar
Tp41 versus x,, donde x, denota el n-ésimo méximo local de los valores de x(t)
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para una trayectoria en el atractor. La grafica que emerge se ve justamente como
una parabola invertida en la figura [I4.18 hemos encontrado un orden o patrén
en el caos ().

En resumen, esta reduccién de un campo de vectores tridimensional a una
aplicacién bidimensional (a través de una seccién de Poincaré) y luego a un mapeo
unidimensional nos entrega una muy buena aproximacion para comprender la
dinamica en el atractor de Rossler.

14.3. Ecuacion de Duffing

En 1918 Duffing introdujo un modelo de oscilador no lineal con un término
cubico de rigidez para describir el efecto “endurecedor” de un resorte observa-
do en muchos problemas mecanicos. Desde entonces, esta ecuacion, junto con la
ecuacion de Van der Pol, se ha vuelto uno de los ejemplos mas comunes en textos
de oscilaciones no lineales y articulos de investigacién. Aqui discutimos una mo-
dificacion de la ecuacién de Duffing convencional en la cual el término de rigidez
lineal es negativo. La ecuacién que resulta describe la dindmica de una viga o
placa doblada cuando se considera solo un modo de vibracién. El modelo viene
dado por la siguiente ecuaciéon diferencial de segundo orden no auténoma:

&+ 6k — x4 x> = ycos(wt). (14.5)

Mecanicamente, si 6 = v = 0, el modelo representa un cuerpo sometido a una
fuerza conservativa con un potencial de doble pozo; si 6 > 0, la viga presenta
rigidez o resistencia al movimiento, por lo que el sistema se vuelve disipativo. El
término no auténomo cos(wt) en ([14.5)) representa una fuerza externa actuando
periodicamente sobre el cuerpo, en este caso de forma cosenoidal. Si v = 0, las
trayectorias de ((14.5)) viven en el plano R? y se muestran en la figura para
0 > 0 (caso disipativo): el origen es un punto silla, y hay dos focos estables a cada
lado.

Consideremos ahora 7 # 0. La ecuacion se puede reescribir como un

sistema autéonomo
_— ’U7
v = u—u’+ dv+ ycos(wh), (14.6)
6 = 1.
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-

LQJ

{

Figura 14.19: Retrato de fase de la ecuacién de Duffing sin fuerza externa (y = 0) y coeficiente de rigidez § > 0.

Aqui (u,v,0) € R? x S, donde S! = R/T es el circulo unitario de perfodo
T = 27 /w. Este producto cartesiano es un modelo de anillo tridimensional donde

viven las trayectorias de ([14.6]); ver figura [14.20]

1D 2D u

Figura 14.20: Izquierda: Las 6rbitas de (14.6)) viven en un “anillo tridimensional” R? x S*. Derecha: Bosquejo
esquematico de las soluciones periédicas de (14.6)) para v > 0 suficientemente pequefio.

En escogemos una seccién transversal ¥ = {(u,v,0) : 0 = 0} y conside-
ramos la aplicacién de retorno de Poincaré P : ¥ — X. Se puede demostrar que
P esta definido globalmente. Claramente, P depende de los parametros 7, d, w,
pero en lo que sigue consideramos que 6 > 0 y w > 0 estan fijos y variamos ~;
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por eso, escribiremos P = P,.

Py es solamente el mapeo del flujo cada 27 /w unidades de tiempo del problema
sin fuerza externa, i.e., con 7 = 0. Los puntos de equilibrio de ({14.5) con v = 0
corresponden a orbitas periddicas de ; y su estabilidad se preserva. En
efecto, para pequenos valores de v > 0, los dos focos estables del caso v = 0
en la figura son érbitas periddicas atractoras de periodo 27 /w (o periodo 1
para P,) y el punto silla se vuelve una érbita de tipo silla. De esta forma, P, sigue
teniendo tres puntos fijos hiperbdlicos. Un bosquejo cualitativamente equivalente
de las trayectorias en R? x S! y de la aplicacién de Poincaré para 0 < v pequefio
se muestra en la figura [14.20]

A medida que ~ se incrementa, ocurre una cascada de duplicacién de periodo
iniciada en las orbitas periddicas estables —i.e., la misma ruta al caos que en el
modelo de Rossler—, la que culmina con la apariciéon de comportamiento cadtico
y soluciones aperiédicas.

El cuadro superior izquierdo en la figura muestra la proyeccion de una
solucién de ((14.6)) al plano (u, v) en el régimen cadtico. Notemos que las autointer-
secciones de la solucion no son tales, sino que son un producto de la proyeccion de
una 6rbita en un espacio 3D al plano 2D (u,v). Esta trayectoria estd “visitando”
un conjunto cadtico que vive en R? x S!. Para visualizarlo, simplemente toma-
mos esta misma soluciéon y consideramos su orbita bajo la aplicacién de retorno
de Poincaré en la seccién transversal . La figura que emerge es la del objeto
extrano en el cuadro superior derecho de la figura [14.21] Al igual que el atractor
de Lorenz y el atractor de Rossler, este objeto extrano posee una fina estructura
autosimilar o fractal, como se aprecia en las imagenes inferiores de la figura[14.21]
la que continua a escalas arbitrariamente pequenas (pero es visible hasta donde
lo permite la resoluciéon de nuestros calculos numéricos).

La estructura del objeto extrano se debe a un complicado arreglo de las varie-
dades estable e inestable de la 6rbita periddica silla de ([14.6]), o equivalentemente
las del punto silla en la aplicacién de Poincaré. Estas variedades forman una in-
trincada red de (infinitas) intersecciones que da lugar al caos. Un bosquejo de este
arreglo, conocido como estructura homoclinica de Poincaré, se muestra en
la figura [14.22} El comportamiento de una trayectoria vecina es un acercamiento
asintotico en espiral a lo largo de la cara “no enredada” de la variedad estable
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Figura 14.21: Una érbita cadética en la ecuacién de Duffing (arriba, izquierda); y el correspondiente atractor
extrafio de la aplicacién de Poincaré (arriba, derecha), junto con ampliaciones (abajo) que muestran su naturaleza
fractal. Imagen tomada de P. HOLMES, The dynamical legacy of Liapunov and Poincaré: Reflections on stability,
chaos and randomness, ASME IDETC/CIE Conference, San Diego, Aug 31-Sept 2, 2009.

Figura 14.22: Bosquejo esquemdtico del enredo homoclinico de Poincaré en la seccién transversal y la corres-
pondiente organizacién de variedades invariantes en el espacio 3D.

(superficie azul), seguido de un lapso de movimiento cadtico, atrapado dentro del
enredo de superficies, y finalmente un escape asintético en espiral a lo largo de la
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mitad no enredada de la variedad inestable (superficie azul). De esta forma, este
“enredo” homoclinico provee un modelo geométrico para el caos.

14.4. Ejercicios

Los siguientes problemas propuestos estan todos asociados a las ecuaciones de

Lorenz. La excepcién es la pregunta 8.

1.

Considerando la funcién de Lyapunov V (z,y, z) = %x2 + 2 + 2%, demuestre
que el origen (x,y, z) = (0,0,0) es un equilibrio globalmente estable si r < 1.

Verifique que el origen sufre una bifurcacién pitchfork en r = 1.

. Sir > 1, demuestre que el origen es una silla hiperbdlica.

Demuestre que la ecuacién caracteristica para los valores propios de p* es

N+ (0 + b+ DA+ (r+ )b + 2bo(r — 1) = 0.

. Busque valores propios de p* de la forma A\ = 4iw, donde w # 0, y demuestre

o+b+3

| ) . Encuentre

que ocurre una bifurcaciéon de Hopf cuando r = ryg = o (
también el tercer valor propio de los equilibrios p™*.

(Horizonte de tiempo) Para ilustrar el “horizonte de tiempo” después del cual
predecir se vuelve imposible (sensibilidad con respecto a las condiciones ini-
ciales), integre numéricamente (use un computador) las ecuaciones de Lorenz
para r = 28, 0 = 10 y b = 8/3. Comience dos trayectorias desde condiciones
iniciales cercanas, y grafique z(t) vs t para ambas en el mismo gréafico.

(Experimentos numéricos) Para cada uno de los valores de r dados abajo,
use un computador para explorar la dindmica del sistema de Lorenz, asu-
miendo ¢ = 10 y b = 8/3. En cada caso, grafique z(t) vs ¢, y(t) vs t, y x
vs z. Investigue las consecuencias de escoger condiciones iniciales distintas
y diferentes tiempos de integracién. Ademas, en algunos casos, podria ser
conveniente ignorar el comportamiento transiente, y graficar sélo el compor-
tamiento sostenido en el largo plazo.
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(a) = 10. (b) r = 22 (caos transiente), (¢) r = 24,5 (coexistencia de caos y
equilibrios estables), (d) » = 100 (sorpresa), (e) r = 126,52, (f) r = 400.

8. Considere el campo de vectores escalar y lineal £ = ax, x € R, donde a es
una constante. Demuestre que el exponente de Lyapunov de cada orbita de
este sistema es a.
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