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PRELUDIO

Estas notas estan creadas para servir como acompanamiento en un curso de
sistemas dinamicos nolineales y caos para estudiantes avanzados de pregrado y
aquellos iniciando un postgrado en matematicas. También puede ser tutil para
estudiantes avanzados e investigadores de fisica, quimica e ingenieria que usen
sistemas dindmicos como herramientas/modelos en sus estudios. En este texto
se pone énfasis en ensenar las técnicas y métodos que permitiran al estudiante
el tomar un sistema dindmico especifico (en la forma de sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias, flujos de campos vectoriales y/o composicién de mapeos)
y obtener informacion cuantitativa y cualitativa sobre el comportamiento de este
sistema desde el punto de vista geométrico y analitico.

Los lectores promedio pueden no necesariamente poseer una formacion formal
completa en matematica, aunque si son necesarios conocimientos solidos de teoria
cualitativa de ecuaciones diferenciales, calculo diferencial e integral, dlgebra lineal,
analisis real y nociones generales de topologia.

La mayor parte de este texto no corresponde a una obra original, sino a una
recopilacién de extractos de diversos origenes. Las principales fuentes en que se
basa parcialmente cada capitulo son las siguientes:

= Capitulo 1: [7, 9] [1T], 12].

= Capitulo 2: [3, 7, B, [T, 12, 16, 17, [19].

7,
3,
= Capitulo 3: [3] [7, 8] [11], 12], 17].
= Capitulo 4: [6, [7, [1T], 12, 19].
= Capitulo 5: [6, [7, 12].
= Capitulo 6: [3, (6] 7, 12].
= Capitulo 7: [3] 6] [7, 8, 9] [19].
= Capitulo 8: [4, [7, 9, 15] 18], 19].



Sistemas dinamicos no lineales y caos — Pablo Aguirre 2

= Capitulo 9: [7, 8, 9, 12].

Una lista més amplia de textos sugeridos se puede hallar en la Bibliografia al
final de estos apuntes.

Hay que notar que las primeras versiones de estos apuntes fueron producidas
entre 2020-2021 (en el marco de la pandemia y confinamientos por el coronavirus)
para suplir las carencias de la docencia de emergencia a distancia. Como tal, estos
apuntes fueron creados contra el tiempo y con insuficientes recursos tecnolégicos.
De seguro los estudiantes de esas primeras versiones debieron luchar para dar
sentido a las imagenes hechas a mano y de baja calidad. A partir del 2023,
sin embargo, contamos con excelentes figuras fabricadas mayormente por Dana
Contreras y con aportes de Pablo Munoz en algunas simulaciones especificas
del sistema de Rossler, el mapeo logistico y el mapeo de Hénon. Les agradezco
enormemente a ambos por su ayuda para incrementar sustancialmente el nivel
didactico de este material.

El texto que tienen en sus manos ha sido revisado y complementado gra-
cias a los certeros aportes, observaciones y sugerencias de los estudiantes del
curso. Agradezco en particular el valioso feedback del Prof. José Mujica quien
revisé exhaustivamente el texto durante la versién 2020 del curso. Cualquier

imperdonable—error—tomisidon—eseneial desliz que : siguiera existiendo en esiita

pablo aguirre
Valparaiso y Vina, MMXXIII.
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Capitulo 1

Introduccion

;i Qué son los sistemas dinamicos? La teoria de los sistemas dinamicos bus-
ca explicar los mecanismos matematicos subyacentes de estructuras o cantidades
que evolucionan en el tiempo mediante una regla deterministica. Tipicamente, la
evolucion de estas cantidades puede venir gobernada por un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias

= f(r,a), x€R"

definido por el campo de vectores f(z,«), el cual, en general, también puede
depender de un vector de parametros a € R™. En otras ocasiones, el sistema
dindmico viene definido mediante un proceso iterativo que consiste en la compo-
sicion reiterada de una aplicacion

r— flr,a), z€R"

donde nuevamente a € R™ es un vector de pardametros. Sin embargo, la nocién
de sistema dindamico también es aplicable en otros contextos mas generales. Por
ejemplo, una ecuacion diferencial parcial parabdlica

U = f(u) + Uz,
también puede entenderse como un sistema dinamico de la forma
u = F(u), wuebB,

donde el operador F' esta definido en algin espacio de Banach B apropiado. Inclu-
so, si buscamos un poco més alla, podemos hallar ejemplos de sistemas dinamicos

7
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en contextos tan diversos como geometria compleja (acciones de grupos en su-
perficies de Riemann), teoria de la medida (propiedades de sistemas dindmicos
actuando sobre conjuntos medibles), topologia diferencial (flujos definidos en va-
riedades, campos de vectores sobre fibrados tangentes), etc.

En sus inicios, la dindmica, como rama de la ciencia, tuvo una motivacion
proveniente de la fisica para entender el movimiento de los cuerpos, aunque po-
co a poco su formalizacién y abstraccion matematica fueron creciendo. Podemos
encontrar sistemas dindmicos en todas partes: desde el sistema solar, el clima, los
ecosistemas, hasta las maquinas creadas por el hombre y la bioquimica de nues-
tros propios cuerpos. Hoy en dia, hablar de dindmica es referirse practicamente
a un area cientifica interdisciplinaria con facetas tanto matematicas (tedricas),
aplicadas (modelacién), e incluso experimentales.

. Qué es caos? Por otro lado, caos es el término usado para describir el com-
portamiento aparentemente complejo de sistemas dinamicos que consideramos
mas bien simples. El comportamiento cadtico parece ser erratico e in-
cluso aleatorio. Sin embargo, estos sistemas son esencialmente deterministicos;
es decir, el conocimiento preciso de las condiciones del sistema en un instante
de tiempo, nos permite predecir con exactitud el comportamiento futuro de ese
sistema.

Para comprender esta aparente contradiccion o paradoja, resulta ttil leer las
palabras de R. C. Hilborn en su libro Chaos and Nonlinear Dynamics [9):

El elemento clave para reconciliar las nociones de aleatoriedad y determinismo es
la no linealidad: Si un sistema es perturbado por un cierto estimulo, y observamos
cierta respuesta a tal estimulo, entonces podemos preguntarnos cémo responde el
sistema ante un estimulo del doble de intensidad. Si la respuesta no es el doble de
grande (podria ser mayor o menor), decimos que el comportamiento del sistema es
no lineal. En términos matemadticos, un sistema no lineal es aquel cuyas ecuaciones de
evolucién son no lineales. Para estos sistemas, un pequeno cambio en un parametro
puede gatillar un sibito y dramatico cambio (o bifurcacion) en las propiedades cuan-
titativas y cualitativas de un sistema. Para un valor, el comportamiento podria ser
periddico; mientras que para un valor ligeramente distinto, el comportamiento podria
ser completamente aperidédico (nunca se repite exactamente). Estos cambios pueden
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llevar al sistema eventualmente a comportarse en forma cadtica.

Caos vs Ruido vs Complejidad. Si vemos un sistema con un comportamien-
to complejo y que parece aleatorio, podriamos tratar de explicar ese comportamiento
ya sea con argumentos basados en la nocién de “ruido” o con argumentos basa-
dos en “complejidad”. Segun el argumento del ruido, el comportamiento complejo
podria deberse a la influencia de efectos externos fuera de nuestro control (vibracio-
nes mecdnicas, fluctuaciones de temperatura, etc). Como estas influencias externas
cambian de una manera no controlada, el comportamiento del sistema parece alea-
torio. Segln el argumento de la complejidad, reconocemos que la mayoria de los
sistemas reales en biologia, quimica, fisica e ingenieria estan formados por billones y
billones de dtomos y moléculas. Dado que no podemos controlar (ni siquiera conocer)
con precision el comportamiento de todos estos atomos y moléculas (quizés, lo mejor
que podemos hacer es controlar su comportamiento promedio), no es sorprendente
que esta falta de control lleve a fluctuaciones y aleatoriedad en el comportamiento
del sistema visto como un todo. La importancia del caos es que nos provee de una
explicacién alternativa para esta aparente aleatoriedad, una que no depende ni del rui-
do estocastico ni de la complejidad. EI comportamiento cadtico aparece en sistemas
que estan esencialmente libres de ruido y también son relativamente simples (solo hay
unos pocos grados de libertad activos).

En definitiva, ;jPara qué estudiar sistemas dinamicos no lineales y
caos? La respuesta tiene dos partes:
(1) El estudio del caos nos entrega nuevas herramientas conceptuales y tedricas que
nos permiten estudiar y comprender comportamiento complicado;
(2) El comportamiento cadtico esta lejos de ser una mera excepcion a la regla: apare-
ce en osciladores mecanicos, circuitos eléctricos, lasers, sistemas dpticos no lineales,
reacciones quimicas, células nerviosas, interaccion entre poblaciones, fluidos, y mu-
chos otros sistemas. Mdas alin, este comportamiento cadtico muestra caracteristicas
universales, es decir, son independientes de los detalles del sistema en particular. Es-
ta universalidad significa que podemos aprender sobre dindmica cadtica al estudiar,
por ejemplo, simples modelos matematicos, y lo que aprendamos lo podemos aplicar
inmediatamente para comprender el comportamiento cadtico de ldsers o de células
cardiacas.



Sistemas dinamicos no lineales y caos — Pablo Aguirre 10

Las principales preguntas que nos haremos a lo largo de este texto seran las
siguientes:

1. ;Cémo evoluciona un sistema dindmico en el largo plazo? (Converge a un
estado de reposo, o a un comportamiento periédico, o quizas cadtico?)

2. ;Coémo podemos describir cuantitativa y cualitativamente la dindmica de un
sistema?

3. (Como cambia el comportamiento de un sistema no lineal si variamos los
parametros que describen al sistema?

4. ; Qué tipos de sistemas dindmicos exhiben caos?

5. {Coémo podemos decidir si un sistema es cadtico y cémo describimos cuanti-
tativamente el caos?

1.1. Dos ejemplos introductorios

Ejemplo 1 El péndulo clasico es uno de los sistemas mecanicos mas simples. Se
busca describir el desplazamiento angular § = 0(t) en funcién del tiempo t > 0 de
un péndulo de masa m dada una posicién inicial (ty) = 6y en ausencia de roce
con el aire. En la Figura [1.1{a) se ve la masa del péndulo sujeta a la fuerza de
gravedad y unida a una cuerda rigida sin masa de longitud L, la cual ejerce una
tension sobre la masa. Al aplicar las leyes de Newton a este sistema obtenemos
una ecuacion diferencial ordinaria (EDQO) de segundo orden

0+ %Sin 0 =0,
la cual puede ser reducida a un sistema de dos EDOs de primer orden.

Como sabemos de un curso elemental de ecuaciones diferenciales, el angulo
inicial # es insuficiente como dato para determinar el estado futuro del péndulo, es
decir, para conocer el par (0, 9) Debido a la naturaleza periddica de las incognitas
(0,6), el “espacio de estados” donde “viven” estas variables (6,6) es X = S' x R,
donde

St = Rmod 27
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Figura 1.1: El péndulo no-lineal define un sistema dindmico a tiempo continuo. El espacio de estados corresponde
aS! x R.

es el circulo unitario (parametrizado por 6 € [0,27]), v R es el eje real corres-
pondiente a todas las posibles velocidades del péndulo. El conjunto X puede ser
considerado como un cilindro en R?, ver figura [1.1|(b).

Este ejemplo del péndulo queda modelado entonces por un sistema dinamico,
el cual describe la ley de movimiento al considerar el tiempo ¢ > 0 como una
variable continua.

Ejemplo 2 Uno de los modelos mas simples que describen la evolucién en el
tiempo de una poblacién viene dado por la ecuacién logistica

Tp1 = 1xp(1 — 24).

Este es un ejemplo de un sistema dinamico donde la variable temporal “avanza”
en forma discreta. Aqui, z, es el tamano poblacional en el instante n-ésimo, el
cual se asume como una variable discreta, esto es, n € N; el parametro » > 0 es
la tasa de nacimientos por unidad de tiempo de la especie.

El modelo logistico describe la dependencia del tamano poblacional en el ins-
tante n + 1 en funcion del instante “presente” n. En particular, el espacio de
estados donde “vive” matemé&ticamente hablando la variable z es X = R™.
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1.2. Primeras definiciones

Definicién 1 Un sistema dinamico es un proceso cuyo comportamiento se pue-
de describir mediante un operador de evolucion

Pl X — X,
zo > O (3) = 4
definido en un espacio X para todot € T. El espacio X se llama espacio de
estados o espacio de fase. El espacio T (o tiempo) puede ser R (en cuyo caso

hablamos de un sistema dindmico a tiempo continuo) o Z (que corresponde
a un sistema a tiempo discreto).

El operador ® debe satisfacer las siguientes condiciones para cualesquiera con-
dictones iniciales xo € X y para todo t,s € T':
1. (I)O(SU()) = 2.
Es decir, si el tiempo no corre, no hay evolucion de la cantidad x.
2. (I)H—S(JZ()) = (IDt(CIDS(xO))
La evolucion en el tiempo es deterministica y solo depende del dato inicial
xo y no de cdmo “contamos” el paso del tiempo; ver figura 1.2,

Figura 1.2: Evolucién en el tiempo es deterministica y s6lo depende del dato inicial ¢ y no de cémo “contamos”
el paso del tiempo.

Definiciéon 2 Una 6rbita es un subconjunto ordenado del espacio de estados X
definido por

O={reX x=0>0"x), Vt € Ttal que d(xy) € X}.
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Una orbita nos indica qué le sucede a un punto inicial xy a medida que pasa
el tiempo; puede entenderse como el “itinerario” del sistema dinamico al partir
desde el punto z.

1.2.1. Sistemas dinamicos a tiempo continuo

Si T = R (caso continuo), el sistema dindmico viene dado tipicamente como
un sistema de ecuaciones diferenciales o un campo de vectores. La forma general
de un campo de vectores en R" es:

T = f(z,\), (1.1)

donde x € X = R" y A € R™ es un vector de parametros. La funcién f :
R"™ x R™ — R™ asigna un vector

fl(xa )‘)
fla,A) = :
fa(z, )

a cada punto en el espacio de fase. De esta forma, el campo vectorial f puede
interpretarse como un campo de fuerzas en R".

En el caso continuo, el operador de evoluciéon describe el flujo del campo
de vectores en la forma de una familia {®,, (¢)},,cx, donde usamos la notaciéon
P, (t) = ®(xg) para recalcar la dependencia de ® como funcién del tiempo ¢
desde una condicién inicial zy € X. Luego, este flujo satisface la EDO (L.1)), es
decir,

%(t) = f(®(t)), VteT. (1.2)

En el caso continuo las érbitas son curvas en X parametrizadas por t y orien-
tadas en la direccién de crecimiento de t. Si el campo de vectores f es suficiente-
mente suave también podemos ir “hacia atrdas” en el tiempo y seguir el flujo en
reversa y ver “desde dénde” venia el punto zy; ver figura 1.3

OBSERVACION. En lo que nos concierne, asumiremos que el campo f es suficiente-
mente suave de manera que el pasado y el futuro estén tinicamente determinados
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Lo
Figura 1.3: Orbitas en el caso continuo.

por la condicién inicial zj. En otras palabras, la EDO ({1.1]) siempre tendra solu-
ciones Unicas para un numero suficiente de condiciones iniciales o condiciones de
frontera.

Proposicién 1 Si yy = ®'(xg) para algin t € T, entonces las drbitas O(yo) y
O(xg) coinciden.

Ejemplo 3 El sistema de Lorenz:

T = o(y—x),
y = pr—y— a2, (1.3)
2 = —Bz+uwy,

es un sistema dindmico continuo tridimensional, es decir, X = R3 y T = R.
Aunque no podamos resolver explicitamente este sistema de EDOs, igual podemos
determinar las soluciones en forma tnica hacia adelante y hacia atras en el tiempo
dada una condicién inicial (zg, yo, 20)-

Orbitas especiales en el caso continuo

1. Puntos de equilibrio: Son puntos z* € X tales que f(z*) = 0.

2. Orbitas periddicas: Para un punto z* € X existe un instante 7 € R con
7 > 0 tal que ®7(z*) = x*. La drbita periddica esta definida como la curva
cerrada v en X

y={d'(z) e X: 0<t< T}
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donde 7" > 0 es el nimero 7 mas pequeno tal que ®7(z*) = z* y se llama el
periodo de 7.

Ejemplo 4 La ecuacién del péndulo vista en el ejemplo [1| viene dada por

. g .
0+ =sinf = 0.
L
Si introducimos un nuevo parametro (frecuencia angular) w = /g/L y reescala-
mos el tiempo de la forma 7 = wt, la ecuacion se transforma en
d*0
— +sinf = 0.
d6?
Introduciendo una variable auxiliar v = df/dr, el modelo se transforma en un
sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias escalares
do
—_— =
dr ’
1.4
dv "y (1.4)
— = —siné.
dr
Dado que (6,v) € S! x R, el espacio de fase es un cilindro. Los puntos de equi-
librio son (0,0) y (m,0). Pero también hay drbitas periddicas; he hecho, hay dos
familias no numerables de ellas como se muestra en la figura [1.4 El origen (0, 0)
representa al péndulo en reposo. Las orbitas cerradas alrededor del centro son
pequenas oscilaciones alrededor del estado de reposo y representan movimientos
periddicos de pequena amplitud. El equilibrio (7,0) es un estado de equilibrio
con el péndulo invertido. Las érbitas que rodean al cilindro también son érbitas
periodicas que representan oscilaciones de gran amplitud por sobre la posicion
invertida. La frontera entre oscilaciones de pequena y gran amplitud son las dos
érbitas que conectan (—m,0) y (m,0) y se conocen como drbitas heteroclinicas;
aqui el péndulo realiza una vuelta completa desde y hacia la posicion invertida.

Definicién 3 El retrato de fase de un sistema dindmico es una particion del
espacio de estados X en orbitas. Esta definicion también es la misma para siste-
mas a tiempo discreto.
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Figura 1.4: Retrato de fase para el sistema (1.4)).

Como ha quedado claro a partir del ejemplo anterior, el retrato de fase contiene
mucha informacién sobre el comportamiento de un sistema dinamico, a saber:

» Cantidad de estados asintdticos hacia los cuales el sistema tiende a medida
que t — Fo0.

» Caracteristicas de los estados asintéticos (atractores, repulsores, etc.).

Muchos de los teoremas y técnicas estudiados en este curso estan destinados
a entender y caracterizar el retrato de fase de un sistema dinamico!
1.2.2. Sistemas dinamicos a tiempo discreto
Si T'= Z (caso discreto), el sistema queda definido por un mapeo o aplicacién
x> g(z),

donde g : X — X es una funciéon. El operador de evolucién es el mismo mapeo ¢
y ®'(z) = ®"(z) = g"(x), n € Z, donde
=go...0
g g g

n veces
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denota la n-ésima composicion (o iteracion) de g.

En el caso discreto las érbitas son sucesiones de puntos en X enumeradas por
enteros crecientes. Si g es invertible entonces podemos también mirar el “pasa-
do” del punto z(; ver figura . (Sin embargo, siempre podemos considerar la
semiorbita positiva de un sistema dinamico

{®'(xg): t€T,t>0})

—_
o - -
-

/_* .
. —>e 9%(0) =
/ 9*(o)
g(o)
o T
K g (o)
. <
\ g(z)
® «—

Figura 1.5: Orbitas en el caso discreto para un sistema invertible.

Orbitas especiales en el caso discreto:

*

1. Puntos fijos: Son puntos z* € X tales que g(z*) = z*.

2. Puntos periodicos: Son puntos xy € X tales que ¢"(xy) = z, para algin
n € 7, mientras que ¢'(z) # x, para todo i € Z con 0 < i < n. Aqui n es el
periodo de x.

3. Orbitas periédicas: Es un subconjunto (discreto) v C X de n puntos
compuesto por la érbita de un punto periodico z:

v =1{g"(z0) : 0 < i < n}.

Aqui n se dice el periodo de v. La diferencia entre o6rbitas periddicas en el
caso continuo y el caso discreto se ilustra en la figura [1.6]
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(a) (b) —

g"*(xo

Figura 1.6: Orbitas periédicas en el caso continuo (a) y en el caso discreto (b).

Ejemplo 5 (Mapeo logistico)
r—rax(l —x).

Es un sistema dinamico discreto unidimensional para cualquier valor del parame-
tro r € R. Concretamente, X = R. En este caso, las drbitas son iteraciones (o
composiciones) de g(z) = ra(1—=z)a partir de una condicién inicial . Sin embar-
go, este mapeo no es invertible, luego sélo podemos mirar las o6rbitas positivas,
es decir, T' = Njy. Mas ain, dado que z representa individuos o densidad de
poblacién, nos concentramos en valores no-negativos para .

Es claro que " = 0 es un punto fijo para todo » € R. Si r > 1, el punto
x* = 1—1/r es otro punto fijo positivo. Sin embargo, la estructura del conjunto de
orbitas periddicas puede ser extremadamente complicada dependiendo del valor
de r, como veremos mas adelante, transformandose en la practica en la columna
vertebral de comportamiento cadtico por el cual el mapeo logistico es famoso.

Ejemplo 6 (Dindmica simbdlica)
Consideremos un conjunto X = {25 de todos las posibles secuencias bi-infinitas
de dos simbolos, por ejemplo, {1,2}. Un punto w € )y entonces es de la forma

W = { o, W9, W_1, W, W1, W2, .. .},
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donde w; € {1,2}. A la “coordenada” wy la llamamos la “posicién cero”.
A continuacién, consideremos un mapeo

O'ZQQ—>QQ,

el cual transforma la sucesion w = {..., w_9, w_1,wp, w1, ws,...} € €y en la
sucesién 0 := o(w) definida por:

0 = { oy 0_9,0_1,00,01,0-, .. } € (),

donde 6 = w1, para todo k € Z.

Es decir, el mapeo o simplemente desplaza la sucesion en una posicion hacia
la izquierda. Por esto, se le conoce como mapeo shift. El mapeo shift o define
un sistema dindmico discreto sobre €y, el cual es invertible (;Cudl es o~17?).
El proceso definido por el mapeo shift es usualmente conocido como dindmica
simbolica.

Los puntos fijos y periédicos son muy faciles de hallar (casi trivialmente!).
., Puedes determinarlos?

A pesar de quedar determinado mediante un proceso tan sencillo como despla-
zar una posicion hacia la izquierda, la descripcién de las propiedades matematicas
de la dinamica simbodlica puede ser increiblemente compleja, como veremos mas
adelante.

1.3. ;Qué (no) es caos?

A continuacién damos una primera idea sobre lo que se entiende por caos. Esta
no es una definicién rigurosa (de hecho, no existe una definicién universalmente
aceptada de caos), pero nos basta para ilustrar ciertas propiedades que un sistema
debe presentar —o no debe presentar— para ser considerado caotico.

Consideremos el comportamiento en el largo plazo de la evolucion de una
condicién inicial zy bajo el operador ®'. Los posibles “destinos” de la érbita de
x( podrian ser, por ejemplo:

= §'(z0) tiende a un punto de equilibrio (o punto fijo) cuando t — oo,

= §'(z0) tiende a una dérbita periédica cuando ¢t — oo.
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= $'(1) se escapa a la frontera de X cuando t — oco. Por ejemplo, si X = R,
entonces, ®'(zy) — +oo cuando t — oo.

Estos tres comportamientos no son cadticos, pues son predecibles. Un sistema
es cadtico si posee un subconjunto de érbitas confinadas a una regién compacta,
en donde éstas se comporten en forma impredecible.

Por ejemplo, consideremos el sistema de Lorenz (|1.3) con ¢ = 10,p = 28 y
b = %. Para cualquier condicién inicial, las 6rbitas parecen acumularse (para
t — 00) en un objeto con forma de alas de mariposa: El famoso atractor cadtico
de Lorenz.

Figura 1.7: Las érbitas en el atractor cadtico de Lorenz muestran sensibilidad a las condiciones iniciales: En la
imagen de la derecha, dos dérbitas inicialmente muy cercanas inevitablemente se separan después de un tiempo
finito.

La figura muestra en el lado derecho dos érbitas en el atractor de Lorenz
(una naranja y otra azul); ambas convergen en el largo plazo al mismo conjunto
atractor con forma de alas mostrado en la imagen izquierda. Estas dos érbitas
parten desde condiciones iniciales muy cercanas. Tan cercanas que ambas se com-
portan inicialmente en forma muy similar y es dificil distinguir la érbita naranja
de la azul. Sin embargo, de pronto las dos érbitas comienzan a comportarse de
manera muy diferente, a diverger una de la otra y, luego de un tiempo, ya se
vuelve imposible adivinar que alguna vez ambas estuvieran tan cerca inicialmen-
te; compare también las series temporales correspondientes para la variable z
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vs t en la figura [1.8. Este fenémeno se conoce como dependencia sensitiva a las
condiciones iniciales o sensibilidad a las condiciones iniciales.

50
z

40 \ .

ol '\ }\ | | |
" [ ,/\ f\ I I | i I /' \’{K

10 ] V
l l l l l l l
0 5 10 15 20 25 30 35 ‘ 40

Figura 1.8: Dos érbitas en el modelo de Lorenz mostrando dependencia sensitiva a las condiciones iniciales.

Esta propiedad es una caracteristica del tipo de comportamiento que hoy lla-
mamos caotico. Su importancia es la siguiente: Si un sistema, como el modelo
de Lorenz, exhibe dependencia sensitiva a las condiciones iniciales para un rango
de los valores de sus parametros, entonces el comportamiento de ese sistema se
vuelve virtualmente impredecible, i.e., no podemos predecir en detalle su compor-
tamiento en el largo plazo. El sistema todavia es deterministico, en el sentido de
que si conociéramos exactamente las condiciones iniciales de una érbita, entonces
podriamos predecir el futuro de esa drbita al integrar (o resolver) las ecuacio-
nes de evolucién para el sistema. Pero si hacemos el mas minimo cambio en las
condiciones iniciales, la orbita resultante rapidamente diverge siguiendo un ca-
mino distinto al original. Dado que siempre hay alguna imprecision al especificar
las condiciones iniciales en cualquier experimento real o en un calculo numérico,
vemos que el comportamiento futuro es de hecho impredecible para un sistema
cadtico. Por otro lado, veremos que no es necesario introducir un elemento es-
tocastico a las ecuaciones de evolucion de un sistema caodtico para obtener el com-
portamiento aparentemente aleatorio: La dependencia sensitiva a las condiciones
iniciales es una propiedad inherente a un sistema caodtico; es decir, se presenta
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independiente del método (numérico o analitico) que ocupemos para analizar las
érbitas. Mds atin, una 6rbita por si sola (i.e., dada una sola condicién inicial) de
un sistema cadtico, puede mostrar caracteristicas analogas a la de una variable
aleatoria (!); basta observar el comportamiento erratico de las soluciones en la
figura [1.8|.

En resumen, el futuro o evolucién de un sistema caodtico es esencialmente im-
predecible aun cuando el sistema sea deterministico. En otras palabras, al mode-
larlo matematicamente no necesitamos agregar un ruido externo para producir o
explicar su comportamiento complejo y aparentemente aleatorio.

1.4. Relaciones entre dinamica continua y dinamica dis-
creta

Existen varias maneras de construir nuevos sistemas dinamicos a partir de uno
dado. La aplicacién de retorno de Poincaré (vista en cualquier curso de teoria
cualitativa de ecuaciones diferenciales y que veremos también més adelante) es
uno de los ejemplos mas comunes. Estas construcciones nos dan una indicacién de
como traducir resultados para sistemas dindmicos en tiempo continuo a aquellos
con tiempo discreto, y viceversa.

Ademas de la aplicacion de retorno de Poincaré, tenemos...

Suspension

Es una construccién general por la cual uno “extiende” un sistema a tiempo
discreto para obtener un sistema a tiempo continuo. En cierto sentido, es cast el
proceso inverso al mapeo de retorno de Poincaré. Mas formalmente, si comenza-
mos con una aplicacién invertible ¢ : X — X como sistema dindmico a tiempo
discreto con T' = Z, entonces el nuevo sistema a tiempo continuo esta defini-
do en el espacio cuociente X = X x R/ ~, donde ~ representa la relacién de
equivalencia dada por

(x1,81) ~ (22,52) & sa—s1€Z vy @™ Y (x2) = 1.

Otra forma de construir X es tomar X x [0, 1] e identificar los “bordes” X x {0}
y X x {1} tal que los puntos (z,0) y (¢'(z),1) “se peguen”.
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Tomando el mapeo en tiempo 7

Si comenzamos con un sistema dinamico con 7' = R, podemos obtener un nuevo
sistema dindmico al restringir el operador de evolucién o flujo ®' al conjunto de
tiempos

T ={nt|n € ZoZ,}

para algiun 7 > 0 fijo. Este es otro ejemplo de como un flujo continuo da origen a
una dinamica discreta asociada. Esta construccion tiene un interés teédrico pues
muchos métodos numéricos para aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales
se basan en (una aproximacion de) un mapeo a tiempo 7, usualmente para un
valor de 7 pequeno.

1.5. Propiedades generales de los retratos de fase

Definiciéon 4 Un conjunto invariante de un sistema dindmico es un subcon-
gunto S C X tal que si zg € S entonces ®'(xg) € S, Vt € T. En particular, esta
definicion implica que ®'(S) C S, Vi e T.

OBSERVACIONES.
1. Un conjunto invariante S consiste de orbitas de un sistema dinamico.

2. Cualquier 6rbita individual O(xg) es obviamente un conjunto invariante por
s misma. Por lo tanto, puntos de equilibrio y érbitas periédicas son conjuntos
invariantes.

3. Siempre es posible restringir el operador ® a un conjunto invariante y con-
siderar el operador
\Ift:<1>t\5:5—>8,
inducido por ®! en S.

4. Si el espacio de estados X posee una métrica p, podemos considerar conjun-
tos invariantes cerrados en X. Por ejemplo, con la métrica euclidiana usual
podemos tener los siguientes conjuntos invariantes cerrados:

a) Puntos de equilibrio y drbitas periddicas.
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b) En muchos sistemas a tiempo continuo aparecen toros topoldgicos en
los cuales la dinamica es invariante. Un ejemplo concreto ocurre siempre
que un sistema exhibe un fenémeno conocido como bifurcacion Neimark-
Sacker; hablaremos de ello més adelante en el capitulo sobre teoria de
bifurcaciones.

Ke)
SN—

Algunos sistemas dinamicos diferenciables, invertibles y definidos por
ecuaciones (algebraicamente) muy simples pueden llegar a tener conjun-
tos invariantes cerrados extremadamente complicados de describir. Por
ejemplo, veremos mas adelante que el sistema dinamico discreto planar
conocido como la herradura de Smale —un ejemplo clasico de sistema
caotico— posee un conjunto invariante cerrado A que contiene un nime-
ro infinito de érbitas periddicas y aperiddicas. Este conjunto invariante
A es (en algin sentido) equivalente a un conjunto de Cantor bidimen-
sional; sin embargo, la restriccion de la dindmica a A se comporta como
una dindmica simbdlica como la del mapeo shift (!).

Una generalizacién de estos conjuntos invariantes es el conjunto no-errante ).

Definicién 5 Un punto p se llama no-errante para el flujo ® (resp. el mapeo
g) sti, para cualquier vecindad U de p, existe un t arbitrariamente grande (resp.
n>0) tal que D (U)NU #£ 0 (resp. ¢"(U)NU #0). Todos estos puntos forman
el conjunto no-errante (). El complemento del conjunto de puntos errantes se
llama conjunto errante.

Un punto no-errante estd ubicado en drbitas (o cerca de ellas) que regresan
a una distancia pequena de si mismas. Puntos de equilibrio y orbitas periddicas
son claramente no-errantes. Dado que el conjunto de puntos errantes es abierto,
() es cerrado, y debe contener la clausura del conjunto de puntos de equilibrios y
orbitas periddicas. Los puntos errantes corresponden a comportamiento transien-
te, mientras que el comportamiento “a largo plazo” o asintético corresponde a
orbitas de puntos no-errantes. Efectivamente, en muchas aplicaciones estamos in-
teresados en el “destino” o comportamiento en el largo plazo del operador ®?,
es decir, dar una descripcion de qué ocurre cuando ¢t — oo. Para “observar” un
estado asintético de un sistema dinamico debemos ubicar un conjunto invariante
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A que sea estable, es decir, que “atraiga” a las érbitas cercanas. En lo que sigue
suponemos que X es un espacio métrico completo y que A denota un conjunto
invariante cerrado.

Definicion 6 Un conjunto invariante A se dice estable o atrayente si se sa-
tisfacen las siguientes condiciones simultdneamente:

(a) para toda vecindad suficientemente pequena U de A existe una vecindad V
de A tal que
dl(x) €U, VxeV, Vt>0;

(b) existe una vecindad Uy de A tal que

' () — A parat — 0, Vx € U.

Un atractor es un conjunto atrayente que contiene una orbita densa. Un conjunto
repulsor se define en forma andloga invirtiendo el sentido del tiempo t — —t.

Si A es un equilibrio o una érbita periédica, esta definicién es la estandar de
equilibrios y ciclos atractores. La propiedad (a) de la definicién se llama esta-
bilidad de Lyapunov. Si un conjunto A es Lyapunov-estable, las orbitas cer-
canas no abandonan su vecindad. La propiedad (b) se conoce como estabilidad
asintoética.

Ejemplo 7 Considere el retrato de fase planar de la figura [[.9] Claramente, la
curva cerrada v U {p}, incluido el equilibrio p, es un conjunto atrayente, pe-
ro el punto p no es atractor ni repulsor (es asintéticamente estable pero no es
Lyapunov-estable, pues hay simultdneamente orbitas que son atraidas y repeli-
das por p). De hecho, ~ esta llena de puntos errantes y los equilibrios p y ¢ son
las tinicas componentes del conjunto no-errante. Dado que hay una érbita densa
en v U {p}, nuestro conjunto atrayente es, de hecho, un atractor.

Definicién 7 El dominio de atraccion de un conjunto atrayente A de un sis-
tema dindmico continuo se define por:

B(A) = Jo'(U),

t<0
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~_/

Figura 1.9: Retratos de fase planar del ejemplo

donde U es cualquier abierto satisfaciendo ®(U) C U (i.e., U es invariante) y
ﬂ d'(U) = A (i.e., el flujo tiende a A). Similarmente, para un sistema dindmico

t>0
discreto el dominio de atraccion de un conjunto atrayente A es

B(A) = | ¢"(U).

n<0

donde U es cualquier abierto que satisfaga ¢g"(U) C U (i.e., U es invariante) y
Ny=09"(U) = A (i.e., las orbitas tienden a A).
Un dominio de atraccion también es llamado base o cuenca de atraccion.

OBSERVACIONES.

1. Un conjunto atrayente captura todas las érbitas que comienzan en su dominio
de atraccion.

2. Los dominios de atracciéon de dos conjuntos atrayentes disjuntos son necesa-
riamente conjuntos disjuntos y estan separados por las variedades estables de
los conjuntos no-atractores, las que actiian como fronteras entre las cuencas.
Por esta razon, a las variedades estable presentes en un sistema también se
les llama usualmente separatrices. Esto lo estudiaremos en el capitulo 2.

Ejemplo 8 Considere el sistema dinamico continuo lineal unidimensional

T = ax,
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con r € R, o € R. La solucién exacta de esta EDO queda univocamente determi-
nada por la eleccién de la condicién inicial g = x(0) € R y es de la forma

z(t) = e™xg. (1.5)

a >0

Y

Figura 1.10: Bosquejo de las soluciones de i = ax dependiendo del signo de la condicién inicial ¢ y del pardmetro
aeR.

Sin embargo, en la mayoria de los casos, hallar una féormula cerrada para la
solucién de una EDO es imposible. Luego, uno debe recurrir a métodos geométri-
cos para obtener informacion cuantitativa y cualitativa sobre las soluciones. Por
ejemplo, la Figura muestra bosquejos de las posibles graficas de la soluciéon
de © = ax dependiendo del signo de la condicién inicial zy y del parametro
a € R. En particular, si @ < 0, la solucién z(t) — 0 para t — oo; si a = 0,
z(t) = z(0) = cte; y si a < 0, entonces x(t) — £oo para t — oc.

Aunque estos comportamientos son facilmente deducibles de la forma explicita
de la solucién , también es posible visualizar el comportamiento cualitativo
de z(t) al comparar la velocidad & con la posicién x como en la Figura y
determinar la estabilidad del origen como punto de equilibrio. Cuando a < 0, en
el panel (a), la pendiente de & versus x es negativa y, luego, & > 0 para = < 0,
y © < 0 para x > 0. Por lo tanto, la funcién z(t) es creciente para z < 0y
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(a) (b)
> 5 < p
a <0 a>0
(@ <0) © (a>0) @
> ® < < ® >
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Figura 1.11: La comparacién de la velocidad & versus la posicién z en los casos o < 0 (panel (a)) y a > 0 (panel
(b)) permite obtener las lineas de fase en los paneles (c¢) y (d), respectivamente.

decreciente para = > 0. Esto da origen a la linea de fase del panel (c), la cual
indica que toda solucion con condicién inicial no-nula decae hasta la posicion de
reposo: El origen es un punto de equilibrio atractor. Contrariamente, para a > 0,
en el panel (b), la linea de fase asociada que se obtiene en el panel (c) indica que
las soluciones se alejan del origen, el cual es repulsor.

En muchos problemas es posible hallar una regién atrapadora, esto es, un
conjunto cerrado, conexo D C R"™ tal que ®'(D) C D para todo t > 0. Para
esto, en el caso a tiempo continuo, es suficiente mostrar que el campo de vectores
apunta hacia el interior de D en todo punto de dD. En este caso, podemos definir
el conjunto atractor asociado como

A=(2'(D).

t>0

En el caso de flujos bidimensionales el teorema de Poincaré-Bendixson nos dice
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bajo qué condiciones podemos caracterizar completamente los conjuntos atracto-
res y el comportamiento asintético de las érbitas.

Teorema 1 (Poincaré-Bendizson) Sea & = f(x),x € Q C R2, un campo de
vectores diferenciable definido en un dominio €1 abierto. Sea R C ) una region
atrapadora compacta que no contiene puntos de equilitbrio de f. Suponga ademds
que existe una orbita C' que estd “confinada” a R, es decir, permanece en R para
todo t > 0; ver figura [1.13. Entonces la curva C es, o bien, una drbita cerrada
o converge a una drbita cerrada a medida que t — o0o. (En cualquiera de los dos
casos, la region R contiene una orbita cerrada.)

Figura 1.12: El teorema de Poincaré-Bendixson.

C

Al aplicar el teorema de Poincaré-Bendixson, debemos asegurarnos que exis-
te una orbita C' confinada a cierta region R. Para ello, podemos construir R de
manera que sea una region atrapadora, es decir, un conjunto cerrado y conexo
tal que el campo de vectores siempre apunta hacia el interior de R en la fron-
tera OR; ver figura [I.13] Entonces, todas las érbitas en R estdn confinadas. Si
ademas podemos asegurarnos que no hay equilibrios en R, entonces el teorema
de Poincaré-Bendixson asegura que R contiene al menos una érbita cerrada.

Ejemplo 9 Considere el sistema en coordenadas polares

7 = r(1—1r?) + prcosb,
0 =1

9
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Figura 1.13: Una regién atrapadora R.

el cual posee un ciclo limite estable en r = 1 cuando p = 0. Demostraremos que
este ciclo todavia existe para valores de y > 0 suficientemente pequenos.

Buscaremos dos circulos concéntricos con radios 7 ¥V Tmaz, tales que 7 < 0
en el circulo exterior y 77 > 0 en el circulo interior. De esa manera el anillo
0 < Toin < 1 < rpge Sera nuestra region atrapadora. Notemos que no hay puntos
de equilibrio en el anillo pues 6 > 0. Luego, si podemos hallar r,,;, v "mnaz, €l
teorema de Poincaré-Bendixson implicard la existencia de al menos una orbita
cerrada.

Para encontrar r,,;,, requerimos que 7 = r(1 — 7“2) + prcosf > 0 para todo 6.
Dado que cosf > —1, una condicién suficiente para ry,;, es 1 —r% —p > 0. Luego,
Tmin < A/1 — j nos sirve, siempre que x4 < 1. Por un argumento similar, el flujo
apunta hacia adentro en el circulo exterior si 7,4, > /1 + u. Por lo tanto, existe
al menos una orbita periddica para todo 0 < p < 1y esta contenida en el interior

del anillo /1 — p <7 < /14 p.

1.6. Equivalencia y conjugacién topoldégica
Ejemplo 10 Considere la EDO unidimensional

T = Sinx.
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Estudiemos el comportamiento de la solucién que pasa por x(0) = z¢o = 7/4. Esta
EDO es separable. Al integrarla obtenemos la férmula implicita en x:

I (1 — cosx)sinx

(1 —cosmg)sinx|’

la cual es dificil de interpretar en términos de la naturaleza de la funciéon x = x(t).
Mucho menos podemos decir sobre el comportamiento de la solucién que pasa
exactamente por x(0) = 7 /4.

Figura 1.14: Linea de fase para la EDO & = sinz.

Por el contrario, mas ilustrativo resulta mirar el grafico de £ = sin x versus x en
la Figura[I.14] Los puntos de equilibrio del sistema son de la forma = = k7, k € Z.
Ademas, es facil deducir que los equilibrios ..., —m, m, 3w, ... son atractores, y los
equilibrios ..., —27,0,27,... son repulsores. En particular, para xo = /4, la
solucién z(t) — m para t — oo.

En el ejemplo anterior, notemos que el grafico de sinx cerca de x = 7 se
parece localmente al de ax (con o < 0) cerca de z = 0; ver ejemplo . Cierta-
mente, ambas funciones son decrecientes cerca de estos puntos de equilibrio. Mas
aun, los respectivos retratos de fase en las figuras N son idénticos al
restringirnos a vecindades suficientemente pequenas de estos equilibrios. Decimos
que estos dos sistemas dinamicos son localmente topolégicamente equivalentes en
estas respectivas vecindades.

Antes de dar una definicién formal de equivalencia topoldgica, necesitamos el
siguiente concepto.
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Definicién 8 Diremos que un homeomorfismo es una funcion f continua e
invertible tal que su inversa f~1 también es continua. Mds en general, una funcion
f de clase C*, k > 1, se dice un C*-difeomorfismo si es invertible y si f=*
también es de clase C*.

Definicién 9 Un sistema dindmico (X, T, ®") sobre el espacio X es topolégi-
camente equivalente a un sistema dindmico (Y, T, V') sobre el espacio Y si
existe un homeomorfismo h : X — Y que transforma orbitas de ® en orbitas de
U, respetando la orientacion del tiempo.

Dado que esta definicion sélo exige que la orientacion de las érbitas se respete,
una equivalencia topoldgica —inducida por el homeomorfismo A— entre los flujos
® v U queda definida por la condicion

h(®'(x)) = WPV (y),

con y = h(x), donde 7, es una funcién creciente de t para todo y. Es decir, en
general, la escala temporal podria no preservarse bajo equivalencias topolégicas.

Si la definicién anterior se satisface con h € C¥, k > 1, entonces decimos que ®
v ¥ son C*-equivalentes. En el caso continuo, también decimos que los campos
de vectores asociados son C*-equivalentes. Si 7,(t) = t (i.e., el pardmetro ¢ se
preserva), entonces h es una conjugacién topoldégica (resp. C"-conjugacion)
entre ¢ y W.

Ejemplo 11 En la figura se muestran retratos de fase de dos sistemas
localmente topolégicamente equivalentes. Es posible definir un homeomorfismo
h : U — V en dos vecindades apropiadas U y V, tal que los campos vectoriales
respectivos tienen el mismo nimero de equilibrios y érbitas peridédicas. Ademaés,
los retratos de fase son cualitativamente idénticos —es decir, se preservan la es-
tabilidad de todos los conjuntos invariantes y la orientacién de las orbitas—,
excepto por posibles deformaciones continuas (dilataciones, contracciones y rota-
ciones en determinadas direcciones) y por estar posiblemente definidos en escalas
de tiempo distintas.

Ejemplo 12 Las EDOs planares

1 .
f:§r(1—r), =1, (1.6)
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Yo

Figura 1.15: Dos sistemas topolégicamente equivalentes poseen retratos de fase cualitativamente idénticos.

F=r(l—r), 0=2, (1.7)

donde (r, #) son coordenadas polares, poseen retratos de fase equivalentes. Ambos
tienen una Orbita cerrada atractora 7 con r(t) = 1 y un equilibrio repulsor en
el origen. Sin embargo, la 6rbita cerrada tiene periodo 27 en y periodo
en . De hecho, notemos que el reescalamiento del tiempo t — 2t transforma

Conjugaciéon de sistemas a tiempo discreto.

En el caso discreto podemos obtener una relacion explicita entre los mapeos
de dos sistemas equivalentes. Consideremos los sistemas discretos = +— f(z),
y — ¢g(y), con x,y € R". Supongamos que ambas funciones f y g son suaves e
invertibles y ambos sistemas dinamicos son topolégicamente equivalentes por el
homeomorfismo A. Consideremos las érbitas

SN @) s f(2), ),

L9 W)y, 9(), 5 (), -

Supongamos que x e y estan relacionados por el homeomorfismo A de forma que
y = h(x). Luego, la 6rbita de = es mapeada en la 6rbita de y por h como se indica
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en el diagrama conmutativo de la figura [1.16, Es decir,

g(y) = h(f(x)) < g(h(z)) = h(f(z)), Yz eR"

Luego,
f(x) = h~(g(h(x))),

pues h es invertible. O bien, en notacion mas compacta,

f=hlogoh.
x / > [(2)
O
y 7 ()

Figura 1.16: Diagrama conmutativo de la equivalencia topoldgica inducida por el homeomorfismo h sobre dos
sistemas dindmicos discretos.

Definiciéon 10 Dos mapeos [ y g que satisfagan la relacion
hof=goh,

para algin homeomorfismo h, se dicen topolégicamente conjugados. Si ambos
h y h™ son C*-difeomorfismos, con k > 1, f y g se dicen C*-conjugados.

Si k > 1, dos aplicaciones f y ¢ conjugadas se pueden considerar como el
mismo mapeo escrito en dos sistemas de coordenadas diferentes, mientras que h
puede verse como un cambio de coordenadas suave. Luego, dos sistemas dinamicos
discretos difeomorfos son practicamente indistinguibles.
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Conjugacién de sistemas a tiempo continuo.

La conjugacién de dos flujos ®, U' : X — X a tiempo continuo se define de la
misma manera mediante la relacion

ho® =W'oh, VtcR. (1.8)

En particular, se desprende de esta definiciéon que una conjugacién entre dos flujos
®! y U no sélo mapea 6rbitas de un sistema en érbitas del otro, sino que —a
diferencia de una equivalencia— también preserva la variable temporal t.

Ejemplo 13 Consideremos el sistema no lineal en 2 = R?

/ pr—
X:{x/ v 3
y = _y—l—xa

El flujo de X esta dado por

3 3
Dl (x,y) = <xet, (y — %) et 4 %63t> :
cont € R.
Consideremos el cambio de coordenadas h : R? — R?, dado por

o= (2 2).

Se puede verificar que h™H(®!(h(x,y)) = (e'z, e y), el cual es el flujo de una silla

lineal
{az’ = z,
y = -y

Luego, h es una conjugacién entre X (z,y) = (z, —y + 23) e Y(x,y) = (z, —y).
Efectivamente, los retratos de fase son como los de la figura [1.17]
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Y
h
T
<«e¢ >

Figura 1.17: Retratos de fase del ejemplo

Si derivamos la ecuacion ({1.8]) con respecto a t y evaluamos en t = 0 obtenemos

(Dr@ @) G|, = 50| (19)

dt =0 dt t=0

Sean [ y ¢ los campos de vectores asociados a ® y W', respectivamente. Luego,
de las igualdades ((1.2)) y (1.9), y recordando que ®° = Idx, se obtiene

Dh(x)f(x) = g(h(x)). (1.10)

Por otro lado, consideremos ahora la misma conjugacion h vista como un cambio
de coordenadas y = h(z) aplicada a la EDO & = f(z). Con la ayuda de ([1.10))
hallamos

y = Dh(z)i = Dh(z)f(x) = g(h(z)) = g(y) (1.11)
como uno esperarfa. Luego, si h es una conjugacién entre los flujos ®* y ¥! de las
EDOs & = f(x) e y = g(y), respectivamente, la aplicacién lineal Dh transforma
el campo de vectores f en el campo g con y = h(x) mediante la relacién

f=(Dh) togoh (1.12)

o equivalentemente
g=Dho foh™
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Figura 1.18: El cambio de coordenadas h define una conjugacién entre los sistemas definidos por los campos
vectoriales f y g.

Ejemplo 14 Considere el sistema planar dado por el campo de vectores g:

@ = Play),
g{y = Q(Zlf,y)

Sea el cambio de coordenadas h : R — R?, (u,v) — (z,y) dado por la transfor-

macion ( )
r = z(u,v

h: D 1.13

{y = y(u,v). (1.13)

Luego, para determinar como h transforma el campo vectorial g en otro campo
f definido en el sistema de coordenadas (u,v) como en la figura [1.18 aplicamos
la férmula ((1.12)) y obtenemos:

f(u,v) = (Dh)_l g (SIZ(U,U), y(uv U))

oo\ ( P (z(u, ), y(u, v)) ) | (1.14)

(La igualdad ((1.14]) también puede obtenerse derivando (|1.13) a ambos lados con
respecto a t y ocupando la regla de la cadena.)
En particular, si P(z,y) = x — 2y y Q(z,y) = —y, el campo de vectores g es
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=0 ),

Consideremos la transformacién de coordenadas h dada por la matriz cambio de
base cuyas columnas corresponden a vectores propios (o vectores propios genera-
lizados, si fuese el caso) de A, es decir, h : R? — R?, (u,v) — (z,y) con

()=(o1)-(2)

(Aqui, los valores propios de A son 1y —1.) Con esto, segin ([1.14]), el campo de
vectores f en las coordenadas (u,v) es

{25 = (-6 ) ()

es también un sistema lineal y su matriz asociada es justamente la forma diagonal
(en general, la Forma Canénica de Jordan) de la matriz A en las coordenadas
originales.

lineal y su matriz asociada es

1.7. Ejercicios

1. Considere la ecuaciéon del péndulo simple 6 + Zsinf = 0, con ¢ € St.

a) Introduzca el pardmetro w = /g/L, el reescalamiento del tiempo 7 = wt
y la nueva variable adicional v = %, y encuentre el sistema de EDOs de
orden 1 equivalente.

b) Verifique los puntos de equilibrio para el modelo del péndulo simple.
¢) Usando un computador reproduzca el retrato de fase del péndulo simple.

2. Encuentre los puntos fijos y las orbitas periédicas de periodo 2 del mapeo
logistico.

3. Usando un computador reproduzca el atractor de Lorenz (“mariposa”’ de
Lorenz) para 0 = 10,p =28y = %.
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4. En las ecuaciones de Lorenz considere dos condiciones iniciales que difieran
en € = 107%, integre numéricamente sus érbitas y grafique las soluciones en
el plano x vs t. Repita el ejercicio para valores distintos de €. ;Qué puede
observar acerca de la separacion de las soluciones (dependencia sensitiva a
las condiciones iniciales) a medida que varia €?

5. Verifique que

T exp(t
(I)t(l') — p( )
rexp(t) —x+1
define un operador de evolucion a tiempo continuo (flujo) en [0, 1] y encuentre
su campo de vectores asociado. jPor qué no es un flujo en R?

6. Sea 7 una érbita periddica del flujo ® en el espacio de fase X y suponga que
existen T > 0 y x¢ € 7 tales que ®7(zy) = zy. Demuestre que &7 (z) = z,
para todo x € 7. Ademads, encuentre dos érbitas peridédicas 1 y 72 v periodos
positivos 17 y T5 para el flujo del sistema

{7’" = r(r—1)(r—2),

i—
donde (r,6) son las coordenadas polares en R?.

7. Considere la aplicacién f : R — R que define un sistema dinamico discreto

a) Demuestre que "o f = fmtny (f*)" = fmn,

b)Sif:1 — I, ya<x <bparatodoxr € I C R, demuestre que
a < f"(x) <b, para todo n > 1.

8. Considere el mapeo x — f(x) = 2 — 2.

a) Encuentre todos los puntos fijos de f.

b) Demuestre que f*(z)—z = (f(x) — z) Q(z), donde Q(z) es un polinomio
cuadratico.

¢) Encuentre todos los puntos periédicos de periodo 2 de f, es decir, aque-
llos puntos x* tales que f%(z*) = x*.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Demuestre que la frontera, clausura, interior y el complemento de un con-

junto invariante de un sistema dinamico son también invariantes.

Encuentre el conjunto no errante del siguiente sistema de EDOs dado en

coordenadas polares (r,6) para diferentes valores de puy y po: 7 = r(uy +
2 4\ 9 _— 2

por® —r*), 0 =1—r°

Encuentre el conjunto no errante de § = p — sinf, con § € S'. Considere
p<l,p=1yp>1

Demuestre que existe una region atrapadora para el flujo del sistema planar

{ i = wmr—x(x?+y?) — 2y,
. 2,2 2
g o= pay —y(@® +y°) —ya*,

para todos los valores finitos de 1, to. Encuentre los puntos de equilibrio y
discuta su estabilidad. Muestre que, para p; = ps > 0, la recta x = y separa
dos dominios de atraccién distintos. (Sugerencia: Considere un disco cerrado

D con frontera 2 + y? = ¢, con ¢ > 0 grande.)

{:i: = z— 23,
y = -v

Encuentre el conjunto no-errante. Demuestre que el intervalo cerrado [—1, 1]

Considere el sistema en R2:

es un conjunto atrayente, aunque la mayoria de los puntos son errantes.
. Adonde van a converger la mayoria de las 6rbitas para t — oco?

Demuestre que el circulo r = 1 es un conjunto atrayente para el flujo de
i =r—1% 0 =1—cos(26). {Cuél de los puntos de equilibrio es atractor
y cudl es repulsor? Describa el comportamiento asintético de drbitas para
puntos tipicos dentro y fuera del circulo r = 1 y en los semiplanos superior
e inferior.

Construya un ejemplo de un flujo bidimensional con un atractor que no
contenga puntos de equilibrio ni érbitas periddicas.

Sugerencia: Considere traslaciones lineales en el toro T> = R?/Z? dadas por
el campo de vectores 6 = Q, gb = f.
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16.

17.

18.

19.

El comportamiento de un sistema mecanico aislado que conserva la energia,
con s grados de libertad, esta determinado por 2s ecuaciones Hamiltonianas:

. O0H . OH
ql - apz7 pl - an’
parai =1,2,...,s. La funcién escalar H = H(q, p) se llama funcion Hamil-

toniana. Por ejemplo, las ecuaciones de movimiento del péndulo ideal
0 = w,
w = —k?sind,
w2
son ecuaciones Hamiltonianas con (¢,p) = (0,w) y H(0,w) = o k? cos 0.

a) Demuestre que una funcién Hamiltoniana es constante a lo largo de las
orbitas de un sistema Hamiltoniano, es decir, H = 0.

b) Demuestre que el equilibrio (0,w) = (0,0) del péndulo ideal es estable
en sentido Lyapunov. ;Es este equilibrio asintéticamente estable?

¢) Haga un bosquejo del retrato de fase.

Encuentre valores apropiados (o condiciones suficientes) para los parametros
o, 3, p > 0 tales que el elipsoide sd6lido £ dado por

E={(r,y,2) €R’: px* + oy* + 0(2 — 2p)* < ¢ < 0}

sea una region atrapadora de todas las érbitas de las ecuaciones de Lorenz:

T = O'(y—%),
y = pr—yY— Tz,
z = —f[Bz4zy.

Use el teorema de Poincaré-Bendxson para probar que el oscilador de van
der Pol & + e(2® — 1)@ + x = 0 posee al menos una 6rbita cerrada.

Identifique las funciones siguientes como homeomorfismos, difeomorfismos (o
como ninguno) en sus dominios de definicién:

(a) h(z) =2z +1; (b) h(z) =22% (c) h(z) = 2?;

(d) h(z) = 2253, (e) h(z) = €”; (f) h(z) = arctanz.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Construya un homeomorfismo de la recta real que sirva para establecer una
equivalencia topoldgica entre las ecuaciones diferenciales © = 2x y £ = v + 2.

Muestre que los campos de vectores @ = —x, © = —4x, y & = —2° son

todos topoldgicamente equivalentes. Encuentre explicitamente homeomorfis-
mos que relacionen sus érbitas.

Considere la ecuacién @ = 22 — 1 + X que depende del pardmetro real \.
Demuestre que esta EDO es topolégicamente equivalente a:

(a) & =2*—1si —oco < A <1,

(b) &z =a*si A =1,

(c)d=a2+1si A>1.

Considere dos mapeos escalares lineales

1

f 1
N e ¥ y . = =1.

Verifique que la transformacion h : R — R definida por la férmula

x¥, x>0,
) = { —lzl", = <0,

define una conjugaciéon topoldgica entre f y g para algin v apropiado.

Demuestre que la transformacién y = h(z) = 2**™!, n € N, es una conjuga-
cién topoldgica entre los mapeos  — 2z e y — 22"Tly en R. ;Por qué no
existe una conjugaciéon diferenciable cuando n > 07

Sean f,g: R"” — R" dos difeomorfismos que definen dos sistemas dindami-
cos discretos x +— f(x) e y — g(y). Suponga ademds que f y g son C*-
conjugados, k > 1, mediante h : R" — R". Si f(0) = 0, demuestre que las
matrices jacobianas de f en 0y de g en h(0) son similares. ; Qué implica esto
sobre los valores propios de D f(0) y Dg(h(0))?

Demuestre que los dos mapeos f(z) = pz(1 —z) y g(x) = ¢ — 22 son conju-

gados, al encontrar una funcién invertible h(z) de la forma h(z) = axz+b, tal
que f(h(x)) = h(g(x)), para todo x € R. (También vas a necesitar especificar
una relacién entre los parametros p y c.)
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27. Encuentre una conjugacién entre el mapeo-tienda 7" : [0, 1] — [0, 1]:

2¢, 0 <z <1/2;
T<x)_{ 2 +2, 1/2<z<1;

y G(z) = 222 — 1 en el intervalo [—1,1].
Sugerencia: Considere la identidad trigonométrica cos(20) = 2 cos?(6) — 1.

28. Sean ¢ y 9 dos flujos en la recta real R con una cantidad finita de puntos de
equilibrio. Demuestre que ¢ y 9 son topoldgicamente equivalentes si y solo
si se cumplen las siguientes condiciones:

a) Los equilibrios de ambos, ordenados en la recta real, se pueden poner
en una correspondencia uno-a-uno que mantenga el orden — es decir, al
equilibrio n-ésimo de ¢ le corresponde el equilibrio n-ésimo de ;

b) Los equilibrios correspondientes entre ¢ y v tienen el mismo tipo to-
polégico (atractor, repulsor, silla).



Capitulo 2

Sistemas dinamicos a tiempo continuo

Para estudiar y describir la forma geométrica de las orbitas de
= f(x), zeR" (2.1)

lo primero que debemos notar es que el campo de vectores le asocia un vector
f(z) a cada punto x. Localmente, una 6rbita de (2.1) es una curva a: (—¢,€) —
R™ que pasa por un punto z(0) = p y cuyo campo de vectores tangentes (o
campo de velocidades) coincide con f en cada punto, es decir, tal que a(0) =py
a(t) = f(a(t)), para todo t € (—e,€).

a(t) = fla(t))

Figura 2.1: El campo de vectores es tangente a las 6rbitas del sistema en cada punto.

Como vimos en el capitulo anterior, las 6rbitas de (2.1) coinciden o son dis-
juntas. Esto es, el retrato de fase de (2.1) se puede descomponer en una unién

44
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disjunta de curvas diferenciables, pudiendo cada una de ellas ser:
a) Imagen biunivoca de un intervalo de R,
b) Un punto (de equilibrio), o
c¢) Difeomorfa a un circulo (i.e., una érbita periddica).

En general, nos interesa poder dar una descripcion cuantitativa de este retrato
de fase. Las primeras preguntas que uno puede hacerse son, entonces: jcudles y
cudntos son los estados asintéticos del sistema (por ejemplo, equilibrios y orbitas
periddicas)? jcudl es la estabilidad de estos conjuntos invariantes ante pequenas
perturbaciones en las condiciones iniciales?

Ejemplo 15 Considere el oscilador armoénico con friccién. Fisicamente, este sis-
tema puede interpretarse como una masa unida a un resorte, el cual esta sujeto
a una pared, y cuya energia es disipada por el roce con el suelo. La segunda ley
de Newton nos dice que el desplazamiento de la masa con respecto a su posicién
de reposo viene dado por la EDO de 2do orden:

i —ci+wlr=0

T =Y,

Y = cy — wa.
Este es un sistema lineal y por lo tanto no es dificil hallar una solucion explicita.
Sin embargo, dado que se trata de un sistema fisico, también podemos dar una
descripcidn intuitiva del comportamiento de las soluciones como en la figura 2.2

Si ¢ =0, en la figura 2.2(b), no se considera roce con el suelo y el sistema con-
serva la energia. La dindamica resultante corresponde a un movimiento oscilatorio

o equivalentemente

perfectamente sinusoidal. El origen en el plano (x,y) es un centro, un equilibrio
estable en sentido Lyapunov (pero no es asintéticamente estable) rodeado de un
continuo de orbitas periédicas. Si ¢ < 0, en la figura (a), el sistema masa-
resorte pierde energia debido al roce, por lo tanto la amplitud de las oscilaciones
decrece hasta converger al estado de reposo en el origen, el cual es un equilibrio
atractor. Por tltimo, si ¢ > 0 —caso fisicamente improbable—, en la figura (c),
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c <0 c=0 c >0

|| | ||

<

N .

N (AR A
NN

Figura 2.2: Diferentes retratos de fase del oscilador arménico dependiendo del signo de c.

la amplitud de las oscilaciones crece y el origen es un repulsor. En este ejemplo,
fuimos capaces de deducir propiedades de estabilidad de los equilibrios. En caso
de no estar seguros de estas propiedades podemos hacer un poco mas de algebra
para asegurarnos. Este ser4 el topico de esta seccion.

Atun cuando podamos indicar la direccién del flujo en el retrato de fase, no
podemos dar mucha informacién sobre qué tan rapido es el movimiento. Por
ejemplo, las figuras dan indicacién sobre la amplitud pero no la frecuencia de
las oscilaciones. En particular, la frecuencia es la misma para todas las érbitas
periodicas en el retrato de fase para ¢ = 0, lo cual no se puede deducir de la
imagen.

Ejemplo 16 Considere el siguiente modelo reescalado de dos poblaciones que
compiten por el mismo alimento (o recurso), de manera que esta competencia
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inhibe el crecimiento de cada uno:

r = flz,y) =2l —z— ay),
{ y = g(x,y) =Myl —y— px). (2.2)

Los parametros « y 3 son positivos e indican el efecto de inhibiciéon o competencia.
El parametro A > 0 es una tasa de crecimiento reescalada. Notemos que solo
estamos interesados en el cuadrante positivo, pues tratamos con poblaciones de
especies.

En ausencia de la especie y, la especie x sigue un crecimiento logistico: La
especie x crece hasta alcanzar un valor de equilibrio en x = 1 si xy < 1, o bien
decrece hasta x = 1si xy > 1. Los puntos de equilibrio cuando y = 0 corresponden
a (0,0) (repulsor) y (1,0) (atractor). Similarmente, en ausencia de la especie z, la
especie y crece en forma logistica. En este escenario se anade el equilibrio atractor
(0,1).

Para obtener informacion sobre las soluciones del sistema para z > 0 e y > 0,
una herramienta 1util es graficar las nulclinas que se definen como las curvas
de nivel f(z,y) = 0y g(z,y) = 0. Cada punto interseccién de las nulclinas
corresponde a un equilibrio. Ademas, el campo de vectores es completamente
horizontal en los puntos donde g(z,y) = 0, y vertical en los puntos de la curva
f(z,y) = 0. De esta forma, podemos “llenar” el resto del espacio de fase para
cada uno de los casos

En este ejemplo particular, se tienen las nulclinas

1
t=0—2=0,y=—(1—2x),
a

y=0—y=0,y=1-— px.

Dependiendo de los valores de los parametros a y (8 se tiene las siguientes posi-
bilidades:

= o, 3 < 1: Ambos equilibrios (1,0) y (0, 1) son inestables; p* es estable; (0,0)
es repulsor. Luego, las poblaciones llegan a una situacién de equilibrio donde
ambos x e y son positivos. Desafortunadamente, este caso es bien raro en la
naturaleza. Tipicamente al menos « o 5 es mayor a uno.
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(a) a,p <1 (b) a,f >1
Y Yy
1, 1
1 Va .

p* p

(c) B<1<a d) a<1<p
y y
1/a
] 1

1 1 e 1 s 1 v

Figura 2.3: Diferentes graficas de las nulclinas del sistema en el ejemplo 2 dependiendo de los pardmetros o y 3.

= o, 3 > 1: Ambos equilibrios (1,0) y (0, 1) son estables; p* es inestable; (0, 0)
es repulsor. Luego, existen dos atractores en este sistema y depende de las
condiciones iniciales si la poblaciéon x o la poblacion y se extingue. Esto sig-
nifica que debe existir una curva que pasa por p* y que separa el primer
cuadrante en dos regiones: A un lado de esta separatriz, las soluciones con-
vergen a (1,0); al otro lado, convergen a (0, 1). Es decir, la separatriz separa
los dos dominios de atraccion. En general no es posible hallar una ecua-
cion explicita para la separatriz. Sin embargo, es claro que dicha curva debe
existir. Diremos maéas acerca de separatrices entre dos dominios de atraccion



Sistemas dinamicos no lineales y caos — Pablo Aguirre 49

disjuntos en secciones futuras.

» J <1< a: El punto (1,0) es inestable, y el punto (0,1) es estable. Asi, la
poblacién x muere. Intuitivamente esto se ve de las ecuaciones diferenciales
del modelo. Si # < 1 < « entonces y tiene un efecto inhibidor mas fuerte en
x que x sobre y. Por lo tanto, en ese sentido, los x estan en desventaja.

» o < 1 < 8: Anélogo al caso anterior. El punto (1,0) es estable, y el punto
(0,1) es inestable. En este caso, es la poblacién y la que muere.

En tres de los cuatro casos una de las poblaciones se extingue. Esto ilustra
el principio de exclusion competitiva que es muy comun en la naturaleza. Tipi-
camente, una de las dos especies se hard a un lado o escogera otra fuente de
alimentos para sobrevivir. Luego, naturalmente, una especie (la mas inhibida de
las dos) intenta ajustarse a la inhibicién que la otra tiene sobre ella. Por ejem-
plo, supongamos que estamos en la situacién § < 1 < «. Esto significa que y
tiene un efecto inhibidor mas fuerte sobre x que x sobre y. Luego, = intentara
adaptarse para poder sobrevivir. Matematicamente, esto significa que x tratara
de cambiar el parametro o buscando otra fuente de alimento, por ejemplo. Si «
decrece solo ligeramente, la situaciéon permanece topoldgicamente igual, y x se
extinguird (simplemente le tomard mas tiempo). Sin embargo, cuando a decrece
dramaticamente, de manera que o < 1, entonces la situaciéon se vuelve topologi-
camente diferente y x logra sobrevivir. El momento de cambio entre los dos casos
topoldgicamente distintos sucede cuando a@ = 1. A este tipo de transicién en-
tre dos retratos de fase topoldgicamente diferentes le llamamos una bifurcacién.
Estudiaremos algunas de las bifurcaciones mas relevantes en este capitulo.

2.1. Estabilidad de puntos de equilibrio hiperbdlicos

Considere el campo de vectores & = f(x), z € R", o equivalentemente en forma

vectorial .
T fi (33)

i ful2)
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con un equilibrio en xy € R". La matriz Jacobiana D f(z() de f en x esta definida
como la matriz n x n

0 0
a—Q(xo) aj;(xo)

D f(z) = 5 : 5 :
Jn [

Definimos las tres cantidades siguientes:
= ng = Numero de valores propios de D f(x() con parte real nula;
= n. = Nuimero de valores propios de D f(x() con parte real positiva;
= n_ = Numero de valores propios de D f(x() con parte real negativa.

Obviamente, ng + ny +n_ = n al considerar la multiplicidad de valores propios.

Definiciéon 11 Un equilibrio xy del sistema & = f(x), x € R", se dice hiperbdli-
co st nyg = 0.

Las propiedades de estabilidad de un equilibrio hiperbdlico zy de un sistema
dindmico no-lineal estan determinadas por la linealizacion del campo vectorial
f alrededor de xzy. Esto se conoce como el teorema de Hartman-Grobman, del
cual omitimos su demostracion pues se escapa del dominio de este curso, pero
remitimos al lector a las siguientes referencias [13, 16], [17].

Teorema 2 (Hartman € Grobman) Si el campo de vectores
= f(z), xeR", (2.3)

tiene un equilibrio hiperbolico xy, entonces existe una vecindad U de xq tal que
en U es localmente topologicamente equivalente al sistema linealizado

& = Df(xo)x

en una vecindad V' del origen.
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Ejemplo 17 El sistema & = sinx cerca del equilibrio x = 7 es topolégicamente
equivalente al sistema

. (d ,
= |—sinz

X

X =COST - = —T,
T=T

como habiamos visto en el Ejemplo [10| del capitulo 2.

El teorema de Hartman-Grobman nos dice que la dindmica de cualquier sis-
tema dindmico continuo no-lineal es similar a la dindmica de un sistema lineal
cerca de sus equilibrios hiperbdlicos. Esto nos lleva a la pregunta ;Cuales son las
posibles dinamicas de un sistema lineal? Para dar una respuesta, por simplicidad,
consideremos todos los campos de vectores lineales en R?. El caso general para
R"™ es similar y lo revisaremos en la siguiente seccion.

Sea A una matriz 2 X 2 no-singular con coeficientes en R y consideremos el

y y

El tinico punto de equilibrio de este sistema es el origen (z,y) = (0,0). Los valores
propios de A estan determinados por los ceros de su polinomio caracteristico

det(A] — A) = ‘ ( A0 ) C A = X = Te(A)A + det(A),

0 A

donde Tr(A) y det(A) son la traza y el determinante de A, respectivamente. Note-
mos que ny = 1 implica det(A) = 0. Como asumimos que A es invertible, entonces
basta suponer que el origen es hiperbdlico, es decir, ng = 0. De esta manera te-
nemos la particién del plano Tr(A), det(A) en las regiones de la figura dada
por la naturaleza de las raices del polinomio caracteristico:

= En 1y la: n_ = 2. Luego, el origen es un atractor.
» En 2y 2a: ny = 2. El origen es un repulsor.

» En 3: n_ =n, = 1. El origen es una silla.
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det(A)
(Tr(A))? — 4det(A) =0

® ®

® ®

Figura 2.4: Naturaleza de los valores propios de la matriz A dependiendo de Tr(A) y det(A).

Tr(A)

Para cada una de estas regiones tenemos el cuadro de la figura con los
retratos de fase en cada caso. Si det(A) > 0 vemos que la estabilidad del origen
queda completamente determinada por el signo de Tr(A). La transicién ocurre
sobre el semieje positivo Tr(A) = 0 en donde ny = 2 (los valores propios son
imaginarios puros) y el origen no es hiperbélico. En cambio, en el semiplano
inferior det(A) < 0, el origen siempre es una silla. Luego, sobre el eje det(A) =0
hay un valor propio que estd anulandose —es decir, ng = 1— al cambiar de
signo positivo a negativo (o viceversa) y el origen deja de ser hiperbdlico en esta
transiciéon. Ademads, los valores propios de A son complejos conjugados en las
regiones la y 2a en donde el discriminante (Tr(A))* — 4det(A) < 0; y son reales
y distintos en las regiones 1, 2 y 3 cuando (Tr(A4))* — 4det(A) > 0. Sobre la
parébola (Tr(A))® —4det(A) = 0 el sistema tiene un tnico valor propio (real) con
multiplicidad 2. En tal caso, el equilibrio sigue siendo hiperbdlico siempre que

det(A) # 0.

2.2. Flujos lineales n-dimensionales

En el caso n-dimensional general tenemos que la solucién de

¥ =Azx, zeR", (2.4)
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Region Valores propios Retrato de fase Estabilidad
Y
C \\\ /
\\ _/‘/ Nodo
Y
¢ /— \\
° Foco
/Q_)D Atractor
° \_/ t
Y
C \\\ / Nodo
@ —o \\ )i _// Repulsor
g S
Y
C
° /— \\ Foco
/f;\ Repulsor
- N
Y
C -// Punto
@ Silla
ﬁ ‘

i

Figura 2.5: Retratos de fase del origen del sistema lineal bidimensional it = Az en los casos hiperbélicos genéricos.

viene dada por

tA

x(xo, t) = ez,

(2.5)
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donde x(0) = x es la condicién inicial y e se define formalmente como la serie
convergente

t2 t"
etA:I+tA+§A2+...+—'A”+.... (2.6)
. n:

Una solucién general para (2.4) se puede obtener como combinacién lineal de
n soluciones linealmente independientes {z'(¢),...,z"(t)}:

x(t) = Z cjal (t), (2.7)

donde las constantes ¢; quedan determinadas por las condiciones iniciales. Si A
tiene n vectores propios linealmente independientes v/, j = 1,...,n, entonces
podemos tomar como una base para el espacio de soluciones a las siguientes
funciones vectoriales

2l (t) = eMto, (2.8)
donde \; es el valor propio asociado a v’. Para valores propios complejos sin
multiplicidad, A;, 5\j = «a; £ 1f3;, con vectores propios v+ iv!, podemos tomar

2/ = et (v cos(Bt) — vl sin(Bt)),

2/ = et (vfsin(Bt) + v! cos(Bt)), (29)

como el par de soluciones (reales) linealmente independientes asociadas. Cuando
hay valores propios repetidos y menos de n vectores propios, entonces uno genera
los vectores propios generalizados (Més detalles al respecto se pueden hallar en
cualquier texto clasico que cubra la teoria de de ecuaciones diferenciales lineales
como [16], [I7].). Denotamos la soluciéon fundamental a aquella matriz n x n
que contiene n soluciones linealmente independientes en sus columnas como

X(t) = [z'(t),..., 2" ()] (2.10)

Las columnas 27,7 = 1,...,n de X (t) forman una base del espacio de soluciones
de (2.4). Es facil probar que

et = X () X10). (2.11)

Por otro lado, la ecuacién (2.4) también se puede resolver al primero hallar
una transformacién invertible 7' que diagonalice A o al menos la ponga en su
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forma normal de Jordan (si hay valores propios repetidos). La ecuacién (2.4) se
transforma en
y = Jy, (2.12)

donde J = T7'AT y z = Ty. Es més fécil trabajar con (2.12)), pero dado que
las columnas de T son justamente los vectores propios (generalizados) de A, al
final se requiere la misma cantidad de trabajo que con el primer método. La
exponencial e/ se puede calcular como

et =TTt (2.13)

En particular, las exponenciales para las matrices de Jordan de tamano 2 X 2 son:

o )\1 0 tA 6)\1t 0 )
A_<O )xg)’ € _< 0 et )’

= (5 0). () )

_/\1 tA_)\tlt
A_<O)\)’ et =e 01/

Notemos también que si v’/ es un vector propio asociado a un valor propio real
Aj de A, entonces v’/ es también un vector propio asociado al valor propio e
de e, M4s ann, si el subespacio generado por Re(v/) y Im(v/) es un espacio

propio asociado al par de valores propios complejos conjugados A;, A;, entonces
es también un espacio propio asociado a eV, e’.

2.2.1. Subespacios invariantes

La matriz ¢! puede considerarse como una aplicacién de R” a R™: dado un
punto zg € R", z(zo,t)e!tzy es el punto en el cual estd la solucién que partié
en o después de un tiempo t. Luego, el operador e/ contiene informacién global
sobre el conjunto de todas las soluciones de (2.4)), pues la férmula se satisface
para todos los puntos z, € R”. Por lo tanto, e/ es un ejemplo de un flujo, en
este caso, generado por el campo de vectores lineal Ax definido en R".

El flujo e : R” — R" se puede pensar como el conjunto de todas las solucio-
nes de (2.4). En este conjunto, hay ciertas soluciones que juegan un rol especial;
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aquellas que estan en los subespacios vectoriales generados por los vectores pro-
pios. Estos subespacios son invariantes bajo e4, en particular, si v/ es un vector
propio (real) de A y, entonces también de e, entonces una solucién que parte
en un punto cjvj € R" permanece en el subespacio generado por v/ para todo
tiempo; de hecho,

z(cv 1) = vl (2.15)

Similarmente, el subespacio (bidimensional) generado por Re(v’) y Im(v/), cuan-
do v’ es un vector propio complejo, es invariante bajo e*4. En resumen, los espacio
propios de A son subespacios invariantes para el flujo.

Dividimos los subespacios generados por los vectores propios en tres clases:
Definimos el espacio estable de A —denotado por E*— como el subespacio
generado por los vectores propios (generalizados) de A correspondientes a los
valores propios con parte real negativa. Similarmente, el espacio inestable de
A —denotado por E"— es el subespacio generado por los vectores propios (ge-
neralizados) de A correspondientes a los valores propios con parte real positiva.
Finalmente, el espacio central E° es el subespacio generado por los vectores
propios (generalizados) de A correspondientes a los valores propios con parte real
nula.

Los nombres reflejan el hecho de que las soluciones en E* se caracterizan por
un decaimiento exponencial (ya sea, mondtono u oscilatorio), aquellas en E" por
un crecimiento exponencial, y aquellas en E¢ por ninguna de las anteriores. En
ausencia de valores propios multiples, estas 1ltimas soluciones o bien oscilan a una
amplitud constante (si A, A\ = i) o permanecen constantes (si A = 0). Cuando
hay valores propios multiples para los cuales sus multiplicidades algebraica y
geométrica difieren, entonces uno podra tener crecimiento de soluciones en E°.

Ocupando la notacién de la seccién 2.1], tenemos que dimE?* = n_, dimE" = n.
y dimFE¢ = ng. Por supuesto, n_ +ny +ng = n. En particular, si ng = 0, decimos
que el sistema lineal es hiperbdlico.

Teorema 3 Considere los dos sistemas lineales

= Az, (2.16)
— Bu, (2.17)
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donde A y B son matrices de tamano n x n. Si ng(A) = no(B) = 0, entonces los
sistemas (2.16) y (2.17) son topoldgicamente equivalentes si y solo si ny(A) =
ni(B) y, en consecuencia, n_(A) =n_(B).

Este teorema nos entrega una manera de describir cualitativamente por com-
pleto cualquier sistema lineal hiperbdlico, la cual depende solamente del niimero
de valores propios con parte real negativa y positiva (contando multiplicidad).
Una de las consecuencias de este teorema es que los retratos de fase de los casos
1 y la, asi como 2 y 2a de la figura 2.5, son topolégicamente equivalentes!

2.3. Estabilidad de puntos de equilibrio hiperbdlicos (con-
tinuacion)
Gracias al teorema de Hartman-Grobman y a la completa caracterizacion de

sistemas lineales hiperbdlicos, podemos establecer las siguientes propiedades de
un equilibrio hiperbélico de un sistema no lineal.

Definicién 12 Un equilibrio x¢ hiperbdlico del sistema & = f(x), x € R", se dice
atractor st n_ = n; xg es un repulsor st n. =n,; y vy es un punto silla si el
producto ny - n_ # 0.

El siguiente teorema es consecuencia del anterior y del teorema de Hartman-
Grobman:

Teorema 4 Considere los dos sistemas no-lineales
P = fl), (2.18)
v = g(), (2.19)

con equilibrios hiperbolicos xq de e yo de . Entonces, los retratos de
fase de (2.18) y (2.19) son localmente topoldgicamente equivalentes cerca de xq e
Yo, respectivamente, si y solo si estos equilibrios tienen el mismo niumero n_ (y

n. ) de valores propios con parte real negativa (y positiva).
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Ejemplo 18 Consideremos un modelo de depredacion entre dos especies dado
por el sistema de dos EDOs no-lineales:

(AN N kP
Y N[?“(“E)—Nw]’

\ (2.20)
a0

donde r, K, k, D, s y h son constantes positivas. Aqui, la especie N es presa del
depredador P. Los parametros r y s son las tasas de crecimiento intrinseco de N y
P, respectivamente. En ausencia de depredador, la especie N sigue un crecimiento

logistico en donde, en el largo plazo, se alcanza una capacidad de carga K, que
indica cuanto es el maximo de recursos que tiene el ambiente para albergar a la
especie N. El término de depredacién (también llamado la respuesta funcional
del depredador) es ]’@NT%, el cual indica cémo cambia (disminuye) el crecimiento
de N ante encuentros con el depredador P. En este caso, la respuesta funcional
muestra un efecto de saturacion de los depredadores. Por dltimo, el crecimiento de
los depredadores es también del tipo logistico, en donde la capacidad de soporte
de P aqui es %, es decir, proporcional a la cantidad de presas disponibles.
Como un primer paso del andlisis, expresemos el modelo en términos de nuevas
variables y nuevos parametros mediante la equivalencia topolodgica:
u(r) = Nl v(T) = %(t), T =rt,

y la reparametrizacion
D
a=—, b=-, d=—.
hr’ r’ K
De esta forma, el sistema ([2.20]) nos queda:

( du auv

= =) - S fo),

X (2.21)
dv v

|7 = (1=g) = e

el cual sélo tiene 3 parametros adimensionales a, by d. El proceso de adimensio-

nalizacion reduce el nimero de parametros al agruparlos en una forma que tenga
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sentido. Estos agrupamientos generalmente dan medidas relativas del efecto de
los parametros originales. Por ejemplo, b es la razén entre la tasa de crecimiento
del depredador y la de la presa y asi b < 1 y b > 1 tienen significados ecologicos
definidos; con el primero las presas se reproducen méas rapido que los depredado-
res.

Los puntos de equilibrio (u*,v*) de (2.21]) satisfacen

w1 —ut) — fod =0, b <1 - Z—) — 0. (2.22)

Solo nos interesan los equilibrios positivos, es decir, las soluciones positivas de
v =u, (W)Y’ 4 (a+d—-1)u"—d=0,
de las cuales la tnica positiva es

(1—a—d)+{(1—a—d)?+4d}'/? .

ES

ut = 5 , vt =u".
La matriz jacobiana A de en (u*,v") es
a_f(u*’v*) a_f(u*’v*) ot au” —au®
s du Qv _ (u*+d)?—=1] w+d
09 (s vy 990 5
%(u,v) %(u,v) b —b

Para la coexistencia en el largo plazo de ambas especies, requerimos que el punto
(u*,v*) sea atractor. Luego, las condiciones necesarias y suficientes para esto son

*

THA) <0 = Lu* +GZ)2 — 1] <b, (2.23)

1 a B au
w+d  (u+d)

det(A) >0 = 5 > 0. (2.24)
Sustituyendo el valor de la coordenada u* obtenemos las condiciones de estabili-
dad explicitas en términos de los parametros a,b y d, y luego, en términos de los
parametros originales r, K, k, D,s v h en ([2.20)).



Notemos que, en general, esto determina un dominio abierto en el espacio de
pardametros (a,b,d) tal que, si los parametros yacen dentro de él, el equilibrio
(u*,v*) es siempre un atractor, y si estan fuera de él, el equilibrio es inestable.
Este tltimo caso requiere que al menos una de las ecuaciones (2.23)) o (2.24) no se
satisfaga. Por ejemplo, reemplazando el valor de u*, usando la primera ecuacién

en (2.22) y v* = u* se tiene

a au’*
det(A) = |1 — bu*
et(A) Tt (u*—l—d)2] !

[ ad
= |14+ —| bu”
+<u*+d>2] !

> 0

para todo a > 0,b > 0,d > 0 y luego (2.24]) siempre se satisface. Entonces,
el dominio de estabilidad queda enteramente determinado por (2.23)), es decir,
Tr(A) < 0, lo cual al reemplazar v* y de nuevo usando (2.22)) queda de la forma

[1+a+d—{(1—a—d)2+4d}]1/2.

b > [a—{(l —a—d)2+4d}1/2] —

Para cualquier valor de (a,b,d) € Ri satisfaciendo esta desigualdad, se obtiene
un retrato de fase topolégicamente equivalente en donde (u*,v*) es un equilibrio
atractor.

La frontera de este dominio de estabilidad queda definida por la ecuacion

[1+a+d—{(1—a—d)?*+4d}]'/?
2a ’

la cual representa una superficie en el primer octante del espacio (a,b,d). En
particular, para cada valor (a,b,d) en esta superficie, el equilibrio (u*,v*) es no-
hiperbdlico (;Por qué?). Més atn, cada vez que un punto (a,b,d) cruza esta
superficie pasando desde la regiéon Tr(A) < 0 hacia Tr(A) > 0 o viceversa, el
equilibrio (u*,v*) cambia su estabilidad. Es decir, a cada lado de esta superficie
el sistema tiene retratos de fase no equivalentes. Decimos que define
una superficie de bifurcacién.

b=la—{(1—a— d)2+4d}1/2} (2.25)
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2.4. Variedades invariantes

Hasta el momento hemos visto principalmente métodos para determinar exis-
tencia y estabilidad local de puntos de equilibrio. Mas atn, excepto bajo condi-
ciones muy especificas, solamente podemos describir la dindmica en una vecindad
de estos puntos. La linealizacion y la equivalencia topoldgica implicadas en el teo-
rema de Hartman-Grobman son propiedades locales. En consecuencia, sabemos
muy poco sobre propiedades mas globales de un sistema dinamico y sobre cémo
“pegar” distintas informaciones para obtener un retrato de fase completo.

Esto es de especial importancia si hay mds de un conjunto atractor en el
espacio de fase: ;De qué manera debemos escoger una condicién inicial para que
su orbita finalmente converja a un punto atractor dado y no a otro? Por ejemplo,
imaginemos una hoja que es llevada rio abajo por la corriente. Si una roca se
ubica en el centro del rio, entonces, podemos esperar que la hoja pase o bien
por la derecha de la roca o por el lado izquierdo. Solamente habra un conjunto
especial de orbitas posibles para las cuales la hoja llega justo a la roca. Estas
orbitas especiales determinan la frontera entre pasar a uno u otro lado de la roca
y seguir rio abajo. Si imaginamos que la roca es una analogia para un punto
de equilibrio de un sistema, entonces este equilibrio seria de tipo silla y aquellas
orbitas especiales que convergen a este equilibrio forman un conjunto de érbitas
llamado la variedad establdll

Definicién 13 Sea x* un punto de equilibrio hiperbolico del campo de vectores
T = f(z), zeR"
Definimos las variedades estable e inestable locales de x* como:
Wi (") ={z € U: ®'(x) — 2*, cuando t — oo, y ®'(x) € U,Vt > 0},
Wi (") ={x € U: ®'(x) = 2%, cuando t — —oo, y ®'(x) € U,Vt <0},
donde U C R" es una vecindad de x*.

OBSERVACION. Las variedades invariantes W} (z*) y W (z*) son andlogos no-

lineales de los subespacios E* y E* de un sistema lineal.

!Esta analogia es crédito del Prof Bernd Krauskopf — https://www.math.auckland.ac.nz/~berndk/.
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Teorema 5 (Variedad estable) Supongamos que el sistema
t=f(x), z€R", fel' r>1, (2.26)

posee un punto de equilibrio hiperbolico x*. Entonces existen los conjuntos WS (x*)
y Wt.(z*). Estos conjuntos son variedades diferenciables de dimensiones ns, =
dimFE*(x*) y n, = dimE"(z*), y con el mismo grado de diferenciabilidad v que
f. Ademds Wi .(x*) es invariante bajo el flujo ' de parat > 0 y tangente
a E5(z*) en x*; andlogamente, Wi (z*) es invariante bajo el flujo @' de (2.26
para t < 0 y es tangente a E"(x*) en x*.

] 1 3 3 S * u *
La figura[2.6)muestra bosquejos de las variedades invariantes WS (z*) y Wi (z*)
en un sistema bidimensional.

Figura 2.6: Bosquejo de las variedades estable e inestable locales W _(z*) y W (z*) de un punto silla en un
sistema bidimensional continuo.

Las variedades invariantes locales poseen analogos globales obtenidos al per-

mitir que los puntos en W} (z*) fluyan hacia atras en el tiempo y aquellos en
u

v (x*) fluyan hacia adelante:
W) = [J® (Wi(=")
t<0
= {z €R": ®(x) — 2%, cuando t — oo},
we@) = [Jo (W)
>0
= {z €R": ®'(x) — 2%, cuando t — —oo}.
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OBSERVACIONES.

1. La existencia y unicidad de soluciones para un sistema de ecuaciones dife-
renciales ordinarias implica que dos variedades estable (resp. inestable) de
dos puntos de equilibrio distintos no se pueden intersectar. Por el mismo
argumento, una variedad estable (resp. inestable) no se puede intersectar a
si misma.

2. La interseccién de variedades estables con inestables si puede ocurrir a lo
largo de orbitas homoclinicas y heteroclinicas. En muchos casos, estas
orbitas son la fuente de la mayoria de los comportamientos cadticos hallados
en sistemas dinamicos.

3. En general, no es posible encontrar expresiones analiticas para variedades
estable e inestable, y uno debe recurrir a herramientas numéricas y compu-
tacionales para encontrarlas.

Ejemplo 19 Este es un sistema lo suficientemente simple en el cual podemos
hallar explicitamente las variedades invariantes globales (i.e., es un caso muy
especial!). Consideremos el sistema planar

!/
r ==z,
/ 2 (2'27)
Yy =y +x )
el cual tiene un unico equilibrio en el origen. Para el sistema linealizado tenemos
los siguientes subespacios invariantes:

B = {(z,y) € R*| = = 0},

" = {(z,y) € B y = 0}. (2:28)

En este caso podemos integrar el sistema no lineal (2.27) en forma exacta. En
lugar de obtener una solucién de la forma (z(t), y(t)), reescribimos ([2.27)) como
una EDO lineal de primer orden al eliminar el tiempo:

dy _ —y

= == . 2.29
dx T T ( )
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Esta ecuacién se puede integrar directamente y obtener la familia de curvas so-
lucion )
x c

y(x) = ? + E, (230)
donde ¢ es una constante determinada por las condiciones iniciales. Ahora el
teorema de la variedad estable junto con implica que podemos representar
W*(0,0) como un grafico y = h(x) con h(0) = A'(0) = 0, pues W}, es tangente a
E" en (0,0). Luego ¢ = 0 en (2.30) y tenemos

X

2
wW*(0,0) = {(a:,y) cR?y= g} . (2.31)
Finalmente, notemos que si z(0) = 0, entonces ' = 0 y luego z(t) = 0; de aqui
se concluye que W*(0,0) = E*.

Ejemplo 20 Consideremos el oscilador de Duffing no-forzado y con amortigua-
cion:
F+ot+ad—x=0,

o como un sistema de ecuaciones de primer orden

T =y,
y = x—12°—dy.

Esta ecuacién modela las oscilaciones de una masa unida a un resorte con
fuerza de restauracién no-lineal dada por el término 2® — z. La amortiguacién
viene dada por 0 < 4.

El sistema posee tres puntos de equilibrio en el plano de fase (z,y): el origen
(0,0) y los puntos (£1,0). Cuando § = 0, el sistema es conservativo y la ecuacién
se puede multiplicar por x e integrar con respecto al tiempo para llegar a

1 1
E(x,&) = 5 (x'2 — 2’ + 5:1:4) = cte.
Luego, % = 0 y las soluciones de la ecuacion de Duffing con § = 0 estan conteni-

das en las curvas de nivel de E. De esta forma, podemos graficar inmediatamente
el retrato de fase para § = 0 como en la figura 2.7(a). Por lo tanto, (0,0) es un



Sistemas dinamicos no lineales y caos — Pablo Aguirre 65

(a) (b)

W (0)

NN N
\—/

& (C&E

Figura 2.7: Retratos de fase de la ecuacién de Duffing sin fuerza externa. Para § = 0 (panel (a)) se tienen
dos centros rodeados por conexiones homoclinicas. Para § > 0 (panel (b)) la variedad estable W#(0,0) forma la
frontera entre los dominios de atraccién de (—1,0) y (1,0).

punto silla, mientras que los puntos (£1,0) son centros. Mas ain, la variedades
estable e inestable de (0,0) forman dos conexiones homoclinicas, cada una de las
cuales encierra una familia de orbitas periddicas alrededor de los centros.

Al anadir el término —dy a la segunda ecuacion del sistema de ecuaciones se
altera la direccién del campo de vectores en todas las curvas de nivel de F (excepto
en y = 0). Esto provoca que las 6rbitas apunten “hacia adentro”de las curvas de
nivel. Mas atn, al aplicar el teorema de Hartman-Grobman, es facil ver que (0, 0)
es un punto silla, mientras que los puntos (£1,0) son ambos focos atractores.
De esta forma obtenemos los comportamientos cualitativos de la figura 2.7|(b).
Notamos que las conexiones homoclinicas se han roto para 0 > 0. Cada rama de
W"(0,0) converge a uno de los focos atractores. En cambio, la variedad estable
W+#(0,0) separa las cuencas de atraccién (en verde y en blanco, respectivamente)
de los dos atractores (1, 0).

Tarea: Complete los detalles faltantes de este ejemplo.

2.5. Bifurcaciones

En la teoria de sistemas dindamicos, uno puede tomar en cuenta cualquier
incerteza acerca del modelo mediante la variacién de los parametros del mismo.
No sabemos exactamente el valor del coeficiente de friccion para el péndulo planar
amortiguado, pero hay uno; no sabemos exactamente el efecto inhibidor de una
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especie sobre otra, pero parece haber uno; etcetera. Por lo tanto, el modelo es
tipicamente de la forma general

&= f(z; ),

donde x € R", y A € R™. Puede que solo se sepa que el valor del parametro A se
halla en un cierto intervalo o regién. Sin conocer exactamente A, ;qué se puede
decir sobre el sistema? Recordemos el ejemplo de las especies en competencia.
La extincién de una especie depende en realidad de si & o § son menores que 1.
Para cualquier valor de a, 5 < 1 obtenemos un retrato de fase topolégicamente
equivalente, el cual no es topologicamente equivalente al retrato de fase para el
caso 0 <1< a.

Definicién 14 Considere el campo de vectores

&= f(z; ),

donde x € R", y A € R. Supongamos que el retrato de fase del sistema para
una eleccion particular de A = \i es topologicamente diferente al retrato de fase
para otra eleccion X\ = Ao > Ai. Si la diferencia entre A1 y Ao es suficientemente
pequena, entonces existe un unico A\ con Ay < A\* < Ay tal que el retrato de fase
para cualquier Ay < A < \* es topoldgicamente equivalente al de \1, y el retrato de
fase para cualquier \* < A < X\ es topologicamente equivalente al de \o. Decimos
que \* es un valor de bifurcacion; es el valor del parametro en el cual el sistema
sufre una bifurcacion, es decir, un cambio cualitativo de la dinamica.

Existen distintos tipos de bifurcaciones. Comenzaremos con una clasificacién
de las diferentes bifurcaciones locales, esto es, aquellas que involucran puntos
de equilibrio. Estas bifurcaciones se pueden clasificar en términos de los valores
propios de la matriz Jacobiana asociada al equilibrio (pardmetro-dependiente).
Al momento de la bifurcacién el nimero ny # 0 y el equilibrio es no-hiperbdlico.
Sin embargo, justo antes y justo después de la bifurcacion los equilibrios son
hiperbdlicos (si es que existen).

Por lo tanto, podemos pensar en la bifurcacién como un movimiento de valores
propios a través del eje imaginario a medida que se mueve un parametro. Para
campos de vectores, hay dos casos genéricos: o bien un valor propio pasa por
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el valor 0 (cambiando su signo de positivo a negativo o viceversa), o un par de
valores propios complejos conjugados se mueve a través del eje imaginario.

A continuacién expondremos las bifurcaciones mas tipicas de puntos de equi-
librio de campos vectoriales en sistemas de la menor dimensién posible en la que
estos eventos pueden ocurrir. Los detalles técnicos y demostraciones de estos re-
sultados son el tema de la asignatura Teoria de Bifurcaciones. Algunos de estos
detalles se pueden hallar en [7], 12| 13 [19].

2.5.1. Bifurcacion Silla-Nodo

La bifurcacion silla-nodo se caracteriza por el hecho de que a un lado de la
bifurcacién existen dos equilibrios, mientras que al otro lado estos dos equilibrios
han desaparecido. Podemos pensar en el momento de la bifurcacion como aquel
momento donde los dos equilibrios colisionan. En sistemas bidimensionales jus-
tamente uno de los equilibrios que interviene es un nodo y el otro es una silla,
lo cual le da el nombre a esta bifurcacién (silla-nodo). La bifurcacién silla-nodo
puede aparecer en cualquier sistema y es, de hecho, una bifurcaciéon muy tipi-
ca que sucede al mover un parametro. Quizas debido a que esta bifurcacién es
tan tipica, posee muchos otros nombres. La bifurcacion silla-nodo también se le
conoce como bifurcacién fold, bifurcacién tangente o bifurcacién limit point.

Ejemplo 21 Consideremos el campo de vectores
&= f(x,\) =\ — 27,

donde x € R, y A € R. Al igualar el lado derecho a cero, hallamos que pueden
existir dos equilibrios 219 = £v/\. Estos equilibrios solo existen (en R) si A > 0.
La matriz Jacobiana es Df(x,\) = —2z. Luego, en z; = v/ tenemos un valor
propio —2V/\ < 0, asi 1 es un atractor; y en 9 = —+/\ tenemos un valor propio
2v/\ > 0, y x5 €s un repulsor.

Hay varias maneras de visualizar esta bifurcacion. Por ejemplo, podemos di-
bujar todos los retratos de fase topoldgicamente diferentes como en la Figura [2.8;

1. Una linea de fase representativa para un valor A > 0 arbitrario. La dindmica
que se obtiene consiste lo siguiente: soluciones con xy > x; son decrecientes y
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convergen al equilibrio estable x1 para t — oo, érbitas con xy < xy < 1 son
crecientes y también convergen a xq, mientras que las soluciones con xy < xo
son decrecientes y se alejan de x».

2. Otra linea de fase para A = 0 (un equilibrio semiestable en el origen, estable
por la derecha e inestable por la izquierda);

3. Y finalmente una linea de fase representativa para un valor A < 0 arbitrario
(no hay equilibrios y flujo simplemente corre de derecha a izquierda).

A<0 A=10 A>0

<
«

A

& <
@ «

Figura 2.8: Retratos de fase no equivalentes del sistema & = A\ — 2.

De hecho, muchas veces obviamos el caso A = 0 pues es topolégicamente dife-
rente al retrato de fase de cualquier otro valor de A y porque puede ser facilmente
deducido a partir del contexto, al menos por alguien familiarizado con la teoria de
bifurcaciones. Las regiones donde los retratos de fase son topolégicamente equi-
valentes son entonces indicadas en el espacio de parametros. Toda la informacién
queda contenida en la Figura [2.9] que consiste en lo siguiente:

(a) El espacio de parametros (A € R) queda dividido en dos regiones (intervalos),
llamémoslos 1 y 2, cuya frontera comin es A = 0.

(b) Retratos de fase representativos para cada region del espacio de pardmetros
1y2.

Esta coleccion presentada en la Figura[2.9)se llama diagrama de bifurcacidn,
es decir, la divisién del espacio de parametros en conjuntos de retratos de fase
topoldgicamente diferentes, junto con representaciones de estos retratos de fase.

Para sistemas uno- o dos-dimensionales, como en este ejemplo, podemos com-
binar las imagenes del diagrama de bifurcacién en una sola figura del espacio
producto de parametros x espacio de fase. Aqui, uno grafica todos los retratos
de fase, y no solo uno representativo. La Figura posee toda la informacion
relativa a este ejemplo en una sola imagen:
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(a) (b)
® @ ® < 9:

Figura 2.9: Espacio de pardmetros (en panel (a)) y retratos de fase no equivalentes (en panel (b)) del sistema
&= \—a2

Figura 2.10: El diagrama de bifurcacién en el espacio de pardmetros x espacio de fase para el sistema i = A\ —z2
contiene toda la informacion relativa a posibles retratos de fase en una sola imagen.

1. En el eje horizontal corre el pardmetro A, mientras que el eje vertical corres-
ponde a la variable de estado x.

2. Para cada A < 0 arbitrario pero fijo, el grafico se compone de una orbita
vertical descendente (pues la variable x(t) es decreciente).

3. Para A > 0, los puntos de equilibrio se ubican sobre la pardbola A\ — 22 = 0,
la cual se abre hacia la derecha. La rama superior de la parabola corresponde

a 1 = VA y la rama inferior a x5 = —V/\.

4. Para cada A > 0 arbitrario pero fijo, el grafico es cualitativamente como lo
descrito mas arriba: soluciones con zg > x1 son orbitas verticales decrecientes
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y convergen al equilibrio estable x1 para t — o0; drbitas con zs < ¢ < 4
son crecientes y también convergen a xq; mientras que las soluciones con
o < Ty son lineas decrecientes y se alejan de xs.

5. Por tltimo, notemos que ambas ramas de la pardbola de equilibrios A—z? = 0
coinciden cuando A = 0 marcando la colisiéon de x1 y x5 en un solo equilibrio
en x = 0 al momento de la bifurcacion.

Similarmente a los retratos de fase topolégicamente equivalentes, nos gustaria
identificar bifurcaciones similares.

Definicién 15 Decimos que un campo de vectores particular y' = g(y, 1) es una
forma normal (topoldgica) del campo vectorial ' = f(x, \) si existe un punto
(Yo, 11*) tal que en la vecindad de algiun punto (xg, \*) y de (yo, 1*), los diagramas
de bifurcacion son topologicamente los mismos. Esto significa que las regiones en
el espacio de parametros donde los respectivos retratos de fase son topologicamente
equivalentes son las mismas, y que en cada region ambos campos vectoriales poseen
retratos de fase topologicamente equivalentes.

Esta definiciéon nos permite identificar condiciones suficientes para decidir si
un sistema dado exhibe o no una cierta bifurcacién. El objetivo es encontrar una
forma normal que venga dada de la manera mas simple posible. En el caso de la
bifurcacién silla-nodo tenemos el siguiente teorema.

Teorema 6 (Bifurcacion Silla-nodo) Sea

= flz;p), (2.32)
donde v € R, y u € R. Si las siguientes condiciones se satisfacen
(B1) f(zo,p*) =0, “Eziste un equilibrio xy para p = p*”;

(B2) Df(xg, p*) =0, “Valor propio cero en xy para p = pu*”;

2
(G1) % (xo, 1*) # 0, “Término de 2do orden de f no se anula en (zg, u*)”;
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(G2) agf(:po,u*) # 0, “Velocidad no-nula en p1”,
i

entonces (2.32) posee la forma normal topoldgica
j=AEy’
en una vecindad de (xg, 1*).

Por conveniencia, uno suele trasladar el equilibrio (xg, #*) al origen, esto es, a
(0,0). (B1) y (B2) son llamadas condiciones de bifurcacion; se deben satisfacer
para encontrar la bifurcacién. (G1) y (G2) son llamadas condiciones de generi-
cidad; son propiedades que se satisfacen en forma “tipica” (Por el contrario, si no
se satisficieran, uno estarfa frente a un caso “atipico”, poco usual o no-genérico).
Ejemplo 22 Considere el campo de vectores unidimensional

x

r=a—xr—e ",

con parametro o € R. Al comparar las gréficas de e™® y de @ — = hallamos las
graficas de la Figura [2.11]

e €

a>1 a=1 a <1

Figura 2.11: Posibles graficas de e™® y de o — z para distintos valores del pardmetro a.

Para hallar el punto de bifurcacion «o*, necesitamos que las graficas de e™*

y de @ — x se intersecten tangencialmente. Luego, tanto las funciones como sus
derivadas con respecto a x deben coincidir:
e’ = a—x —z
e = a—x z =0
d _ d & . &
—e ' = —(a—1) = = L
dx dx
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Luego, el punto de bifurcacién es a* = 1, y la bifurcacién ocurre en o = 0. A
continuacién movemos el punto (o, zg) = (1,0) al origen por medio del cambio
de coordenadas a = A + 1, y = x. El nuevo campo de vectores en términos de y
y A es
y=t=a—cz—e "=1+A—y—e?=:f(y,\).

Se verifica que (B1) f(0,0) =0, (B2) f,(0,0) = —1+e7Y|,—0 =0, (G1) £,,(0,0) =
—e Y], = —1#0, and (G2) f\(0,0) =1 # 0. Luego, efectivamente, se trata de
una bifurcacion silla-nodo.

Alternativamente, usando la expansion de Taylor para e™ alrededor de x = 0
encontramos

7 7
t=a—r—e¢ ‘=a—x— (1—9:—!—54—---) :(a—l)—a—i—.--
Este tiene la misma forma algebraica que § = A — y?, y coincide exactamente
mediante apropiados rescalamientos de z y a. En general, la teoria de bifurca-
ciones nos dice dénde podemos cortar la expansion en serie de Taylor sin alterar
topoldgicamente ningin retrato de fase en una vecindad de (zg, \*).

La bifurcacion silla-nodo estd asociada con un valor propio “pasando por”
cero. Hay otras dos bifurcaciones que tienen esta misma caracteristica. Son la
bifurcacién transcritica y la pitchfork. Estas bifurcaciones solo pueden ocurrir
bajo circunstancias especiales.

2.5.2. Bifurcacion Transcritica

La bifurcacién transcritica solo sucede cuando el sistema posee un equilibrio
que existe para todos los valores del parametro y nunca puede ser destruido.
Cuando este equilibrio colisiona con otro, los dos equilibrios intercambian su
estabilidad, pero siguen existiendo tanto antes como después de la bifurcacién.
Entonces, es como si los dos equilibrios “pasaran uno sobre otro”.

Ejemplo 23 Consideremos el campo de vectores

g=fly,\) =My -y =y(A—y),
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donde y € R, y A € R. Al igualar el lado derecho a cero, hallamos que siempre
existen dos equilibrios y; = 0 y yo = A. Estos equilibrios existen para todo A € R.
La matriz Jacobiana es Df(y,\) = A — 2y. Luego, en y; = 0 tenemos un valor
propio A; asi y; es un atractor si A < 0 y es repulsor si A > 0. Por otro lado, en
12 = A tenemos el valor propio —A\; luego, y» es un repulsor si A < 0 y es atractor
si A > 0.

La bifurcacion transcritica es tipica de sistemas donde un equilibrio esta pre-
sente independiente de los valores del pardametro. La figura muestra el dia-
grama de bifurcacién del sistema ¢ = Ay — y?. Notemos que, en el plano (A, ),
los equilibrios se ubican sobre el conjunto de nivel cero de f(y,\) = \y — y? =

y(A—y)=0.

Figura 2.12: El diagrama de bifurcacién para el sistema 3 = \y — y2.

Teorema 7 (Bifurcacion Transcritica) Sea
T = f(x; N, (2.33)
donde x € R, A € R, y f es de clase C?. Si las siquientes condiciones se satisfacen
1. f(0,0) =0;
2. Df(0,0) = f,(0,0) =0;
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of N
3. 510,00 = 0;

02 f |
4- @(070) # 0

o0 f ‘
5. +2(0,0) £ 0;

entonces (2.33) posee la forma normal topolégica
y=\y £y’
en una vecindad de (o, 1*) = (0,0).

Recordemos que en el sistema de especies en competencia, los equilibrios
(0,0), (1,0) y (0, 1) siempre estan presentes sin importar los valores de a y 3. De
hecho, si o 0 § pasan por el valor 1, el equilibrio (0,1) o (1,0), respectivamente,
pasa por una bifurcacién transcritica. Este sistema posee dos rectas invariantes,
a saber, tanto el eje x como el eje y son invariantes.

2.5.3. Bifurcacion Pitchfork

La bifurcacién pitchfork solo existe cuando hay una simetria de reflexién pre-
sente en el sistema. De hecho, en el mismo sentido que la bifurcacion silla-nodo
es tipica para sistemas dinamicos arbitrarios, la bifurcacién pitchfork es tipica en
sistemas dinamicos con simetria de reflexion. La forma normal es

g =My Ey°

Este sistema posee simetria de reflexién en {y = 0}. Es decir, si se define § = —y,
obtenemos la misma ecuacién para g que para 7.

Ejemplo 24 Consideremos el campo de vectores
g=fy,\) =y —y’ =y(\ =9,

donde y € R, y A € R. Este sistema posee simetria de reflexiéon en {y = 0}.
Es decir, si se define u = —y, obtenemos la misma ecuacién para % que para
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y. Al igualar el lado derecho a cero, hallamos que siempre existe un equilibrio
y1 = 0 en el origen. Ademas, si A\ > 0 tenemos otros dos equilibrios simétricos
en y23 = +v/\. La matriz Jacobiana es Df(y,\) = A — 3y%. Luego, en g = 0
tenemos un valor propio \; asi y; es un atractor si A < 0 y es repulsor si A > 0. Por
otro lado, en y 3 tenemos el valor propio —2\; luego, y2 3 son ambos atractores.

La figura muestra el diagrama de bifurcacién del sistema 7 = \y — y°.
Notemos que, en el plano (A, y), los equilibrios se ubican sobre el conjunto de
nivel cero de f(y,\) = y(A — y?) = 0. El cuadro que emerge en la figura es
como la de un tenedor o tridente (pitchfork, en inglés), lo cual le da el nombre a
esta bifurcacién.

Figura 2.13: El diagrama de bifurcacién para el sistema ¢ = Ay — y* (caso supercritico).

Teorema 8 (Bifurcacion Pitchfork) Sea
T = f(z; N, (2.34)
dondex € R, N\ € R, y f es de clase C3. Si las siguientes condiciones se satisfacen
1. f(0,0) =0;
2. Df(0,0) = f.(0,0) =0;

of s
5. 51(0.0) =0,
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0 f N
4 @(0;0) =0

P f |
5. 525(0,0) £ 0;

0% f _
6. -(0,0) £ 0;

entonces (2.34) posee la forma normal topoldgica
=Ny £y’
en una vecindad de (xy, \*) = (0,0).

En el teorema anterior, el signo 4+ del término cubico queda determinado
por el signo de 88_;3 f(x9,\*). Cuando el término ciibico es —y?%, decimos que la
bifurcacién pitchfork es supercritica; cuando el término ctbico es +y3, decimos
que la bifurcaciéon pitchfork es subcritica. Discutiremos esto en mas detalle para
la bifurcacion de Hopf en la seccion siguiente.

2.5.4. Bifurcacién de Poincaré- Andronov-Hopf

Cuando un par de valores propios complejos conjugados se mueve atravesando
el eje imaginario, tipicamente ocurre una bifurcaciéon de Hopf. (Esta bifurcacién
estd relacionada con la bifurcaciéon pitchfork, como veremos mas adelante.) Luego,
para que esta bifurcacion ocurra necesitamos que la dimension del sistema sea al
menos n = 2.

Consideremos el sistema

X:{a’: = v —wy + ha(z? + y?),

. 2.35
y = wzr+ My + Ly +y?). (2.35)

o en su forma matricial equivalente

(- wren(s) e
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Consideremos el punto de equilibrio en (0,0). La matriz jacobiana asociada es:

DX(0,0) = (3 _°;>

con valores propios A 1w € C. Claramente, si A < 0 el origen es un foco estable
hiperbélico, mientras que si A > 0 el origen es un foco inestable hiperbdlico.
Sin embargo, para A = 0, tenemos un equilibrio no-hiperbdlico: a pesar que en
la linealizacion, el origen sea un centro (con valores propios +iw), no podemos
aplicar el teorema de Hartman-Grobman y concluir que también sea un centro
en el sistema no lineal (2.35]) o (2.36).

Por otro lado, sea F(z,y) = 2° + 3* y consideremos A > 0. Notemos que

(X, VE}\{xz+y2:A} =2zx(Ar — wy + LhAz) + 2y(wz + Ay + 1 A\y) =0,

Por lo tanto, el campo X es ortogonal al vector V E en cada punto de la circunfe-
rencia v = {2? + y* = A\}. Es decir, el campo X es tangente al circulo v, y luego,
~ es un ciclo limite.

Ademis, reescribiendo ([2.35]) o (2.36]) en coordenadas polares obtenemos:

© = r(A+4r?

o = w.
Es més facil analizar este sistema en la forma (2.37)), pues las dos ecuaciones
son desacopladas. Notemos que r > 0, —7 < ¢ < m; al identificar ¢ = —x con

¢ = 7, obtenemos que las variables (7, ¢) viven en un semicilindro. También, este
sistema no posee equilibrios pues la variable ¢ varia continuamente con velocidad
constante w. Luego, todas las drbitas en el semicilindro fluyen monétonamente
en la direccion de ¢ sin “detenerse”. En particular, para A > 0, el ciclo limite ~
corresponde a 1 = v/\.

Consideremos el caso [y = —1, w > 0 constante, y variemos A. Podemos ana-
lizar la ecuacion para r separadamente y luego combinar las dos. Esto lleva al
diagrama de bifurcacién de la figura [2.14] Si consideramos el sistema en la
forma o ([2.30)), entonces el diagrama de bifurcacién con retratos de fase en
R? es como en la figura 2.15]

Por lo tanto, la bifurcacion de Hopf se caracteriza por la aparicién de una érbita
periodica. La amplitud de la o6rbita periddica es 0 al momento de la bifurcacién
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Espacio de parametros Espacio de fase
A @ A @

Figura 2.14: Diagrama de bifurcacién de la ecuacién (2.37) en el caso I3 = —1, w < 0 constante.

Espacio de parametros Espacio de fase
° A
0
Figura 2.15: Diagrama de bifurcacién de ([2.36]) en el caso l; = —1, w < 0 constante.

(A =0) y crece como v/A cuando A > 0. La frecuencia de la érbita periddica, al
comienzo de la bifurcacion, es igual a w, el valor absoluto de la parte imaginaria
de los valores propios del punto de equilibrio. El equilibrio existe a ambos lados
de la bifurcacion, pero cambia de estabilidad cuando A = 0. Para el sistema en la
forma podemos dibujar el diagrama de fase/parametro en el plano (A, r)
e ignorar ¢ obteniendo la figura [2.16] Si el espacio de fase fuera r € R, en vez
de (r,¢) € [0,400) X [—7, ), entonces tendria lugar una bifurcacién pitchfork!
(compare con la forma normal de la bifurcaciéon pitchfork).

El diagrama de bifurcacion en el espacio de parametros vs espacio de fase
completo R x R? para el sistema en la forma (2.35) o (2.36) es un cuadro tri-
dimensional como en la figura 2.17 De hecho, podemos ver la figura [2.16] en el
plano (A,r) como una seccién transversal del cuadro tridimensional de la figu-
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Figura 2.16: Diagrama de bifurcacién de (2.37)) en el espacio (A, 7).

ra en el espacio (A, z,y) cortando el plano (A, z) o bien el plano (A, y). Los
retratos de fase [1]y |2] en la figura [2.15] son secciones transversales cortando a
través de planos A = constante en la figura 2.17, dependiendo del signo de A. La
orbita periddica que aparece en la bifurcacién de Hopf se ubica en el paraboloide
2+ =\

Figura 2.17: Retratos de fase de la forma normal de la bifurcacién de Hopf si l; < 0.
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Teorema 9 (Bifurcacion de Hopf) Considere el sistema bidimensional

&= fla;p), (2.38)

donde v € R?, y u € R. Supongamos que para valores de pu cerca de p* el sistema
(2.38) posee un punto de equilibrio x(u) cuya coordenada depende de p; en par-
ticular, sea vog = x(u*) y expresemos los valores propios de la matriz Jacobiana

Df(x(p), 1) en la forma

§12(p) = a(p) £if(p).
Entonces (2.38) es topoldgicamente equivalente a la forma normal

()= D)G)we(0)

en una vecindad de (o, 1*), si las siguientes condiciones se satisfacen:

(B1) f(xo, pn*) = 0;

(B2) Df(xg, p*) tiene un par de valores propios imaginarios puros +iw, (a(u*) =
0,8(p") =w);
(G1) li(xg, u*) # 0 donde ly es especificado mds abajo;

(G2) 5 aln) £0.

El coeficiente [; en el teorema anterior se conoce como primera cantidad de
Lyapunov. Se puede computar explicitamente a partir de f en (2.38). Si para
= p* el sistema 2-dimensional toma la forma

x/ - —wy+P(:U,y),
y = wr+Q(z,y),

entonces la primera cantidad de Lyapunov [1(u*) se puede calcular como:
16 ll(,u*) = Pryx + Pa:yy + Qazxy + nyy
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donde todas las derivadas estan evaluadas en (0,0).

El signo de la primera cantidad de Lyapunov determina las propiedades de
estabilidad de la o6rbita peridédica que aparece en la bifurcacién obteniendo la
visién general de la figura2.18] En el caso de una bifurcacién de Hopf supercritica
(I < 0) siempre tenemos un atractor: a medida que el punto de equilibrio pierde
su estabilidad en A = 0, aparecen pequenas oscilaciones estables. Sin embargo,
para una bifurcaciéon de Hopf subcritica (I; > 0) no tenemos un atractor para
A > 0, mientras que el equilibrio solo atrae puntos localmente en una vecindad
cuando A < 0. Por lo tanto, en la practica, es importante calcular el signo de

ll (513(), /u*)'

oscilador

P subcritica
armonico

supercritica

-© © ©
-® © ®
-6 @ ©

Figura 2.18: El signo de I; determina las propiedades de estabilidad del ciclo que aparece en la bifurcacién de
Hopf.

@ ® G

Notemos que para l; = 0 el sistema (2.35) o (2.36) (i.e., la forma normal de
la bifurcacién de Hopf) se vuelve la ecuacién lineal del oscilador arménico, en
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donde el origen es un centro rodeado de una cantidad infinita (no-numerable) de
orbitas periédicas si A = 0; mientras que el origen es un foco atractor si A < 0
y un repulsor si A > 0. Sin embargo, no existen orbitas periddicas para A # 0.
No obstante, a partir del teorema anterior, {No es posible decir que el sistema
genérico es equivalente a la forma normal de la bifurcacién de Hopf si
[y =0!

2.5.5. Bifurcaciones en sistemas n-dimensionales

A medida que nos movemos desde sistemas uno-dimensionales a dos-dimensio-
nales, todavia podemos hallar puntos de equilibrio creandose o destruyéndose o
cambiando su estabilidad a medida que variamos un parametro. Las bifurcaciones
discutidas en este capitulo tienen andlogos bidimensionales (de hecho, en todas
las dimensiones!). Sin embargo, genéricamente, nada nuevo sucede al anadir mas
dimensiones: todos los “eventos” asociados a la bifurcacion estan confinados a un
subespacio de baja dimension, mientras que en las dimensiones extra el flujo es,
o bien, una simple atraccién o repulsién hacia/desde ese subespacio.

El ejemplo prototipico de bifurcaciéon silla-nodo en dos dimensiones es el sis-

o 2
{3.7 - (2.40)
y o= -y

En la direccién de x tenemos la forma normal topoldgica de la bifurcacion silla-
nodo discutida en la seccién [2.5.1], mientras en que en la direccién de y el movi-
miento es amortiguado exponencialmente.

Consideremos el retrato de fase a medida que p varia. Para p > 0, la figura2.19
muestra que hay dos equilibrios, un nodo estable en (,/z,0) y un punto silla
en (—y/11,0). A medida que p decrece, la silla y el nodo se acercan entre sf,
luego colisionan cuando p = 0, y finalmente desaparecen cuando p < 0. Esto
explica también el nombre mas comin dado a esta bifurcacién: silla-nodo!. Incluso

tema:

cuando los equilibrios se han aniquilado, siguen influenciando el flujo pues dejan
un fantasma, un “cuello de botella” en donde las 6rbitas se demoran un tiempo
muy grande en pasar hacia el otro lado.

La figura [2.19] es representativa de una situacién méas general. Consideremos
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- ——-

w >0 pw =20 pw<0

Figura 2.19: Retratos de fase de ([2.40) para los distintos valores de p.

un sistema bidimensional de la forma

i o= f(r,y;p),
{z) = g(x,y; ), (241)

que depende del parametro p. Suponga que para algtun valor de p las nulclinas se
intersectan transversalmente en dos puntos como en la figura [2.20, Cada punto
de interseccién corresponde a un equilibrio pues £ = 0 e y = 0 simultaneamente.
Luego, para ver como los equilibrios se mueven a medida que p cambia, solo
tenemos que examinar las intersecciones. Ahora, suponga que las nulclinas se
alejan la una de la otra a medida que p varia, volviéndose tangentes en p = u*.
En tal caso, los equilibrios se acercan entre si y colisionan cuando p = p*; después
que las nulclinas se separan, no hay intersecciones y los equilibrios desaparecen. El
punto es que todas las bifurcaciones silla-nodo poseen esta propiedad localmente.

Ejemplo 25 Considere el siguiente sistema bidimensional:

r = —ax+vy,
2
x
o by,

donde a,b > 0 son parametros. Las nulclinas vienen dadas por la recta y = az y

la curva sigmoidal

ZE‘2

YT+ a2
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y=0
Figura 2.20: Nulclinas de ([2.41).

como se muestra en la figura [2.21] Supongamos que variamos a y dejamos fijo
el valor de b. Para a pequeno existen tres intersecciones como en la figura [2.21]
A medida que a crece, las dos intersecciones superiores se acercan entre si y
colisionan cuando la recta intersecta la curva tangencialmente. Para valores mas
grandes de a, esos equilibrios desaparecen, dejando al origen como el tinico punto
de equilibrio.

Las nulclinas se intersectan cuando

$2

b(1+ 22)
Una solucion es x* = 0, en cuyo caso y* = 0. Las otras intersecciones satisfacen
la ecuacién cuadratica

ar =

ab(l + 2?) =z,
la cual tiene dos soluciones
. 1£V1—4a%?
v 2ab
si 1 —4a’h® >0, i.e., 2ab < 1. Estas soluciones colapsan cuando 2ab = 1. Luego,
el valor de bifurcacién es
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Figura 2.21: Nulclinas del sistema.

Ademas z* = 1 en la bifurcacién.
La matriz jacobiana en (x,y) es

—a 1
A = 2x

La matriz A tiene traza 7 = —(a + b) < 0, asi que todos los equilibrios son
atractores o sillas, dependiendo del valor del determinante A. En (0,0), A = ab >
0, luego el origen es siempre un equilibrio asintéticamente estable. De hecho, es
un nodo estable, pues 7> — 4A = (a — b)*> > 0 (excepto en el caso degenerado
a = b el cual dejamos de lado). En los otros dos puntos de equilibrio, A toma la
forma (después de un poco de algebra):

A:ab—L:ab<1—L) :ab(w—_l).
(1+ (x%)?)? 1+ (x%)? 1+ (x%)?
Luego, A < 0 para el equilibrio del medio, el cual tiene 0 < x* < 1; este es un
punto silla. El equilibrio con z* > 1 es siempre un nodo estable, pues A < ab y
por tanto 72 — 4A > (a — b)? > 0.

El retrato de fase aparece graficado en la figura [2.22] Aqui vemos que la varie-
dad estable del punto silla separa el plano en dos regiones, cada una de las cuales
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es la cuenca de un atractor. Notemos que el flujo es cualitativamente similar a
la figura idealizada [2.19] Todas las érbitas se acercan rapidamente a la variedad
inestable del punto silla, la cual juega un rol completamente andlogo al eje x en
la figura 2.19] Luego, en muchos sentidos, la bifurcacién es fundamentalmente un
evento unidimensional, con los dos equilibrios acercandose entre si a lo largo de
la variedad inestable como las cuentas de un collar. Por eso es que es relevante
estudiar primero bifurcaciones en la menor dimensién posible—son el esqueleto
de bifurcaciones andlogas en mayores dimensiones. El rol fundamental de siste-
mas unidimensionales (para las bifurcaciones silla-nodo, transcritica, pitchfork) y
bidimensionales (para la bifurcaciéon de Hopf) se puede justificar rigurosamente
mediante la “teoria de la variedad central”, la cual se estudia en el curso Teoria
de Bifurcaciones.

Y

N

N

Figura 2.22: Retrato de fase.

2.6. Ejercicios

1. Encuentre y clasifique los puntos de equilibrio de los siguientes sistemas
linealizando alrededor de estos puntos. Comience reescribiendo las ecuaciones
de segundo orden como sistemas de primer orden:
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Donde aparezca e considere los casos € < 0,e =0,¢ > 0.

2. Si v/ es un vector propio asociado a un valor propio real A; de la matriz A,

demuestre que v/ es también un vector propio asociado al valor propio e

de e?.

3. Considere el subespacio generado por Re_(vj ) y Im(v’) asociados al par de

valores propios complejos conjugados Aj, A;. Demuestre que este subespacio
también es un espacio propio asociado a los valores propios eV yeti de e.

4. Sea la transformacioén continua h : R3 — R3 dada por h(x) = h(z1, 22, 73) =
2
(xl,xg + 23, w3 + %)

a) Demuestre que h es una conjugacién entre el sistema |x = X (x)|y el

sistema |y = Ay, | donde

X(x)=| -z +2? |,
T3 + $%

y A= DX(0) es la matriz jacobiana del campo X en el origen 0 € R,
Sugerencia: Considere el teorema de la funcion inversa, o equivalente-
mente, el teorema de cambio de coordenadas en R™. Con esto pruebe la
ezistencia y diferenciabilidad de h™'. Luego, si y = h(x), pruebe que
y = Ay.

b) Determine la estabilidad local de los puntos de equilibrio de | X = X (x).
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5. Considere dos sistemas no-lineales de clase C*, k > 1,

i = f(z), z€RY (2.42)
y = gy), yeR (2.43)

con equilibrios hiperbdlicos zy de (2.42) e yy de (2.43). Demuestre que los
retratos de fase de (2.42)) y (2.43]) son localmente topoldgicamente equiva-

lentes cerca de x( e g, respectivamente, si y sélo si ambos equilibrios tienen

el mismo numero de valores propios con parte real negativa.

6. Suponga un campo de vectores bidimensional con dos puntos de equilibrio:
uno tiene un valor propio positivo y uno negativo, y el otro tiene dos va-
lores propios complejos conjugados con parte real negativa. Si este campo
de vectores no tiene mas puntos de equilibrio, dé al menos dos ejemplos
topoldgicamente no-equivalentes de un posible retrato de fase.

7. Demuestre que bajo el cambio a coordenadas polares, el sistema & = f(x,y),
9y = g(x,y) en R? se transforma en

7= f(rcosf,rsinf)cos + g(rcosf,rsinf)sin b,

-1
0 =—(g(rcosf,rsinf)cosf — f(rcosf,rsinf)sind).
r

a) Demuestre que ambos sistemas

i=—y+a@@®+y), v=1+y@*+y?)

i =—y—a(@®+y7), y=z-y@’+y’)
poseen el mismo sistema linealizado en el origen.
b) Bosqueje los retratos de fase de los sistemas en (a). Explique por qué la
diferencia en su comportamiento cualitativo no contradice el Teorema

de Hartman-Grobman.
Sugerencia: Considere coordenadas polares.
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8. (Péndulo amortiguado I) Bosqueje el retrato de fase del péndulo amortiguado
6 + 200 + sinf = 0,

para a = 0 (sin amortiguamiento) y o > 0 (con amortiguamiento).
Sugerencia: Considere la energia del sistema dada por

. .2
H(6,0) = %—I— (1 —cosé).

9. (Péndulo amortiguado IT) Un péndulo planar amortiguado posee la ecuacién

de movimiento ) .
MO+ c6 + Mgsinf = 0,

donde € es un angulo, M es la masa, [ es la longitud del péndulo, g es la
constante gravitacional, y ¢ > 0 es el coeficiente de amortiguacion, el cual se
asume “pequeno.”

a) Identifique el espacio de fase del sistema.

b) Reescalando el tiempo ¢ — \/gt, definiendo x = 0, y = \/gé, y D =
c

M+/gl

demuestre que la ecuacién del péndulo se reduce al sistema

r =Y,

y = —Dy—sinx.
.Por qué es mas conveniente estudiar este sistema de dos EDOs de pri-
mer orden en lugar de la EDO original de 2do. orden?

Encuentre los puntos de equilibrio, determine su estabilidad y bosqueje
los retratos de fase locales.

o)
N—

=2
~—

Bosqueje los retratos de fase globales en los casos D =0y D > 0, des-
criba las variedades estable e inestable globales, y los conjuntos atracto-
res para condiciones iniciales arbitrarias. Ademas, dé una interpretacion
fisica. del movimiento del péndulo basada en sus resultados.
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10.

11.

12.

13.

Considere una ecuacién de primer orden

v = f(x,a),

donde x € R es la variable de estado y a € R es un pardmetro constan-
te. Suponga que existen g, a* tales que f(zg,a*) = 0y 0f/0%|yar) # 0.
Demuestre que la ecuacion diferencial

v = f(z,a" +¢)

tiene un equilibrio zy(€) donde € — z((¢) es una funcién suave que satisface
xo(0) = xy para e suficientemente pequeno.

Suponga un campo de vectores bidimensional con dos puntos de equilibrio:
uno tiene un valor propio positivo y uno negativo, y el otro tiene dos va-
lores propios complejos conjugados con parte real negativa. Si este campo
de vectores no tiene mas puntos de equilibrio, dé al menos dos ejemplos
topoldégicamente no-equivalentes de un posible retrato de fase.

Considere el campo de vectores en R? :

r = —ux,
y = 2y — 5.

3 es una variedad invariante.

a) Pruebe que y ==

b) Determine las variedades estable e inestable globales del origen.

Resuelva el sistema /
.1'1 — _xl,
/
! 2

y muestre que las variedades estable e inestable globales son:
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Sea A un conjunto atractor de un sistema dindmico a tiempo continuo, y
suponga que r* € A es un equilibrio hiperbdlico de tipo silla. Determine si
las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

(a) We(z*) C A; (b) W*(xz*) C A. Incluya un posible retrato de fase que
ilustre su razonamiento en cada caso (a) y (b).

Sean ¢ y 1 dos flujos en R? que poseen exactamente dos puntos de equilibrio
cada uno y ambos son sillas. Suponga que para el flujo ¢ la variedad inesta-
ble de una de las sillas corresponde a la variedad estable de la otra, pero esta
propiedad no es verdad para 1. Demuestre que ¢ y ¢ no son topolégicamente
equivalentes.

Ayuda: Asuma que las variedades estable e inestable locales se pueden exten-
der en forma global al resto del espacio de fase R? al hacer que puntos en
W, (resp. WL, ) evolucionen mediante el flujo para todot < 0 (resp. t > 0).

Encuentre el diagrama de bifurcacion en el plano (), y) de la forma normal
y = \ + y? de la bifurcacién silla-nodo, determinando todos los retratos de
fase no equivalentes. ;Cémo se compara con la forma normal ¥ = A — y??

Encuentre el diagrama de bifurcacién en el plano (A, y) de la forma normal
7 = Ay + y? de la bifurcacién transcritica, determinando todos los retratos
de fase no equivalentes. ;Cémo se compara con la forma normal i = \y — 3?7

Encuentre el diagrama de bifurcacién en el plano (), y) de la forma normal
y = My + vy* de la bifurcacién pitchfork subcritica, determinando todos los
retratos de fase no equivalentes. ;Cémo se compara con la forma normal
1 = My — vy> del caso supercritico?

Encuentre el diagrama de bifurcacion tridimensional de la forma normal
2 = (A +iw)z + z|z]* de la bifurcacién de Hopf subecritica, determinando
todos los retratos de fase no equivalentes. ;Cémo se compara con la forma
normal z = (A + iw)z — z|z|? del caso supercritico?

Demuestre que el campo de vectores en R con un parametro real A, dado por

T = Ae” — x,| posee una bifurcacién silla-nodo genérica para un A = \*

apropiado. Encuentre \* y el equilibrio zy en el cual ocurre la bifurcacion
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21.

22.

23.

silla-nodo. Verifique las condiciones de bifurcacién y genericidad en (\*, xg),
determine la estabilidad de los equilibrios y bosqueje el diagrama de bifur-
cacién en el plano (A, ).

Sugerencia: Para hallar el par (N*,xzg) estudie las grdficas de f(x) = Xe® y
g(x) = .

Para el campo de vectores |& = x — rx(1 — x),| demuestre que ocurre una
bifurcacion transcritica genérica en algun valor » = r* por determinar.
Bosqueje el diagrama de bifurcacién en el plano (7, x).

Considere el campo de vectores | = Az —sinx,|con x € Ry A € R.

a) Demuestre que este campo de vectores pasa por una bifurcacién pitch-
fork en algin valor A = A\* por determinar.

b) Determine si la bifurcacién pitchfork es super- o subcritica.
Sugerencia: Encuentre el término relevante de la forma normal.

¢) Dé un argumento de por qué ocurren infinitas bifurcaciones silla-nodo
al variar .

En ocasiones, cuando una especie se halla con bajas densidades de pobla-
cién, enfrenta dificultades para crecer en ntimero y evitar la extincion. Este
fenémeno, llamado efecto Allee, se caracteriza por una tendencia a que la
tasa de crecimiento decrezca por debajo de un nivel critico minimo. En oca-
siones, el efecto Allee provoca que la tasa de crecimiento se vuelva negativa,
lo que induce un umbral de extincién, comunmente llamado el umbral Allee,
que la poblacion debe superar para sobrevivir en el largo plazo.

Considere el siguiente modelo reescalado de crecimiento de una poblaciéon
con efecto Allee y con depredacion proporcional al nimero de individuos:

t=xz(l—2z)(r—m)— pz,
conz(t) >0,0<m<1,p>0.

a) En el caso en que se ignora el efecto de la depredacion, es decir, p =
0, encuentre y clasifique todos los puntos de equilibrio x* del sistema.
Determine el umbral Allee.
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b) Determine todas las bifurcaciones que ocurren en el sistema a medida

que el parametro p > 0 se hace aumentar desde cero.

c) Haga un bosquejo del diagrama de estabilidad de puntos de equilibrio
x* en funcién del pardmetro p en el plano (p, x).

d) Haga un bosquejo cualitativo del diagrama de bifurcacién en el plano

a (m, p). Interprete sus resultados.

24. Un modelo de pesqueria viene dado por la ecuacion
: N N
N=rN{1l—-—=)-C——

g ( K) N+ A

donde C' > 0y A > 0. Aqui, en ausencia de pesca, la poblacién crece en forma
logistica. Los efectos de la pesca estan modelados por el término —C' NLJFA que
dice que los peces son capturados a una tasa que decrece con N.

a) ;/Cudl es la interpretacién del pardmetro A7

b) Muestre que el sistema puede ser reescrito en forma adimensional como

dx (1 ) T
—=a2(l—2)—c
dr a+x’

para cantidades apropiadas x, 7, a y c.

¢) Muestre que el sistema puede tener uno, dos o tres puntos de equilibrio,
dependiendo de los valores de a y c. Clasifique la estabilidad de los
puntos de equilibrio en cada caso.

d) Analice la dindmica cerca de = 0 y muestre que ocurre una bifurcacién

cuando ¢ = a. ;Qué tipo de bifurcacion es?

e) Muestre que otra bifurcacién ocurre cuando ¢ = 1(a + 1)?, para a < a*,

donde a* es un valor por determinar. Clasifique esta bifurcacion.

25. Las rayas de las cebra y los patrones en las alas de las mariposas son dos de
los ejemplos mas espectaculares de formacién de patrones biolégicos. Como
un ingrediente en un modelo de formacién de patrones, Lewis et al. (1977)
consideraron un ejemplo simple de un interruptor quimico, en el cual un
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gen G es activado por una sustancia S mediante una senal bioquimica. Por
ejemplo, el gen normalmente estaria inactivo, pero podria “encenderse” para
producir un pigmento u otro producto cuando la concentraciéon S excede
cierto umbral. Sea ¢(t) la concentracién del gen, y asuma que la concentracién
sg de S esta fija. El modelo es

. ks g°

g=kiso—kog+ -5,

ki + g

donde las constantes k; son positivas. La produccién de g es estimulada por s
a una tasa ki, y por un proceso de retroalimentacion positivo o autocatalitico
(el término no-lineal). También hay una degradacion lineal de g a una tasa k.

a) Demuestre que el sistema se puede llevar a la forma adimensional

dx N x2
—=Ss—rx+-—-:,
dr 14 22

donde r > 0 y s > 0 son nuevos parametros.

b) Demuestre que si s = 0, existen dos puntos de equilibrio positivos z* si
r < r. donde r. es un valor a determinar.

¢) Asuma que inicialmente no hay produccién del gen, es decir, g(0) =
0, y suponga que s crece lentamente desde cero (se enciende la senal
activadora). ;{Qué le sucede a g(t)? ;{Qué sucede si s entonces vuelve a
cero? ;El gen se vuelve a apagar?

d) Encuentre las ecuaciones para las curvas de bifurcacién en el plano (r, ),

y clasifique las bifurcaciones que ocurren.
e) Mediante un computador, grafique el diagrama de bifurcacién en el plano

(r,s).

26. En el estudio de reacciones autocataliticas isotérmicas, Gray y Scott (1985)
consideraron una reaccion hipotética cuya cinética estd dada en forma adi-

{u = a(l—u) — w?,

v = w?— (a+ k),

mensional por
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donde a, k > 0 son parametros. Demuestre que ocurre una bifurcacién cuan-
do k = —a + %\/5 . Qué tipo de bifurcacion es la hallada? Justifique su
respuesta.

27. Considere el sistema depredador-presa |& = z(z(1 — z) — y), 9 = y(z — a),

donde x,y > 0 son poblaciones adimensionalizadas de presas y depredadores,
respectivamente, y @ > 0 es un parametro.

a) Bosqueje las nulclinas en el primer cuadrante (Puede usar un compu-
tador si lo desea).

b) Verifique que los equilibrios son (0,0), (1,0) y (a,a — a?), y clasifique su
estabilidad.

c) Bosqueje el retrato de fase para a > 1 y muestre que los depredadores
se extinguen.

d) Muestre que ocurre una bifurcacién de Hopf en a* = 1. Sin calcular la
1ra cantidad de Lyapunov, dé un argumento para decidir si la bifurcacién
de Hopf es subcritica o supercritica.

e) Bosqueje todos los retratos de fase topoldgicamente diferentes para 0 <
a<1.

28. Considere el campo de vectores en R?
' =1z +y,
{ v = =27+ (u—1y—a®—2’. (2:44)

donde p es un parametro real.

a) Determine la estabilidad del punto de equilibrio en el origen de ([2.44))
para todo |u| # 0 suficientemente pequeno.

b) Fije el valor de p = 0 y encuentre una matriz P de tamafio 2 x 2
y entradas reales tal que el cambio de coordenadas (x,y)" = P(u,v)’
transforma el sistema (2.44)) en el siguiente campo de vectores:

()=(E 7)) 0) e
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donde f, g son funciones suaves por determinar tales que f(0,0) = ¢g(0,0) =
0y Df(0,0) = Dg(0,0) = 0 (i.e., f,g contienen los términos de orden
mayor a 1 del sistema en las coordenadas (u,v)). ;Cudl es el valor de w
en este caso?

Ayuda: Observe la forma particular que tiene la parte lineal de ([2.45)).

Demuestre que el sistema pasa por una bifurcacién de Hopf genéri-
ca en el origen cuando p = 0. jEs supercritica o subcritica? Justifique
sus argumentos!

Ayuda: Ocupe la formula (2.39).

d) Dibuje bosquejos de los retratos de fase de (2.44]) cerca del origen para
|it| suficientemente pequeno con p < 0y p > 0.

o)
SN—

29. Considere el campo de vectores en R?

v = pr+y — 2,
y' = 22" — x4 py,

donde p es un parametro real.

a) Determine la estabilidad del punto de equilibrio en el origen para todo
|u| # 0.

b) Demuestre que el sistema pasa por una bifurcacién de Hopf genérica
en el origen cuando p = 0. ;Es supercritica o subcritica? Justifique sus
argumentos!

Ayuda: Ocupe la formula (2.39)).

c¢) Dibuje o describa los retratos de fase del sistema cerca del origen para
|| suficientemente pequeno con g < 0y p > 0.

30. Demuestre que el modelo del oscilador de Van der Pol:

j—a(l—y)y+y=0

tiene un equilibrio que exhibe una bifurcacién de Hopf en algin valor de
a = o (por determinar), y encuentre la estabilidad del ciclo limite bifurcado.



Capitulo 3

Sistemas dinamicos a tiempo discreto

En este capitulo estudiaremos las propiedades elementales de sistemas dinami-
cos definidos mediante la composicién o iteracién de mapeos

x> g(z),
o0, equivalentemente, como ecuaciones en recurrencia de la forma
Tpi1 = g(xy).

Ejemplo 26 Considere la aplicacion lineal unidimensional x — px, x € R, donde
it € R es un parametro. Claramente x = 0 es el tinico punto fijo y su estabilidad
depende de p. Se tienen los siguientes casos:

1. p > 1: Dado que z,.1 = pux,, se tiene que la razéon

zy
== (3.1)

Ln

es mayor que 1. Luego, si xy # 0, la sucesion {x,} posee magnitud monéto-
namente creciente como en la figura [3.1)(a). Luego, el origen es un repulsor.

2. 0 < < 1: De (3.1)) se tiene que el origen es un atractor. Si g # 0, la érbita
{x,} converge mondtonamente al origen como en la figura [3.1|(b).

3. =1 < u < 0: De la igualdad (3.1) se desprende que, si zy # 0, la érbita
{x,} también converge al origen pero alternando entre valores positivos y
negativos como en la figura (c) Luego, el origen es un atractor, pero el
mapeo invierte la orientacién de movimiento.

97
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4. p < —1: El origen es un repulsor que invierte la orientacion como en la

figura [3.1)(d).

(a) (b)
~ N N/ co~ YT N\
oo °

4 ———0 4 @
0 To T1 T9 I3 0 T3 X2 T To
(c) /\ (d) /\
o l/_\ ;/\.Il o -o ° *—o °

Figura 3.1: Retratos de fase del sistema x + px para los distintos valores de .

Ejemplo 27 Notemos que el ejemplo anterior se cumple p = %(,ux). Inspirados

en esto, supongamos un mapeo general z — ¢g(z), v € R, tal que ¢'(z) = p, y
teniendo un punto fijo en x* = 0.

Podemos analizar las érbitas de este mapeo mediante los diagramas de tela-
rana, los cuales consisten en estudiar la grafica de la aplicacién y = g(x) en una
vecindad de z*. El primer paso es graficar y = g(x) junto con la recta y = x
(identidad). (Notemos que, en general, cada interseccion de estas dos graficas
corresponde a un punto fijo.) Para una condicién inicial zy # 2* localizamos su
imagen g(xg). Proyectando g(xg) sobre la grafica de la identidad y = = obtene-
mos la posicién de z7 = g(xg). Luego repetimos el proceso al iterar g sobre x;
obteniendo o = g*(x9), y asi sucesivamente. Por ejemplo, para el caso 0 < p < 1
en la figura [3.2(a), el punto fijo es atractor y la convergencia es monétona. En
cambio, para el caso —1 < p < 0 en la figura (b), se alternan los lados al
converger a x*.
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@) y y-z I ) y-2

' y=g(z) \ '
9(x0) g*(o)
g 2(.’1’7()) o

g*(zo) g(®o) To T g(zo) g*(zo) \ z

g(wo) N y=g(@)

Figura 3.2: Diagramas de telaraiia de = + g(x) para los casos 0 < u < 1 (panel (a)) y —1 < p < 0 (panel (b)).

El siguiente resultado (estudiado usualmente en un curso de anélisis matemati-
co) nos da condiciones para la existencia y unicidad del punto fijo * ademés de
la estabilidad global del mismo, es decir, cualquier érbita converge a x*. Adicio-
nalmente, en este caso no hay restricciones en la dimensién del espacio de fase X.

Teorema 10 (Principio de Contraccion) Sea X un espacio métrico completo con
distancia p. Supongamos que existe una aplicacion g : X — X continua tal que

p(g(x),9(y)) < Ao(x,y), Va,y € X,

para alguna constante 0 < A < 1. Entonces el sistema dindmico discreto dado
por x — g(x) tiene un unico punto fijo atractor x* € X. Mds ain, g*(z) — z*
cuando k — oo, para cualquier punto r € X.

3.1. Estabilidad de puntos fijos hiperbdlicos

En general, si £* es un punto fijo de un sistema dindmico discreto, suave,
finito-dimensional, entonces podemos formular condiciones suficientes para su es-
tabilidad en términos de la matriz Jacobiana evaluada en z*. Consideremos un
sistema dindmico discreto z — g(x), x € R™, donde g es suficientemente diferen-
ciable junto con su inversa ¢! (es decir, g es un C*-difeomorfismo, para algin
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k > 1 suficientemente grande). Sin pérdida de generalidad, asumamos que z* = 0
es un punto fijo del sistema, es decir, g(0) = 0, y sea A = Dg(x*) la matriz
jacobiana de g evaluada en x* con valores propios

K1y 2y - - -5 tn-

Notemos que, si la matriz A es invertible, entonces ninguno de estos valores
propios es cero.
Definamos las siguientes cantidades:

= ng: Numero de valores propios de z* con norma menor a 1.
= n,: Numero de valores propios de x* con norma mayor a 1.
= n.. Nimero de valores propios de x* con norma igual a 1.

En otras palabras, ng, n, y n. son el nimero de valores propios de A dentro, fuera
y sobre el circulo unitario {¢ € C: |u| = 1}, respectivamente.

Definicion 16 Un punto fijo se dice hiperbélico si n. = 0.

Teorema 11 (Hartman-Grobman) Sea g : R* — R™ un C*-difeomorfismo con un
punto fijo hiperbolico en x* = 0. Entonces existe un homeomorfismo h definido
en alguna vecindad U de x* tal que

h(g(x)) = Dg(x*)h(x), Vz € U.

Anélogamente al caso continuo, el teorema de Hartman-Grobman nos dice que
si £* es un punto fijo hiperbdlico (sin pérdida de generalidad podemos asumir que
z* = 0), el mapeo g es localmente topoldgicamente conjugado al mapeo lineal
u+— Dg(z*)u| en una vecindad del origen. La demostracién de este resultado
puede hallarse en [17].

OBSERVACIONES.

1. Los valores propios de un punto fijo son cominmente llamados multiplica-
dores por razones que quedaran mas claras mas adelante.
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2. En el caso lineal (g(x) = Az), el teorema es inmediato al escribir A en su
forma estandar diagonal o de Jordan.

Definicion 17 Sea A un difeomorfismo lineal hiperbolico en R", es decir, x
Az, donde A es una matriz n X n invertible con ningin valor propio sobre el
circulo unitario. Definimos el espacio estable de A —denotado por E*— como
el subespacio generado por los vectores propios (generalizados) de A correspon-
dientes a los valores propios con modulo menor a 1. Similarmente, el espacio
inestable de A —denotado por E*— es el subespacio generado por los vectores
propios (generalizados) de A correspondientes a los valores propios con mddulo
mayor a 1.

De esta definicién se desprende inmediatamente que dimF*® = n, y dimE"* =
n,. Analogamente al caso continuo, las orbitas en E® y E" estan caracterizadas
por contraccién y expansion, respectivamente. Si todos los valores propios de
A son simples, entonces la contraccion y expansion estan acotadas por series
geométricas. Es decir, existen constantes ¢ > 0 a < 1 tales que para n > 0,

|z,| < ca|xo|, x9 € E°, 19

lz_,| < ca”|xg|, xy € E. (32)

(Si hay valores propios multiples, la tasa de expansién (contraccién) puede que
no sea exponencial.)

Definicién 18 Sea A un difeomorfismo lineal hiperbolico en R™. Definimos las
restricciones de A a sus subespacios estable e inestable por As = Alps y Ay, =
Alpu, respectivamente. En particular, As (resp. A,) es un difeomorfismo lineal
hiperbdlico atractor (resp. repulsor) en R™ (resp. R™ ).

Teorema 12 Considere un sistema dindmico discreto
r—g(x), z=eR"

donde g es una funcion suave. Suponga que g tiene un punto fijo x* hiperbolico,
es decir, g(z*) = =*, y denotemos

A= Dg(z"),
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la matriz jacobiana de g evaluada en x*. Entonces, x* es atractor si ng = n, es
decir, todos los valores propios i, lo, . . ., un de A satisfacen

|l < 1.

En caso contrario, sin, =n, i.e., |p;| > 1, para todoi =1,... n, entonces x* es
repulsor. Por otro lado, si el producto ngn, # 0, x* es un punto silla.

Ejemplo 28 Considere la aplicacién x — g(z) = 222> — 1, x € R. Los puntos
fijos son 27 = 1y a* = —%. Los respectivos multiplicadores son Dg(x%) = 4
y Dg(xz*) = —2. Por lo tanto, ambos puntos fijos son hiperbdlicos y el mapeo
x +— g(z) es localmente topolégicamente conjugado a

u — 4du, x=~1;
u = —2u, T~ —;.

N |—

En particular, ambos puntos fijos son repulsores, es decir, £* = R, E* = {0}.
(Si no hay més puntos fijos, ;hacia dénde convergen entonces las 6rbitas?) Sin
embargo, de acuerdo a lo visto en el ejemplo 26, la forma en que las érbitas se
alejan de cada uno de estos puntos fijos es intrinsecamente diferente: Las orbitas
se alejan de 2% en forma monoétona; en cambio, se mueven de z* alternando el
lado desde el cual se alejan.

Definicion 19 Se dice que una matriz A de tamano n X n preserva orientacion
si det(A) > 0. En cambio, decimos que A invierte orientacion si det(A) < 0.

Ejemplo 29 Considere las transformaciones en el plano dadas por la familia de
difeomorfismos (1, z2) — (A\21, Aax2), (21, 22) € R?, en los casos:

(a) Ay > 1> X >0;
(b) Ay > 1, =1 < X2 <0
() M <—=1,0< A <1
(d) M1 <—-1< X <0.

En todos los casos el origen es un punto silla, esto es, dimF* = dimE" = 1, con
E* = {(x1,29)| 21 = 0}, y E" = {(x1,22)| z2 = 0}; ver figura [3.3] Sin embargo,
en (a) y (d) se preserva la orientacién, mientras que en (b) y (c) se invierte.
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Figura 3.3: Ejemplos de difeomorfismos lineales de tipo silla que preservan orientacién (a) y (d), y que la invierten

(b) y (¢)-

Teorema 13 Dos difeomorfismos lineales hiperbolicos A y B son topoldgicamente
conjugados si y solo si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. dimFE% = dimFE3}, (y, en consecuencia, dimEY = dimFE},);

2. Ambas restricciones As y Bs, o bien, preservan orientacion o invierten la
ortentacion. Ademds, una condicion andloga se debe cumplir para las res-
tricciones Ay y By. Es decir, sign|det(As)] = sign[det(B;)] y sign[det(A,)] =

sign[det(B,)].
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COMENTARIO. La segunda condicion en el teorema anterior resalta una impor-
tante diferencia entre el comportamiento cualitativo de flujos y difeomorfismos.
El flujo (lineal) dado por exp(At)z del sistema lineal hiperbdlico & = Ax también
define un difeomorfismo lineal hiperbdlico = +— exp(At)x para todo ¢ # 0, el que
siempre preserva orientacion. La razon es que si A tiene valores propios Aq, ..., Ay,
todos con parte real no-nula, entonces

det (exp(At)) Hexp (Ajt)

y luego exp(At) preserva orientacién para todo t.

Teorema 14 Considere los mapeos xz — f(x),y — g(y),z,y € R", suficiente-
mente suaves, con puntos fijos hiperbolicos x* e y*, respectivamente. Entonces,
los retratos de fase de ambos mapeos son localmente topologicamente conjugados
cerca de x* e y* st y solo si estos puntos fijos tienen el mismo numero n_ y n,
de multiplicadores con |u| < 1 y |pu| > 1, respectivamente, y los signos de los
productos de todos los multiplicadores con |p| < 1 y con |u| > 1 son los mismos
para ambos puntos fijos.

COMENTARIOS.

1. Aligual que en el caso continuo, la demostracién de este teorema se basa en
el hecho de que cerca de un punto fijo hiperbdlico el sistema es localmente
topoldgicamente conjugado a su linealizacion x — Ax.

2. Dos difeomorfismos topologicamente conjugados f, g en R" deben tener las
mismas propiedades de orientacion. Los productos de multiplicadores men-
cionados en el teorema anterior son justamente los determinantes de las
matrices jacobianas (es decir, las linealizaciones) de los mapeos evaluadas en
los puntos fijos.

Notemos que, en la practica, uno solo debe tener en cuenta los multiplica-
dores reales para calcular estos signos, pues el producto de un par complejo-
conjugado de multiplicadores es siempre positivo.
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3.2. [Estabilidad de o6rbitas periddicas

Podemos usar los resultados de esta seccion para estudiar la estabilidad de una

orbita periédica
v={x1,z9,..., 71}

de periodo k£ del mapeo ¢, también llamado un k-ciclo. Concretamente, cada uno
de los puntos z; € 7 es un punto fijo de g, la k-ésima iteracién de g. Por lo tanto,
el k-ciclo v del mapeo = — g(x) es estable si y sélo si cada punto z; € 7 es un
punto fijo estable de x + ¢¥(x). En general, la estabilidad de cualquier punto
x; € 7 como punto fijo de ¢* es la misma estabilidad del ciclo v completo con
respecto a g.

Veamos el caso particular de g : R — R con g € C'. Para un 2-ciclo {1, 72}
con x2 = g(r1) y 1 = g(x2), tenemos:

(g09)(x1) = g'(9(x1))g'(21) = g'(22)g (21).

Luego z1 es un punto fijo estable de ¢g* si y solo si |¢'(z2)g'(z1)] < 1; vy en
consecuencia, el 2-ciclo {x, x5} es estable si y solo si |¢'(z2)g'(x1)] < 1.
Para un 3-ciclo {1, 2, z3} tenemos

(gogog)(x1) =g (9(9(x1)))(g(g(x1)) = g'(x3)g'(x2)g (1),

de donde podemos concluir sobre la estabilidad de manera andloga. Inductiva-
mente, en el caso general para un k-ciclo obtenemos:

(9") (21) = g'(21)g (x2) - - - g/ (ws-1)g (1),
Luego, se desprende el siguiente resultado.
Proposicion 2 Considere una orbita periodica
v=A{x1,29,..., 11}
de periodo k del mapeo x +— g(x), v € R, g € Ct. Si

9 (1) g (z2) - - g (z—1)g (2p)| < 1,
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entonces el k-ciclo es estable; en cambio, si

9 (1) g (x2) - - g (x—1)g (2p)| > 1,

el k-ciclo es inestable.

Ejemplo 30 Encontremos todas las drbitas 2-periédicas de g(z) = 1 — 2%, = €
[—1,1] y determinemos su estabilidad.

En primer lugar, busquemos los puntos fijos de z — 1 — 2% 2 € [-1,1].
Resolviendo para x> + 2 — 1 = 0 se obtienen los puntos fijos z¥ = —1/2 — /5/2,
x5 = —1/2++/5/2. Notemos que 2% ¢ [-1,1] y 23 € [-1,1]. Ademés, ¢'(z) = —2z;
luego, ¢'(z%) ~ —1,23607. Por lo tanto x3 es inestable.

Para hallar los 2-ciclos consideremos

fAr)=1—(1—2%)? =22 — 2",
Pero notemos que %, x5 también son puntos fijos de f2. Luego,
ffa)=rex@® —22+1)=2(x—1)(2*+z—-1)=0.

Es decir, f?(x)—x es factorizable por #?+z—1 = (x—z})(x—x3). Por lo tanto, el 2-
ciclo corresponde a la érbita {0, 1}, con estabilidad dada por |f(0)f'(1)] =0 < 1.
Luego, el 2-ciclo es estable.

3.3. Variedades invariantes de puntos fijos

En el caso discreto se tienen resultados analogos a los vistos para sistemas
dindmicos continuos. En particular tenemos...

Teorema 15 (Variedad estable para mapeos) Sea g : R™ — R"™ un difeomorfismo
de clase C", r > 1, con un punto fijo hiperbolico x*. Sea v — Bx, con B =
Dg(x*), la linealizacion de g en x*. Entonces existen variedades estable e inestable
locales W2 (x*) L(x¥), tangentes a los subespacios lineales E*(x*) y E"(x*)

y de dimensiones ny = dimFE*(x*) y n, = dimE"(z*), respectivamente. Ademds,
W (%) y Wk (x*) poseen la misma diferenciabilidad de clase C" que g.
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En este caso las variedades estable e inestable se definen de forma similar como
para flujos. Tenemos:

We.(2*)={xeU: ¢"(xr) — 2", cuando n — o0, y g(z) € U,Vn > 0},

Wi (z*)={xeU: ¢g"(x) = z*, cuando n — oo, y g "(x) € U,¥n > 0},

donde U C R" es una vecindad de z*. Analogamente, definimos las variedades
estable e inestable globales, al tomar uniones de iteraciones en reversa y hacia
adelante, respectivamente, de las variedades locales:

W) = |Jo " Wie(a")

n>0

what) = (Jg" (Wie(2").

n>0

Notemos que, a diferencia del caso continuo, las variedades invariantes de mapeos
son uniones de drbitas discretas. Esto se ilustra en la figura [3.4]

Figura 3.4: Bosquejo de las variedades estable e inestable locales Wi (z*) y Wi (z*) de un punto fijo silla en
un sistema bidimensional discreto.
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3.4. Bifurcaciones

Consideremos un sistema dinamico discreto que depende de un parametro
r— flr,a), zeR" acR,

donde f es suave con respecto a x y a. Sea xy un punto fijo hiperbdlico del
sistema para a = . Queremos monitorear este punto fijo y sus multiplicadores
a medida que « varfa. Al igual que en el caso continuo, las bifurcaciones mas
comunes ocurren cuando x( pierde hiperbolicidad. Genéricamente, hay tres formas
en que esto ocurra a medida que un multiplicador se acerca al circulo unitario

(ver figura [3.5)):

N Y
A\

2

(a) (b) ()

Figura 3.5: Posibles ubicaciones de los multiplicadores en el circulo unitario que dan paso a puntos fijos no
hiperbdlicos.

(a) Existe un multiplicador p1 = 1. Este escenario puede ocurrir en sistemas de
dimensién n > 1.

(b) Existe un multiplicador ;1 = —1. Este escenario puede ocurrir en sistemas
de dimensién n > 1.

(c) Existe un par de multiplicadores complejos conjugados 1 2 = exp(=£ify), con
0 < 6y < m, con magnitud 1. Este escenario puede ocurrir en sistemas de
dimensién n > 2.

A continuacién pasamos a revisar las bifurcaciones que dan lugar los anteriores
eventos.
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3.4.1. Bifurcacion silla-nodo

Como el nombre lo sugiere, esta bifurcacién se caracteriza por un fenémeno
analogo al de una bifurcacion silla-nodo en el caso continuo. Consideremos el
siguiente sistema dinamico:

v atr+2° = flr,a), zeRacR.

La funcién f es invertible para || pequeno en una vecindad de z = 0. Para a = 0,
el origen es un punto fijo no-hiperbdlico con multiplicador u = f,(0,0) = 1. El
comportamiento de las érbitas para |a| pequenio es como en la figura [3.6] Para
a < 0, hay dos puntos fijos en x12(a) = +v/—a; 21 es inestable y x5 es estable.
Para a = 0, el origen es el tinico punto fijo y es semiestable: atrae por la izquierda
y repele por la derecha. Mientras que para a > 0 no hay puntos fijos.

v /£

a <0 a=20 a >0

Figura 3.6: Diagramas de telaraiia del mapeo z +— «a + x + 22 cerca de la bifurcacién silla-nodo.

Como es de esperar, graficando esta misma informacién en un solo grafico en
el espacio de estados X espacio de parametros obtenemos un diagrama analogo
de bifurcacién de una bifurcacién silla-nodo del caso continuo en la figura [3.7
En el plano (a,z) los puntos fijos se ubican sobre la pardbola —a = z? abierta
hacia la izquierda; la rama superior corresponde al punto inestable, mientras que
la rama inferior corresponde al punto fijo estable.

El mapeo anterior es, de hecho, una forma normal para la bifurcacion silla-nodo
discreta (El caso z — a+x —2? es similar al anterior. La tinica diferencia es que el
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X

Figura 3.7: Diagrama de bifurcacién del mapeo z +— a + x + 2.

par de puntos fijos existe para o > 0). Al igual que en el caso continuo, podemos
listar las condiciones de genericidad que un sistema arbitrario debe satisfacer para
que exhiba una bifurcacién de este tipo.

Teorema 16 (Bifurcacion Silla-Nodo) Consideremos el sistema dindmico unidi-

mensional
v f(z,p), ze€R, pek,

con f suave. Ademds, suponga que se satisfacen las siguientes condiciones:

(B2) Df(xg, %) = folxo, u*) =1, “Valor propio uno en xq para pp = p*”;

82
(G1) .2 (o, ") # 0, “Término de 2do orden de f no se anula en (xg, u*)”;
x

(G2) gf(xo, 1) £ 0, “Velocidad no-nula en p”.
L
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Entonces, el sistema posee la forma normal topoldgica
Y= a+yEy’

en una vecindad de (g, 1*).

3.4.2. Bifurcacién flip

La bifurcacién flip es también es conocida como bifurcacion de “duplicaciéon
de periodo” (period-doubing bifurcation). La razén se debe al hecho de que, al
pasar por la bifurcacion, un punto fijo cambia su estabilidad y aparece una orbita
periddica estable del doble de periodo que el punto fijo original, la cual sustituye
al punto fijo (ahora inestable) como el objeto atractor del espacio de fase. De esta
forma, el objeto atractor original (el punto fijo) “duplica” su periodo al aparecer
el 2-ciclo estable.

Consideremos el siguiente sistema dinamico:

r— —(1+a)r+2° = f(z,a), z€R, ack

La funcién f es invertible para |a| pequenio en una vecindad de x = 0. Notemos
que o = 0 siempre es un punto fijo con multiplicador p = —(1 4+ «). Luego,
para a < 0 pequeno, xj es estable; si a = 0, zy es no-hiperbdlico con u = —1;
finalmente, si a > 0 pequeno, x es inestable. Notemos también que el origen no
es el unico punto fijo cerca de o = 0 para |a| pequeno.

Consideremos ahora f2(z, ), la segunda iteracién de f. Si llamamos y =
f(x,a), entonces:

fAza)=fly,a) = —(1+a)y+y’ 3
= —(14+a)[-1+a)z+2% + [-(1 + o)z + 23
= (1+a)’z— [(1+a)(242a+a?)]2*+ O(z5).
Claramente, =y también es un punto fijo de f2. Pero también hay otros dos
puntos fijos no-triviales para o > 0 pequeno cerca del origen:

T2 = f2(x1727 &)7

donde 1 2 = £+/a. Esto puede verificarse al observar las gréficas de f y truncar
la expresién para f?(x,a) hasta términos de orden 3 como en la figura .
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a <0 a=0 a>0

Figura 3.8: Forma cualitativa de f? en cerca de (z,a) = (0,0).

Los puntos fijos x; 2 son estables y forman un ciclo de periodo 2 de f(z, «), es
decir,
I'sz(l'l,oé), Qflzf(l'g,o{), xl%xQ-

Asi, se obtiene el diagrama de bifurcacién de la ﬁgura para f2(x, a), la segunda
iteracién de f, en el cual el eje horizontal representa el punto fijo en o = 0. La
parabola corresponde al ciclo estable de periodo 2 para o > 0. El diagrama de
bifurcacién que emerge es analogo al de una bifurcacion pitchfork supercritica
para f2(z, ). Continuando con la analogfa, dado que el 2-ciclo es estable, uno
habla de una bifurcacion flip supercritica.

El caso . — —(1 + a)r — 23 = f(z,a), v € R,a € R se puede tratar de la
misma manera. Uno obtiene un siguiente diagrama en que los puntos de periodo
2 son inestables y existen para o < 0. En tal caso, uno habla de una bifurcacion
flip subcritica.

Teorema 17 (Bifurcacion Flip) Consideremos el sistema dindmico unidimensio-
nal
> f(z,p), xR puelCR,

con f suave, donde I es un intervalo abierto que contiene al valor p*. Ademds,
suponga que se satisfacen las siguientes condiciones:

(B1) f(wo, 1) = w0, para todo p € I;
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z1(«)

Figura 3.9: Diagrama de bifurcacién x — —(1 + a)x + 23 cerca de (z,a) = (0,0).

(B2) Df (o, %) = folwo, ) = —1;
0?2 2

0
G2) — f.(xo, u*) # 0.
(G2) 8Mf (o, 1) #
Entonces, el sistema posee la forma normal topoldgica
yr —(L+a)y£y’
en una vecindad de (xg, p1*).

El signo 4+ en la forma normal coincide con el signo del coeficiente a de la
condicién (G1). Ademas, el signo de a determina la estabilidad del punto fijo z
para u = p* y la estabilidad y ubicacién de la érbita 2-periodica en el diagrama de
bifurcacién. Si a > 0, la bifurcacién es supercritica: la 6rbita periodica es estable
y existe para a > 0. Por otro lado, si a < 0, tenemos el caso subcritico: la 6rbita
periodica es inestable y existe para a < 0.
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3.4.3. Bifurcacion Neimarck-Sacker

Esta bifurcacién se caracteriza por la apariciéon de un circulo invariante ro-
deando un punto fijo, el cual cambia su estabilidad al momento de la bifurcacion.

Por este motivo, también se le conoce como bifurcacion de Hopf discreta.
Considere el siguiente sistema dinamico discreto bidimensional

T cosf —sinf T 9 9 cosf —sinb d —b T
( T9 ) = (1+a)< sin 6 cos 0 > ( T9 )+(m1—|—x2)< sin 6 cos 6 > ( b d > ( T9 )’ (3.3)
donde a € R es el pardmetro; 0 = 0(«), b = b(«) y d = d(«) son funciones suaves;

y 0 <0 < m, d(0) # 0. El sistema (3.3 tiene un punto fijo (z1,z2) = (0,0) para
todo «, con matriz Jacobiana

sinf)  cosf

A=(1+a) ( cosf —sinf )

y valores propios 19 = (1 4+ a)exp(=£if). Luego, el mapeo (3.3) es invertible

cerca del origen para todo |a| pequefio. Mdas atin, cuando o = 0, se tiene 19 =

exp(=£if), con |p12| = 1; luego, el origen es un punto fijo no-hiperbdlico.
Introduciendo una variable compleja z = x; + ixs, y reescribiendo (3.3)) en no-

tacion polar z = pexp(ip), luego de un poco de operatoria obtenemos el sistema:

{ p = p(l+a+d(@)p®) + Ra(p), (3.4)
¢ = o+0(a)+ Qulp), |

donde R,(p) = O(p") v Qu(p) = O(p?) son funciones suaves de (p, ). Notemos
que el mapeo para p es independiente de ¢ y define un sistema dindmico con un
punto fijo en p = 0 para todo «a. Este punto fijo es estable si @ < 0 e inestable
para a > 0. En la transiciéon, cuando a = 0, la estabilidad del origen depende del
signo del coeficiente d(0). En lo que sigue, supongamos que d(0) < 0; en tal caso,
el origen es un punto fijo estable no-hiperbdlico si @« = 0. Ademsés, si a > 0, en
una vecindad del origen, el mapeo para p posee otro punto fijo dado por

pol@) = , /—% +O(a). (3.5)

Por continuidad, tenemos que d(«) < 0y pg es estable para todo |a| pequeno.
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Por otro lado, el mapeo para ¢ describe una rotaciéon por un angulo que de-
pende de ¢ y 6; y es aproximadamente igual a #(«). Luego, al superponer los dos
mapeos en p y ¢, obtenemos el diagrama de bifurcacién de la figura para
: Para a < 0, el origen es un punto fijo atractor; las 6rbitas espiralean hacia
(0,0). Para a > 0 aparece un circulo invariante aislado de radio p(«) dado en
. Esta curva invariante es unica y atrayente. Decimos que el sistema pasa
por una bifurcacién Neimarck-Sacker supercritica.

L2 ) L2
.° .- e,
'l s ‘---.~~
4 4 rd -
¢ 1 . P .
4 -l - 4 4 e
’ e = o ’ e S ¢ 4 P \
' PR ~ ' , N v . N .
' . \ g ’ N 0 7 )
' N ! -1 . R 4
' . B ’ Lk A 3 \ ! ’ [N
[ . ' , R LI R v, . y
T ~—¢ T T T 9, T —r— —9 T T
~o ] . ' ] '
\ . . 4 2 () '
N ! ) ~de ! ' . ) ¢ !
’ \ s ’ s . '
« . > 4 ! s ~ / ’
N , . Sede ’ N - - ,
[N A ’ [N .
S ,' “ 4 ~ P
Sead-” SO P “- -
~--"
a <0 a=0 a>0

Figura 3.10: Diagrama de bifurcacién Neimarck-Sacker supercritica (d(0) < 0).

El caso d(0) > 0 se puede analizar de la misma forma: Existe una curva
invariante cerrada inestable que desaparece cuando a cruza el cero desde los
valores negativos a los positivos como en la figura [3.11]. En tal caso, uno habla de
una bifurcacién Neimarck-Sacker subcritica.

Podemos pensar que (3.3)) es una versién truncada de un mapeo que contiene
términos de orden superior (||z||*), los cuales dependen suavemente de . En tal
caso, sobre la curva invariante que se bifurca podrian haber puntos fijos y puntos
periédicos. La existencia y estabilidad de estos puntos (i.e., el retrato de fase
concreto del sistema restringido a la curva invariante) depende de estos términos
de orden superior que no estan presentes en . Por lo tanto, dos sistemas
distintos exhibiendo una misma bifurcacion Neimarck-Sacker podrian no ser to-
pologicamente equivalentes. Este hecho impide obtener una forma normal para
esta bifurcacién. Sin embargo, de todas maneras podemos enunciar el siguiente
teorema que nos asegura que estos términos (||z||*) no afectan la bifurcacién de la
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Figura 3.11: Diagrama de bifurcacién Neimarck-Sacker subcritica (d(0) > 0).

curva cerrada invariante en (3.3). Es decir, una curva invariante localmente tinica
siempre se bifurca del origen en la misma direcciéon y con la misma estabilidad
que en (13.3).

Teorema 18 (Bifurcacion Neimarck-Sacker) Consideremos un sistema dindmico
bidimensional

con [ suave. Supongamos que para valores de p cerca de p* el sistema posee un
punto fijo x(u) cuya coordenada depende de p; en particular, sea xo = x(u*) y
expresemos los valores propios de la matriz Jacobiana D f(x(u), 1) en la forma

p12(p) = r(p) exp(Fip(p)).

Ademas, suponga que se satisfacen las siguientes condiciones:

(B1) f(xo, ") = xo;

(B2) Df(xg, 1*) tiene un par de multiplicadores complejos conjugados sobre el
cireulo unitario py o(5”) = exp(£io), (r(4*) = 1, 9(1") = by);

(61) Jor(u) £

(G2) exp(ikby) # 1, para k =1,2,3,4.
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Entonces, existe un cambio de coordenadas suave e invertible (difeomorfismo) y
un cambio de parametros suave e invertible que transforman el sistema, en una
vecindad de (xg, u*), en

()= (g s ) (0 )rotab (g “ame ) (5 0 ) () votm®
donde 6 = 0(p), b = b(u) y d = d(p) son funciones suaves; y 0 < 6 < w. Mds
atn, O(u*) = 0y y d(p*) = Re (exp(—iby)c1 (1)) (donde c1(u*) posee una formula
que puede buscarse en textos sobre bifurcaciones!)

Si ademds, d(p*) # 0 (i.e., c1(p*) # 0), entonces, existe una vecindad de x
en la cual se bifurca una unica curva cerrada invariante desde xy a medida que

[ pasa por .

Ejemplo 31 El mapeo de Hénon se define como el siguiente sistema bidimensio-

nal:
T Y
(y)H<a—ﬁfv—y2>'

Busquemos valores de parametros (o, ) tales que ocurra alguna de las bifurca-
ciones estudiadas en esta seccién (Omitiremos por ahora la verificacién de las
condiciones de genericidad, pero se sugiere su completacion como tarea).

Los puntos fijos satisfacen = = vy, y = o — Bz — y?. Luego, todos los puntos fijos
estan sobre la recta y = x. Ademas, la coordenada y de un punto fijo satisface
y?> + (1 + B)y — a = 0. Por lo tanto, el sistema posee a lo mas dos puntos fijos.

La matriz Jacobiana del sistema viene dada por

Az, y;a, B) = ( _g _2; ) :

Para que ocurra una bifurcacién silla-nodo se debe satisfacer det(A — I) = 0,
donde I es la matriz identidad de tamano 2 x 2. Asi, A tendra un valor propio 1.
Esto nos lleva a la ecuacién 1 + 8 + 2y = 0. Luego, el sistema algebraico

v+ (1+B8)y—a= 0,
1+56+2y= 0,
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en las incégnitas (a, ) nos da el conjunto de valores de («, 8) para los cuales hay
una bifurcacion silla-nodo. Al resolver obtenemos

(EL Y

T:&@@eRﬂa:— 7

la cual representa una curva en el plano (3, «) a lo largo de la cual existe un
punto fijo con multiplicador pu; = 1.

Similarmente, la condiciéon para la bifurcacion flip se puede escribir como
det(A+ 1) =0, la cual lleva a 1 + 8 — 2y = 0. Luego, resolvemos el sistema

v+ (1+By—a= 0,

148 —-2y =
Eliminando y, obtenemos que el mapeo tiene un punto fijo con multiplicador
1 = —1 cuando los parametros estan en la curva
3(1+ )
f:{<B,Oé)ER2|Oé: ( 45) }

Finalmente, para analizar la ocurrencia de una bifurcacion Neimarck-Sacker,
notemos que el producto de los multiplicadores de la forma p; o(a*) = exp(=£ify)
es ppe = 1 = det(A), que es equivalente a la ecuacién 1 — § = 0. El diagrama
de bifurcacién resultante en el plano (5, a) muestra las tres curvas de bifurcacién
obtenidas.

Sin embargo, notemos que la curva de bifurcacion Neimarck-Sacker esta aco-
tada por las curvas f y T, esto es,

NS={(B,0) eR*|B=1,-1<a<3}.

La razon es que una bifurcaciéon Neimarck-Sacker solo puede considerarse cuando
exista un punto fijo. Luego, esto ocurre para valores de (3, a) arriba de la curva T,
i.e., para a > —1 si f = 1. Ademds, notemos que la condicién pops = 1 también
es valida para multiplicadores reales de la forma pu; = v, uo = %, lv| > 1, veR.
En ese caso, el punto fijo seria de tipo silla y no podria pasar por una bifurcacién
Neimarck-Sacker. Esto impone la condicion extra a < 3 si § = 1.
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o
3
f
NS
- E
T —1
B=1

Figura 3.12: Diagrama de bifurcacién dl mapeo de Hénon.

3.5. Ejercicios

1. Considere la familia de mapeos cuadraticos Q.(z) = 2 + ¢, donde ¢ es un
parametro.

a) Dibuje el diagrama de telarana para ¢ > i, c= ;11, yc< i.

b) Determine la estabilidad de los puntos fijos para los valores de ¢ en la
parte (a).

2. Considere el mapeo tent (en inglés, “carpa” o “tienda”):

| pa, 0<z<i,
xHT(x)_{,u(l—x), %ngl

Para las siguientes preguntas considere y = 2:

a) Haga bosquejos de la gréifica de T'(z) y de la segunda iteraciéon T?(x).
Incluya la diagonal en sus bosquejos.
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b) Encuentre los puntos fijos y los puntos de periodo 2 y determine su
estabilidad.

¢) Dibuje el diagrama de “telarana”para la condicién inicial zy = 2—10 para
ambos mapeos T'(z) y T?(x).

—_

d) Escriba las érbitas para las condiciones iniciales xy = 3, To = %, Ty =
%, xy = 1—11 En cada caso, determine si ha encontrado o no un punto
periodico, y si es asi, cual es su periodo.

1
3. Calcule 6rbitas para x — ( (2) } ) , T > < 1 (1) ) y bosquéjelas en el plano.
2

Muestre que (0, 0) es asintéticamente estable en el primer caso, mientras que
es inestable en el segundo caso.

4. El sistema dinamico definido por

3
o +1
Tp+1 = n3

tiene tres puntos fijos denotados a, b, ¢, donde
—2<a<-1,0<b<1 1<ec<?2

Pruebe que x,, —+ —o0 para n — oo, para todo xy < a.
Pruebe que x,, — b para n — oo, para todo z¢ € |a, c[.

)
)

¢) Pruebe que x, — oo para n — oo, para todo xy > c.
)

f:R—=R, 2+ f(z)|con|f(p)| < 1.Sin recurrir el teorema de Hartman-
Grobman, demuestre que existe un intervalo abierto U alrededor de p
tal que si x € U, entonces

lim f"(x) = p.
n—oo
b) Escriba un enunciado andlogo a la propiedad demostrada en el item (a)
para puntos periodicos hiperbdlicos de f de periodo n. ;Qué hipotesis
deben modificarse?
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6. Desarrolle una clasificacién similar al ejemplo [29| para el mapeo bidimensional
hiperbdlico x — Bz con
( bi1 bio )
bar by )

Trabaje en términos de los valores propios de B.

7. Considere los siguientes sistemas dindmicos discretos bidimensionales:

a) f:(z,y) = (2% 2 +vy), (z,y) € R%
b) g: (01,02) — (sinby,0;), (61,60:) € St x St
T+

c) h:(z,y) — ( > ym) (z,y) € R2.

Encuentre todos los puntos fijos y discuta su estabilidad.

8. Encuentre condiciones sobre a tales que el origen sea un atractor, repulsor
o punto silla del mapeo

(z,y) — <y1f2y2> , >0,

9. Considere el espacio Dif"(R") de funciones f : R" — R" de clase C", inverti-
bles, y con f~! de clase C" (es decir, f es un C"-difeomorfismo), con r > 1.
Sea el sistema dinamico discreto

——
definido por f € Dif"(R") con un punto fijo z*.

Suponga que para toda vecindad V' C Dif"(R") de f suficientemente pequena
se cumple que el sistema dinamico

y — g(y)

generado por cualquier g € V es localmente topolégicamente conju-
gado a f. Es decir, el retrato de fase de f cerca de z* es cualitativamente
equivalente al retrato de fase de g cerca de su punto fijo y*, para todo g € V.

Demuestre que z* es un punto fijo hiperbdlico.
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10. Sea f : R* — R? un difeomorfismo de clase C?, con f(z,y) = (fi(z,y), fo(z,v)),
y tal que se cumplen las siguientes propiedades: (a ) (0 y) = 0 para to-

doy € R; (b) fo(x,0) = 0 para todo = € R; (c) 2( 0) > 0; (d) Si

a(z) := fi(z,0), entonces o/(0) = 2 y o(0) # 0. Demuestre que f es local-
mente conjugado al difeomorfismo

T
g:(l’,y)lﬁ (§+x272y)

11. Considere el sistema dindmico discreto x — f(x), donde f : R — R es una
funcion diferenciable. Sea * € R un punto k-periodico con 6rbita O(z*) =

{a*, fl@*), ..., [ @)

a) Demuestre que O(z*) es asintéticamente estable si
@) F(F@)) - () <
b) Demuestre que O(z*) es inestable si
P @) (F) - () > L

c¢) Considere el mapeo x — 1 — z? definido en x € [—1,1]. Encuentre todos
los 2-ciclos y determine su estabilidad.

12. Construya explicitamente un sistema dindmico discreto en R para cada uno
de los siguientes casos:

a) Con cuatro puntos fijos, todos ellos inestables.
b) Sin ningin punto fijo.

) Con un punto fijo estable y otro inestable.

)

c
d) Con dos puntos fijos inestables y una érbita 2-periddica estable.

13. Investigue la dindmica del mapeo z + = + ¢, con x € S' y para distintos
valores de ¢ € R. Considere los casos en que ¢ es un nimero racional o
irracional.
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14. Sea x* un punto periédico hiperbdlico del difeomorfismo | f : R" — R", z — f(z),

con 6rbita periddica (discreta) v = {z*, f(x*), f2(z*),..., f7 1 (2*)} de periodo q.
La variedad estable W*(«) de 7 se define como

W) = U w (@),

donde W*(f'(z*)) es la variedad estable del punto fijo f'(z*) de f4.
a) Demuestre que si y € W?(v), entonces
vyCA{x e R": Hngtiey CZ con np — 0o, tal que f™(y) — x}.

(Este conjunto se conoce como w(y), el w-limite de y.)
b) Escriba un enunciado andlogo al item (a) considerando variedades ines-

 tables en lugar de estables.

15. Encuentre el diagrama de bifurcacién en el plano (A, y) de la forma normal
y — A +y—y? de la bifurcacién silla-nodo, determinando todos los retratos de
fase no equivalentes. ;Cémo se compara con la forma normal y + A +y +y>?

16. Considere la aplicacion unidimensional
r— F(x)=x2(1 —z)+c,
donde ¢ € R es un parametro.

a) Encuentre los puntos fijos de F.(z) y demuestre que F.(x) sélo posee un
punto fijo atractor para ¢ € (0,1).

b) Encuentre un polinomio de la forma P.(z) = az? + Sx + 7 (con coefi-
cientes «, 3,7 € R por determinar) tal que

Po(z)(Fe(z) — ) = Fo(Fe(z)) — =,

para todo .

¢) Encuentre una érbita {p;, p2} de periodo 2 y demuestre que es atractora

- para c € (1, %)
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17.

18.

19.

20.

d) Bosqueje el diagrama de bifurcacién en el plano (¢, z) en un rango que
incluya una vecindad del intervalo c € [O, %] Identifique claramente
los puntos de bifurcacion.

., Cuantos puntos fijos y puntos peridédicos puedes encontrar para los siguien-
tes mapeos 1D y 2D? Discuta su estabilidad. Haga variar el parametro pu
sobre los rangos indicados. jPuedes hallar valores de “bifurcacién” de u en
los cuales aparezcan nuevos puntos peridédicos?

8) @ (1 —2); € [0,4]
b) (z,y) — (y,—sz+ py — y*); p € [2,4].
Estudie el sistema dindmico a tiempo discreto en el eje real R
= flx) = —(1+ Nz — (3+ N\)2?,
donde A € R es un pardmetro con |A| ~ 0.
(a) Ocupando el teorema de Hartman-Grobman (cuando sea posible), de-
termine la estabilidad del punto fijo en xy = 0 en funcién de .

(b) Encuentre un punto fijo no trivial de f.

(¢) Muestre que el valor de la constante ¢ € R tal que

(A+2)

f2($)233+17<$— _)\+3 >(—()\+3)2332—)\()\+3)2:U—|—c)

debe ser ¢ = A(A + 3).

(d) Verifique que f exhibe una bifurcacién flip en zp = 0 para un valor \*
por determinar. ;Para qué valores de A existen las érbitas de periodo 2
y cual es su estabilidad?

Muestre que el mapeo x — p—2? pasa por una bifurcacién silla-nodo genérica
en (x,pu) = (—%, —%1). JA qué lado del valor de bifurcacion u = —%L existen

los puntos fijos?

Verifique que el mapeo x — —(1 + u)x + 2% + B3 puede pasar por bifurca-
ciones flip tanto sub- como supercritica, dependiendo del valor de £.
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21.

22.

23.

24.

Encuentre condiciones para que el mapeo (z,y) — (y, uy(1l — z)) pase por
una bifurcaciéon Neimarck-Sacker en algin punto (u*, xg, yo) por determinar.

Encuentre una bifurcacion silla-nodo y una bifurcacion flip para el sistema
a tiempo discreto

x> f,(x) = asin(x),
donde —% <z < § y a € R. Verifique las condiciones de genericidad en cada
caso.

Estudie el sistema dinamico a tiempo discreto en el eje real R
A
r— flx,\) = ) arctan(z),
donde A > 0 es un parametro real.

a) Muestre mediante algin método grafico que el sistema posee un tnico
punto fijo x = zy y que debe pasar por una bifurcacién para algun
A* € [1,3]. (De qué bifurcacion se trata?
) Encuentre los valores (zg, \*) del candidato para la bifurcacién en (a).

) Verifique las condiciones de genericidad en (xg, \*) para esta bifurcacion.

o 1o |T

) Mediante algin método o argumento analitico, determine la estabilidad
de los conjuntos invariantes que se bifurcan en A = A\* (es decir, aquellos
objetos que aparecen/desaparecen en la bifurcacién).

e) Bosqueje el diagrama de bifurcacién en el plano (A, z) en una vecindad
de (A", xp).

Considere el modelo logistico con retardo dado por la aplicacion

Fy:(z,y)— (ozx(l — y),x),

con (z,y,a) € R? x R. Demuestre que en una vecindad de un punto fijo
(z*,y*) no trivial, y para valores del pardmetro « suficientemente cercanos
a o = 2, existe un cambio de coordenadas y de pardmetros (z,y,«) —
(u,v, u) € R? x R, suave e invertible, que transforma el sistema F,, en otro
equivalente, el cual, en notacion compleja z = u + v € C, posee la forma
2 pla)z 4 c(a)z]z)?, | donde p(a) = (o — 1)@ y ¢(a) = D(a)e®®, con
D(a) € C.




Capitulo 4

Del campo de vectores a la aplicaciéon de
Poincaré

Consideremos un sistema dinamico continuo definido por
= f(x), zeR" (4.1)

con f € C* k> 1. Supongamos que posee una érbita peridédica L. Para
analizar qué esta ocurriendo en una vecindad de Lg (jel ciclo es atractor, repulsor,
o ninguna de las anteriores? ;Qué bifurcaciones puede sufrir Ly al variar un
pardmetro del sistema?), reducimos la dimension del problema. Sea xy € Lg y
definamos una seccién transversal 3 al ciclo en el punto zy como en la figura[4.1]. El
conjunto Y es una hipersuperficie suave de dimensién n—1 intersectando Ly en un
angulo no-nulo. Decimos que Y posee codimension 1, y escribimos codim () = 1.
Por ejemplo, supongamos que X estd definida cerca de xy como conjunto de nivel
cero de una funcién escalar suave g : R" — R, g(x¢) = 0, es decir,

Y={xeR": g(x) =0} =g 0).

Dado que f(xg) es un vector tangente a Ly en xg, el angulo de interseccién
no-nulo de X con L implica que

(Vg(xo), f(20)) # 0,

donde (,) denota el producto euclidiano en R". Es decir, la funcién g posee una
tasa de cambio no-nula en la direccién del campo f en xy. Notemos que, en caso
contrario, Ly y X serian tangentes en x.

126
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Figura 4.1: Seccién transversal ¥ a la érbita periédica Lo en el punto x.

Figura 4.2: Aplicacién de retorno de Poincaré.

La eleccién mas simple de X satisfaciendo estas condiciones es un hiperplano
ortogonal al ciclo Ly en xy. Tal elecciéon viene dada por el conjunto de nivel cero
de la funcién lineal

g(x) = (f(xo),x — x0).

Por la dependencia suave de las érbitas con respecto a sus condiciones iniciales,
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una orbita que empieza en un punto x € X suficientemente cerca de x(y también
regresa por primera vez a X en algin punto T € X cerca de xy. Mds aun, érbitas
cercanas también intersectan ¥ transversalmente como en la figura 4.2 De esta
manera, construimos el mapeo

P:Y = X
r — Px)=1z,

donde P(x) = % es el primer retorno de la 6rbita que pasa por = a la seccién
.. De esta manera, obtenemos una correspondencia exacta entre la dinamica n-
dimensional de (4.1)) en una vecindad de Ly y la aplicacién (n — 1)-dimensional
P definida en la seccion de Poincaré. Luego, en vez de considerar las orbitas del
campo de vectores, podemos estudiar las orbitas de puntos en X bajo iteracion
de P. ]Esta es una de las técnicas mas importantes en la teoria de sistemas
dindmicos!

Definicion 20 El mapeo P se llama la aplicacién de retorno de Poincaré aso-
ciada al ciclo Ly.

Proposicién 3 El mapeo P es un C*-difeomorfismo local cerca de xy.

RAZON. P(xz) es la imagen del punto = bajo el flujo ®'(-) del campo f después
de un tiempo de vuelo T(z) > 0, luego tiene el mismo grado de diferenciabilidad
que f. La existencia y diferenciabilidad de P~! se obtiene de la invertibilidad
del flujo ®. Achicando la seccién ¥ de ser necesario, el mapeo P~!: ¥ — X se
puede construir al extender las orbitas que cruzan ¥ para t < 0 hasta alcanzar
su interseccion previa con . H

Proposicién 4 El mapeo P tiene un punto fijo en xy € Ly, es decir, P(xzg) = xg.

4.1. Estabilidad de orbitas periddicas

A continuacién estudiaremos cémo la estabilidad del punto fijo zy del sistema
discreto P determina la estabilidad del ciclo Ly del sistema continuo (4.1).
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Sean & = (&,...,&,-1) coordenadas locales en ¥ C R” tal que £ = 0 corres-
ponde a xzy € Ly. Entonces, el mapeo de Poincaré P queda caracterizado por un
mapeo local (n — 1)-dimensional

P:R"' — R",
& = PO,

que transforma el punto & (correspondiente a z € ¥) en el punto P(¢) = &
(correspondiente a ). De esta forma, el punto £* = 0 € R"! es un punto fijo de
P. Sea vy una perturbacién infinitesimal tal que £* + vy € Y. Luego, después del
primer retorno a > se tiene

& +v = P +w)
= P(&)+ DP(E )+ O (|[w]*)

donde DP(£*) es la matriz jacobiana de tamano (n — 1) x (n — 1) de P en &*.
Dado que & = P(£*), obtenemos

V1 = DP(£*)UO

al descartar los términos pequenos O (||vo|[?).
Ahora considere el caso genérico donde no hay valores propios repetidos. En-
tonces existe una base de vectores propios (generalizados) {e;} y podemos escribir
. n—1 .
vo = ) _;_; aje; para ciertos escalares a;. Luego,

n—1 n—1
V1 = Dp(f*) Zajej = Zajujej,
7=1 7=1

donde
M1, U2, - -y n—1

son los valores propios de la matriz jacobiana DP(£*). Iterando k veces el mapeo
linealizado x — DP(£*)x nos da

n—1
ve =Y a;(p)'e;.
j=1
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Y
21 Q 2

o

Figura 4.3: La estabilidad del ciclo Ly es independiente de la eleccién de la seccién transversal.

Luego, si todos los valores propios pui, f2, ..., tn—1 se ubican dentro del circulo
unitario, entonces ||vgx|| — 0 a una tasa geométrica. Luego, el punto £* es estable
y la érbita periddica Ly es atractora. En cambio, si |p;| > 1 para algin j, entonces
las perturbaciones en la direccién del vector e; crecen y el ciclo L es inestable.

De esta manera, el mapeo de Poincaré transforma problemas sobre orbitas
cerradas en problemas sobre puntos fijos de un mapeo.

Lema 1 Los multiplicadores piy, pig, . . ., fin—1 de la matriz DP(£*) del mapeo de
Poincaré P asociado al ciclo Ly son independientes de la eleccion del punto x
en Ly, de la seccion transversal X2, y de las coordenadas locales en 3.

DEMOSTRACION. Sean X1, X9 dos secciones transversales al mismo ciclo Lg en los
puntos x1, 9 € Ly, respectivamente. En caso de que 1 = z9, podemos suponer
que las secciones X; o representan superficies idénticas en R" que sé6lo difieren en
su parametrizacion.

Sean Py : ¥ — X1y Py : Y9 — Y9 los correspondientes mapeos de Poincaré.
Escojamos & = (&1, ...,&,-1) coordenadas locales en 3y, y sean = (01, ..., 1)
coordenadas locales en X35 tales que & = 0 corresponde a xy y 7 = 0 corresponde a
2 como en la figura 4.3 Finalmente denotemos por A1 = DP;(0) y Ay = DP»(0)
a las respectivas matrices jacobianas.

Entonces existe un mapeo ) : 21 — X9, definido localmente, suave e invertible,
a lo largo de érbitas del campo vectorial f de manera que n = Q(&). Claramente
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se tiene P,o@ = Qo P, o en coordenadas locales, P5(Q(&)) = Q(P1(€)), para todo
¢ con |[¢|| suficientemente pequenio. Como () es invertible, obtenemos la siguiente
relacion entre P,y Ps:

P=Q'oPoQ.

Diferenciando esta igualdad con respecto a £ y usando la regla de la cadena:
dP; B inl dPs dQ
¢ dn dn d¢’

donde esta notacién de derivadas en rigor representa matrices jacobianas de los

tamanos correspondientes. Evaluando en & = 0 nos da la ecuacion matricial:
Ay = B 'AB
d@) : :
donde B = — es una matriz no-singular.
d€ |¢e—g
Luego las ecuaciones caracteristicas de A; y Ay coinciden, al igual que sus
valores propios. En efecto:

det(A; — pl,) = det(B
= det(B~*(Ay — ul,)B)
= det(B Y)det(Ay — pl,)det(B)
= det(Ay — ul,).

B 'A,B — uB'I,B)

Esto completa la demostracion. B
Ejemplo 32 Considere el campo de vectores en R? dado por
{ & = r—y—a(@®+y),
g = v+y—y@®+y°),
y la seccién transversal
Y ={(z,y) eR*: x>0, y=0}.
Transformando el sistema a coordenadas polares obtenemos

(o 42

)
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donde la secciéon
Y={(r0 cR"xS':r>0 60=0}.

queda parametrizada por r > 0. (En otras palabras, la variable r define un sistema
de coordenadas locales en X).
,t+9).

Resolviendo (4.2)) obtenemos el flujo global
Sea (r,0) € ¥ una condicién inicial. Sea T el tiempo de vuelo que le toma a la

N|—=

@%nm::<<y+(%—4>62o

érbita que parte en (r,0) en volver por primera vez a Y. Luego, T satisface
(I)T(Ta O) - (P(T)v 0)7

donde P(r) es la componente radial del flujo después de 7 unidades de tiempo.
Dado que 6 = 1, el primer retorno a ¥ ocurre después de 7 = 27. Luego, el mapeo
de Poincaré viene dado por la componente radial del flujo ®2"(r,0) dado por:

P(r) = (1 + (% E 1> 6—477)_ .

Alternativamente, podemos hallar 7 = P(rg) al resolver

T1 d 2
| it | w=em
n T(L=72) Jo

Claramente P tiene un punto fijo en r = 1, la cual corresponde a una orbita
cerrada circular

[

Ly=A{(z,y) eR*: 2” +y° =1}
en coordenadas cartesianas. La linealizacion de P en r = 1 viene dada por

dP
dr r=1

1 1 L\ P 2e T
:—5 ]_+ ﬁ—l (& — 7"3

e < 1.

DP(1) =
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Por lo tanto » = 1 es un punto fijo hiperbdlico atractor de P y la érbita peridédica
Ly es atractora.
Otra opcién alternativa para determinar la estabilidad de L, es considerar el

flujo linealizado cerca de la orbita cerrada r = 1. En efecto, dado que d%(?'“) =
L(r—r%) =1—23r? al evaluar en r = 1 obtenemos < (#)[,—; = —2. As{ tenemos

el sistema lineal:

0 = 1,

cuyo flujo corresponde a D®*(£,0) = (6*2’55, t+ 9). El mapeo de Poincaré en X
asociado a este flujo linealizado es Pr(€) = e 4"¢. De esta manera, DPp(0) = e~ .

4.2. Teoria de Floquet

En general, existe una relacién entre mapeos de Poincaré y flujos linealizados,
o equivalentemente, entre los multiplicadores de un ciclo y la EDO a la que esta
asociada.

Sea 2°(t) una solucién periddica de (4.1]), con 2°(t+T') = 2°(t), correspondiente
a un ciclo Ly de perfodo T'. Sea x(t) = z"(t) + u(t) otra solucién de (4.1)), donde
u(t) es una desviacién o perturbacion de la solucién periédica. Luego:

a(t) = i(t) - i°(t)
= f(a"(t) +u(t) — f(2"(1))
= At)u(t) + O(|lu(t)|P),
donde A(t) = Df(z"(t)) es la matriz jacobiana de f evaluada a lo largo de la
solucién zY(¢).
Truncando los términos cuadraticos y de orden superior obtenemos el sistema
lineal T-periddico:

w=A(t)u, wueR" (4.3)
donde A(t +T) = A(t).

Definicién 21 El sistema se llama la ecuacién variacional de al-
rededor del ciclo Ly.
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La ecuacion variacional es la parte principal (lineal) del sistema gobernando la
evoluciéon de perturbaciones cerca del ciclo Ly. La estabilidad del ciclo depende
de las propiedades de la ecuacién variacional.

Se puede demostrar que cualquier soluciéon fundamental de este sistema T'-
periodico puede escribirse de la forma

X(t) = Z(t)e't,

donde X, Z y R son matrices n X n, y Z(t) = Z(t+T). En particular, escogemos
X(0) = Z(0) = Id, de modo que

X(T) = Z(T)e™t = Z(0)eTF = TF

Por lo tanto, el comportamiento de soluciones en la vecindad de Ly queda deter-
minado por los valores propios de la matriz constante e’ ®. Estos valores propios
W1, ..., iy se llaman multiplicadores de Floquet. En particular, uno de estos
multiplicadores, digamos u,,, esta asociado con perturbaciones a lo largo de Ly vy,
por ende, siempre es i, = 1.

Supongamos que escogemos una base de R" tal que la ultima columna de

la matriz e’® es (0,...,0,1)". Luego, se puede probar que la matriz DP de la
linealizacién del mapeo de Poincaré es simplemente aquella matriz (n—1) x (n—1)
obtenida al eliminar la fila n-ésima y la columna n-ésima de e’ %, esto es:
0
om_ | DP
0
0---0 1

Por lo tanto, los primeros n — 1 multiplicadores de Floquet son los valores propios
(o multiplicadores) del mapeo de Poincaré (!).

COMENTARIOS.

1. Aunque la matriz R no estd unicamente determinada por las soluciones de
(4.3)), los valores propios de e quedan tinicamente determinados. De hecho,
la matriz e’ puede reemplazarse por cualquier matriz similar de la forma

C— el
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2. Para calcular estos valores propios aun necesitamos alguna representacion
de e, Esto sélo se puede obtener al generar un conjunto de n soluciones
linealmente independientes de (4.3) para formar la matriz fundamental X (t).

3. Las aplicaciones de retorno de Poincaré también son usadas para estudiar
las propiedades de otros objetos invariantes como, por ejemplo, conjuntos
cadticos y atractores extranos.

4.3. Variedades invariantes de 6rbitas periddicas

Consideremos ahora una 6rbita periddica 7 del sistema continuo (4.1]) y sea U
una vecindad tubular de . Entonces definimos las variedades invariantes de v en
forma andaloga como

We.(y) ={z € U: |®'(z) — v — 0, cuando t — oo, y ®'(z) € U,Vt > 0},
Wi.(y) ={z e U: |®'(x) — 7] — 0, cuando t — —oco, y ®'(z) € U,Vt < 0}.

Sea P : X — X la aplicacion de retorno de Poincaré para -y, definida local-
mente sobre alguna seccién transversal (n — 1)-dimensional ¥, con vy N'Y = {p}.
Sabemos que la estabilidad del punto fijo p refleja aquella del ciclo . Supongamos
que p es un punto fijo hiperbdlico de P y que la matriz jacobiana D P(p) posee
ng > 0 valores propios con modulo menor que 1 y n, > 0 valores propios con
modulo mayor que 1, de manera que ns; + n, = n — 1. Entonces, en términos del
mapeo discreto P, el punto fijo p posee variedades invariantes W*(p) y W"(p)
con dimW?#(p) = ng y dimW"(p) = n,,.

Notemos que las érbitas de P que estan en W?*(p) estan formadas por inter-
secciones de 6rbitas del flujo ®' con la seccién ¥ como se muestra en la figura [4.4]
Luego, estas érbitas que intersectan > en puntos de W#(p) corresponden a 6rbi-
tas que convergen al ciclo . Por lo tanto, estas orbitas que contienen puntos
en W#(p) estdn en la variedad estable W#(~y) de = correspondiente al campo de
vectores f. En consecuencia, se tiene

W (y) nE =W (p)

y por lo tanto
dimW?*(y) = ng + 1.
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\
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:

\

Figura 4.4: Las érbitas del flujo ®* que intersectan ¥ en puntos de W#*(p) corresponden a érbitas que convergen
al ciclo 7.

Por un razonamiento andalogo, se tiene:
W (y) N X =W*(p),

con

dimW*(y) = n, + 1;

ver figura [4.5|

Figura 4.5: Las variedades invariantes del punto fijo p en la aplicacién de retorno de Poincaré corresponden a la
interseccién de las respectivas variedades invariantes del ciclo 7 y la seccién 3.
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4.4. Bifurcaciones de 6rbitas periodicas

Las orbitas periddicas también pueden pasar por bifurcaciones. En este caso,
podemos aplicar los resultados conocidos de bifurcaciones de puntos fijos de siste-
mas discretos al mapeo de Poincaré asociado. Sea Lj una érbita periodica aislada
del sistema

x = f(x;a), x € R", a €R,
para a = 0. Sea P, la aplicacién de retorno de Poincaré para |a| pequeno:
P, X —3%,

donde ¥ es una seccién transversal local a Lj. Recordemos que el mapeo P, es
suave y localmente invertible para |a| pequenio. Por simplicidad, fijemos n =
3 y consideremos las principales bifurcaciones del ciclo Ly: Estas bifurcaciones
vendran dadas por bifurcaciones de puntos fijos de P,.

4.4.1. Bifurcacion silla-nodo de ciclos

Dos ciclos, uno estable y otro inestable, colisionan y desaparecen. Supongamos
que para o = 0, Ly tiene un multiplicador simple p; = 1. Por simplicidad, asuma-
mos que 0 < us < 1. Entonces, P, sufre una bifurcaciéon Silla-Nodo en el punto
fijo asociado a Ly en o = 0. Esto implica la “colision” y “desapariciéon”de dos
puntos fijos de P, a medida que a pasa por cero. Pero cada punto fijo representa
una oOrbita periédica del campo vectorial.

De esta forma, se tiene el siguiente diagrama de bifurcacién de la figura [4.6. Si
a < 0, hay 1 ciclo hiperbdlico estable L; y un ciclo hiperbélico silla Ls. Cuando
a = 0, solamente hay 1 ciclo no-hiperbdlico Ly. Y para a > 0: No hay érbitas
periddicas.

4.4.2. Bifurcacién period-doubling de érbitas periédicas

Un ciclo estable se vuelve inestable y queda rodeado por un ciclo del doble de
periodo. Supongamos que para a = 0, Ly tiene un multiplicador simple p; = —1.
Por simplicidad, asumamos que —1 < s < 0. Entonces, P, sufre una bifurcacién
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a <0 a=20 a >0

Figura 4.6: Diagrama de bifurcacién silla-nodo de ciclos.

flip en el punto fijo asociado a Ly en a = 0. Luego, un ciclo de periodo 2 aparece
en P,, y el punto fijo cambia su estabilidad a medida que « pasa por cero. El
diagrama de bifurcacién que emerge es el de la figura [4.7]

Lo L

a <0 a=20 a>0

Figura 4.7: Diagrama de bifurcacién period-doubling de ciclos.

Esta bifurcacion flip del mapeo de Poincaré se manifiesta en el campo de
vectores de la siguiente manera. Para o < 0 hay 1 ciclo hiperbdlico estable Ly de
periodo T'. Cuando a = 0 este ciclo se vuelve no-hiperbédlico. Y cuando o > 0
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hay 2 ciclos hiperbdlicos: Ly es un ciclo silla de periodo T'; y Ly es estable con un
periodo =~ 2T'. El escenario de bifurcacién exacto (i.e. super, o subcritica) queda
determinado por los coeficientes de la forma normal de la bifurcacion flip de P,
en a = 0.

4.4.3. Bifurcacion de toro de orbitas periddicas

El feonémeno que ocurre al pasar por la bifurcacién es el siguiente: Un ciclo es-
table se vuelve inestable y queda rodeado por un toro invariante. Supongamos que
para o = 0, los dos multiplicadores de Ly son complejos conjugados (y simples)
y estdn sobre el circulo unitario: pg 9 = et Entonces, P, sufre una bifurcacién
Neimark-Sacker en el punto fijo asociado a Ly en o« = 0. Asi, una curva invariante
cerrada se bifurca desde el punto fijo de P,, y el punto fijo cambia su estabilidad
a medida que « pasa por cero. De esta forma, se tiene el siguiente diagrama de
bifurcacién...

Lo

a <0 a=20

Figura 4.8: Diagrama de bifurcacién de toro de ciclos. En esta ilustracién el punto fijo asociado a la aplicacién
de Poincaré pasa por una bifurcacién Neimarck-Sacker supercritica.

Si a < 0 tenemos 1 ciclo hiperbdlico estable L. Cuando o = 0, este ciclo se
vuelve no-hiperbdlico. Para a > 0, el ciclo Ly se vuelve inestable y aparece un
toro invariante T? atrayente. El escenario de bifurcacién exacto (i.e. stper, o
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subcritica) queda determinado por los coeficientes de la forma normal de P, en
a = 0. La estructura de érbitas en T? estd determinada por la restriccién de
P, ala curva cerrada invariante en . Genéricamente, existen ciclos de periodos
largos v de diferentes tipos de estabilidad contenidos en T?. M4s adelante, en la
seccién 8.2 veremos algunos ejemplos de posibles dinamicas en donde el espacio
de fase es justamente un toro.

4.4.4. Bifurcacion homoclinica

En este evento, un ciclo colisiona con un punto silla y desaparece. También se
caracteriza porque, al momento de la bifurcacion, las variedades estable e inestable
del punto de equilibrio silla se intersectan a lo largo de una érbita homoclinica.
Atn cuando esta bifurcacién se puede analizar con la ayuda de una aplicacion de
Poincaré, no esta asociada a ninguna bifurcaciéon local del punto fijo en la seccién
de Poincaré. Se trata mas bien de una bifurcacién global, pues el retrato de fase
cambia en una regiéon “grande” del espacio de fase y no es detectable tan solo con
monitorear los valores propios de una matriz Jacobiana.

a <0 a=>0 a >0

Figura 4.9: Diagrama esquematico de una bifurcacién homoclinica en el plano. A medida que a < 0 se acerca a
0 la orbita periodica se aproxima al punto silla; simultdneamente, las variedades estable e inestable del punto silla
se acercan entre si. En el limite, cuando a = 0, el ciclo se transforma en una érbita homoclinica. Para @ > 0 no
existen drbitas periodicas y las variedades estable e inestable de la silla han “intercambiado” de lugar.
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4.5. Caos en el sistema de Rossler

El sistema de Rossler se define como el campo de vectores tridimensional

T = —y-— 2z,
Y x + ay,
z = b+ z(x—c).

Este sistema es conocido como uno de los campos vectoriales mas sencillos que
pueden exhibir caos. Es incluso més sencillo que el sistema de Lorenz. Se sabe que
este campo pasa por una secuencia de bifurcaciones de duplicacion de periodo,
a medida que el parametro ¢ aumenta. Este fendmeno (conocido como cascada
de duplicacion de periodo) culmina con la creacién de un atractor cadtico, el cual
existe para a = b = 0,2, ¢c = 5,7; ver figuras [4.10h4.11],

5}
T T
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c=25 c=3.5

Y
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Figura 4.10: Ruta al caos por duplicacién de perfodo en el modelo de Rossler.
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Para c relativamente pequeno existe una orbita periddica atractora que se
vuelve inestable en una bifurcacion de duplicacion de periodo. El atractor (el ci-
clo original) es remplazado por otra dérbita periddica del doble de periodo que da
vueltas alrededor dos veces antes de cerrarse. Este atractor es luego remplaza-
do por una oOrbita periddica que da 4 vueltas alrededor antes de cerrarse, y asi
sucesivamente, a medida que ¢ aumenta.

Figura 4.11: El atractor cadtico de Réssler.

4.5.1. Estirar y doblar: la receta para crear caos

La duplicacion de periodo en el sistema de Rossler se debe a un mecanismo de
“estirar y doblar”. La figura M(a) muestra el flujo cerca de una érbita tipica.
En una direcciéon hay una contraccion hacia el atractor, y en la otra direccion
hay una expansion a lo largo del atractor. La figura [4.12[(b) destaca la “lamina”
en donde hay dependencia sensitiva a las condiciones iniciales: Dos puntos
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iniciales muy cercanos van a tener érbitas que eventualmente se van a separar
exponencialmente. Estas son las direcciones a lo largo de las cuales toma lugar
un estiramiento del atractor. A continuacion, el flujo dobla la parte mas ancha
de la ldamina en dos capas y luego se da la vuelta para regresar muy cerca de la
parte mds estrecha; ver figura [4.13(a).

trayectoria (b)

expansion a lo largo
del atractor

contraccion hacia
el atractor

Figura 4.12: Compresién y expansién cerca de una érbita.

Poincaré

(a) (b) (c) (d)

Figura 4.13: Gracias al mecanismo de estirar y doblar, el atractor caético de Rossler tiene la estructura topolégica
de un conjunto de Cantor de superficies y es una manifestacién de la presencia de herraduras de Smale en secciones
de Poincaré.

Este mecanismo de estirar y doblar se manifiesta de la siguiente manera en el
atractor de Rossler: dos orbitas vecinas se separan al “estirarse” a medida que
se mueven en espiral (parte baja del atractor), luego se cruzan sin intersectarse
al moverse hacia la tercera dimensién (“se doblan”), y luego regresan cerca de
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sus lugares de partida (“re-inyeccién”); ver figura [4.13] Hallamos el siguiente
comportamiento:
(a) El flujo se expande a lo largo del atractor doblando una lamina/capa en dos y
luego contrae ambas capas resultantes acercandolas una a la otra. De esta forma,
el flujo ha tomado una capa y ha producido dos capas después de un circuito a
lo largo del atractor (figura [1.13|(a)).
(b) Repitiendo el proceso, aquellas dos capas producen cuatro (figura [4.13|(b))...
(¢) ...y luego producen ocho (figura[4.13|(c)), y asi sucesivamente.

Esto es andlogo a tener un panadero amasando una masa de hojaldre para un
croissant. En este caso, la masa es el espacio de fase! En definitiva, el flujo genera

un complejo infinito de superficies apretadas unas con otras: esto es el atractor
extrafio; ver figura [1.13(d).

Dinamica de herradura en la seccion de Poincaré. La dindamica cadtica
en el atractor es una manifestacion de la presencia de ciertas estructuras que pa-
recen herraduras, las cuales son “visibles” al cortar el atractor transversalmente
con una seccién de Poincaré; ver figura [4.13] De hecho, la dindmica de herra-
duras es una caracteristica general de todos los comportamientos cadticos, y no
es exclusivo del atractor de Rossler. La identificacién de estas herraduras pro-
vee un esquema que permite demostraciones matematicas de muchos aspectos
importantes de la dindmica del sistema. Y ademas, tiene el beneficio adicional
de la reduccién de la dimension del problema original al andlisis de un mapeo
bidimensional. La dinamica de herraduras fue introducida por Stephen Smale y
nosotros la estudiaremos en el capitulo [7]

Si tomamos una seccién adicional (seccion de Lorenz) a través de la seccion
de Poincaré, encontramos un conjunto infinito de puntos separados por espacios
vacios de distintos tamanos. Este patron de puntos y espacios es un conjunto de
Cantor topoldgico. Dado que cada punto corresponde a una lamina del complejo
de superficies, nuestro modelo del atractor de Rossler tiene la estructura topologi-
ca de un conjunto de Cantor de superficies. De hecho, localmente, el atractor es
el producto cartesiano de un conjunto de Cantor y una banda.

Reduccién a un mapeo unidimensional. Las orbitas en el sistema de Ross-
ler son atraidas hacia el atractor cadtico muy rapidamente, después de lo cual lo
siguen en la direccion del flujo indicada por las flechas en las ilustraciones. Dado
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que esta atraccién es tan fuerte, podemos hacer una aprorimacion del compor-
tamiento del sistema restringido al atractor al considerar el siguiente mapeo
unidimensional: Para un valor dado de ¢, denotemos por z,, al n-ésimo maximo
local de los valores de x(t) para una érbita en el atractor. E1 mapeo unidimensio-
nal definido resulta de graficar x,, .1 versus z,, donde la grafica que emerge se ve
justamente como una parabola invertida en la figura [4.14] Hemos encontrado un
orden o patrén en el caos (!!!).

11 T T . . . . .

xn+1
10 + './"'-.\ g
| /'/ \\ |
8l / \ ]
/ \
7t \ .
%
6f ' 1
5 - .

Figura 4.14: Para ¢ = 5 la grafica del mapeo unidimensional z,, 41 versus ,, de puntos en el atractor de Rossler
se ve como una parabola invertida.

En resumen, para obtener la figura hemos hecho la siguiente reduccion en
el sistema de Rossler:

Campo de vectores tridimensional — Mapeo unidimensional.

Gracias a esta reduccién obtenemos una muy buena aprorimacion para com-
prender la dindmica en el atractor de Rossler. En particular, esto nos sugiere
repetir la misma estrategia para analizar otros sistemas cadticos: Estudiaremos
sistemas dinamicos discretos 1D cuya grafica sea cualitativamente co-
mo la figura (i.e., concava hacia abajo con un solo maximo) y lo
que aprendamos de este sistema 1D podra ser aplicado para entender
sistemas cadticos 3D como el modelo de Rossler.
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4.6. Ejercicios

1. Encuentre dos orbitas periddicas v, y 72 y sus periodos positivos 17 y Th
para el flujo del sistema
o= rr—1)(r—2),
6 = r?
donde (r,6) son las coordenadas polares en R

2. Considere el siguiente sistema en el plano, dado en coordenadas polares:
F=ar(l—r), 0=1, a>0.
a) Demuestre que la aplicacién de retorno de Poincaré P, definida en el
semieje = positivo, estd dada por P(x) = z/[z + (1 — x) exp(—27a)].
LT -1 . . . .
Ayuda: fTo (s(1=s)) ds=In(r/ro) —In((1—7r)/(1—rp)).
b) Verifique explicitamente que P tiene un punto fijo estable en z* = 1.
. Qué se puede concluir a cerca del retrato de fase del sistema original?

3. Considere el sistema
&= v—y-—a(@®+y°),
{ g = vt+y-ya®+y?),
visto en el ejemplo 32 Repita el andlisis al anadir las componentes 2 = uz
y luego 2 = u — 2% obteniendo un sistema tridimensional en cada caso.
Considere p < 0, p =0y p > 0. Bosqueje las variedades estable e inestable
de las érbitas periddicas en cada caso.

4. Encuentre las érbitas cerradas del siguiente sistema para diferentes valores
de p1 v po: 7 = r(py + por? —rt), § = 1 — r% Discuta su estabilidad en
términos del mapeo de Poincaré.

5. Considere un sistema planar, el cual escrito en coordenadas polares (r,0) €
R+ x S! posee ecuacién angular que satisface § > 0. Sea P la aplicacién de
retorno de Poincaré definida sobre ¥ = {(z,y) € R* : z > 0,y = 0}.
Suponga ademds que existe x* > 0 tal que :

dP d*P d3P

P(z") = x7 E(m):l; w(x):o; 03

(%) =€ # 0.
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a) Dibuje un diagrama que ilustre la forma cualitativa de la iteracion
Tpr1 = P(x,) a partir de una condicién inicial zyp > 0 suficientemen-
te cerca de z*, para los dos casos € > 0y € < 0. Sugerencia: Considere
una expansion de Taylor de P cerca de x*.

b) Haga un bosquejo de los retratos de fase correspondientes para el sis-
tema planar a tiempo continuo en una vecindad anular suficientemente
pequena de x = x*.

6. Sea (r,0) € Rf x S! y considere el sistema

7 = r(l+acosf —r?),
0 = 1,

donde |a| < 1.

4.1 Demuestre que el circulo » = 0 es una orbita periddica con periodo 27.

4.2 Demuestre que los multiplicadores de Floquet de r = 0 son uy = 1y

Ly = 627T.

Ayuda: Muestre que el sistema linealizado cerca de r = 0 tiene soluciones

de la forma (0,60(t)) y (dr(t),0).

4.3 Demuestre que hay dos circulos r =r_ yr =r, talesquesi 0 <r <r_
entonces 7 > 0; y si r > r entonces 7 < 0. Luego la region N = {(r,0) :
r_ < r < 1y} es una regién atrapadora. Nuestro préximo objetivo es
probar que el conjunto atractor en N es una orbita periddica.

4.4 Sea S el rayo {(r,0),r > 0}. Argumente que S es una seccién global, es
decir, el campo de vectores es transversal en todos los puntos de S. Sea
P :R" — R el mapeo de Poincaré en S.

4.5 Supongamos que la érbita del punto (rr,0) cumple que 0 < P(ry) < r_.
Argumente que P(rp) > rp. Alternativamente, suponga que la drbita
del punto (rg,0) cumple que P(ry) > r,. Entonces argumente que se
debe tener P(ry) < rg.

4.6 Aplique el teorema del valor intermedio a P(r) para probar que existe
un punto (r*,0) con r;, < r* < rg cuya drbita es periddica.
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4.7 Demuestre que los multiplicadores de Floquet de esta nueva orbita ce-
rrada son 1, = 1y pe = e *™ y, en consecuencia, este ciclo es asintoti-
camente estable.

Ayuda: Para calcular la integral f()% r2(t)dt use la ecuacion diferencial

para tener r> =1+ acosf — ..

7. Determine la estabilidad de todos las 6rbitas periddicas del siguiente

10.

11.

sistema en coordenadas polares (r,6) € RT x S!:

= el = 17— 2)
o

Ademds, haga un bosquejo del retrato de fase en el plano cartesiano (x,y).
Sugerencia: Construya la aplicacion de retorno de Poincaré, o bien, analice
el flujo linealizado del sistema en una vecindad de cada orbita periddica.

. Haga un bosquejo del diagrama de bifurcaciéon period-doubling de érbitas

periodicas y retratos de fase representativos para un campo de vectores en
R? en el caso en que la aplicacién de retorno P, pasa por una bifurcacién
flip subcritica en a = 0.

. Haga un bosquejo del diagrama de bifurcacion de toro de érbitas periddicas

y retratos de fase representativos para un campo de vectores en R? en el caso
en que la aplicacion de retorno P, pasa por una bifurcaciéon Neimark-Sacker
subcritica en a = 0.

Para las tres bifurcaciones de drbitas peridédicas vistas para un campo de
vectores en R? en la seccién [4.4], determine las dimensiones de las variedades
estable e inestable de cada ciclo hiperbdlico (i.e. para a # 0), cuando estos
existan. Incluya los casos supercritico y subcritico, si corresponde.

Explore el sistema de Rossler numéricamente. Fije b = 2, ¢ = 4, e incremente
a en pequenos pasos desde 0 a 0.4. Para cada valor de a, grafique el conjunto
atractor, es decir:

a) Integre el sistema desde una condicién inicial el tiempo suficiente hasta
que converja al conjunto atractor;
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b) Para esta érbita calculada, descarte el “transiente” inicial y grafique so-
lamente aquellos puntos que correspondan al comportamiento asintotico.
(Ocupe cualquier proyeccién que se vea mejor. También grafique la serie
temporal z(t).)

Repita el experimento intentando reproducir las érbitas de la seccién [4.5]
Grafique su propio atractor de Rossler!



Capitulo 5

Sistemas dinamicos caoticos

En este capitulo mostraremos algunas de las principales caracteristicas de com-
portamiento extremadamente complicado —lo que hoy llamamos caos— que pue-
den exhibir sistemas dindmicos no lineales. Enfocamos nuestra atencion en un
ejemplo iconico —el modelo logistico— y sus propiedades para ilustrar la teoria
a través de él.

5.1. EIl mapeo logistico

El mapeo logistico es un ejemplo de un sistema unidimensional que exhibe caos;
de hecho, es uno de los sistemas dinamicos mas sencillos con esta propiedad. Por
ello, en lugar de dar una presentacion general y abstracta del tema, ocuparemos el
mapeo logistico como un modelo geométrico 1til para estudiar sistemas cadticos.

En 1976 Robert May propuso un analogo discreto de la ecuaciéon logistica para
el crecimiento de una poblacion:

Tpi1 =121 —x,) = F(zp;r) = Fo(z,), x,>0,0<r<A4. (5.1)

Aqui, x,, es una medida adimensional de una poblacion en la n-ésima generacion;
r es el parametro del sistema y representa la tasa de crecimiento intrinseca. El
mapeo logistico NO es el mapeo de Poincaré de ningun flujo bidimensional para
ningin r. De hecho, ni siquiera es un difeomorfismo en [0, 1]. Sin embargo, la
dinamica que exhibe es importante en si misma, y es relevante en mapeos de
Poincaré en dimensiones mayores.

150
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r>1

Tn+1

Figura 5.1: Graficas de F,.(x) para distintos valores caracteristicos del pardmetro r > 0.

5.1.1. Ruta al caos por duplicacién de periodo

Muchas de las propiedades cadticas del mapeo logistico se pueden deducir con
lo que sabemos hasta ahora de dinamica discreta y con simples herramientas de
calculo. El mapeo logistico posee una parabola invertida como grafica al igual que
la dindmica aproximada en el atractor de Rossler; ver figura y compare con
la figura |4.14]

La funcién F}(z,,) se anulaen z = 0 y o = 1, y posee un maximo en & = + con

valor F, (3) = . Los puntos fijos satisfacen: z* = F,(z*) = ra*(1 — z*), :L'*22 0.
Se tiene que el origen 0 es un punto fijo para todo 0 < r < 4: Es atractor para
r < 1 y repulsor para r > 1. Mas aun, ocurre una bifurcacién transcritica en
r = 1: Aparece un 2do punto fijo con coordenadas z* =1 — %, el cual existe para
r > 1; ver figura 5.1} Entre 1 < r < 3, el punto x* es atractor y coexiste con el
origen (repulsor); y si r > 3, 2 es repulsor. Por tltimo, dado que F,.(z) es una
funcion cuadratica, solo posee a lo més 2 puntos fijos, el origen y z*. Hasta aqui,
todos estos resultados son muy faciles de entender. Sin embargo, si para r > 3,
ni el origen ni z* son atractores, ; Adénde converge una orbita tipica?

Una pista a esta pregunta esta en el escenario que ocurre en r = 3. Alli, x* =
1 —1/r posee el multiplicador = —1 y el mapeo x — F,.(x) pasa por bifurcacion
flip. Para r > 3, F? tiene 2 puntos fijos atractores, los que corresponden un 2-ciclo
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atractor {7, x5} de F, que coexiste con los 2 puntos fijos repulsores (el origen y
x*); ver figura[5.2]

Y

Y=z Y=z Y=z
y=F,(z) y="F.(z) y=F(z)
x* z x* z xy vray T
Y — Y — Y
y=F2(x) y="F7(z) y=EF (@) :
(a)r <3 (b) r =3 (¢c)r>3

Figura 5.2: Transicién de F,.(z) y F2(z) en la bifurcacién flip en r = 3.

Para estudiar si este recién creado 2-ciclo es estable para todo » > 3 podemos
analizar directamente la aplicacion F2. Al resolver F?(z%,) = 17}, se tiene:

. r+1:i:\/(r—3)(r+1)
Tio = 5 .

El multiplicador del punto fijo 2} de F? es

= F'(F (7)) F'(7) = F'(23) F' (7).

Sustituyendo por z} y x3 se obtiene u = 4 + 2r — 2. Por lo tanto, el ciclo es
atractor para |4 +2r —r?| < 1, i.e., parar < 14+ /6 ~ 3,45. Parar = 1+ /6 se
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— Yy —/ Y[ _ =2
y=F.(z) y=F2(z) Y y=F'(z) Y

* * ¥ ok * * * " €T * * * ok
T11xyg To1Log T11x1p To1Lag L1119 T91T9o

(b) r =35

Figura 5.3: Transicién de F,(z) y F?(z) en la bifurcacién flip de F2 en r = 1 + /6.

tiene u = —1 y los puntos fijos 27, de F? sufren una bifurcacién flip. Luego, para
r>1+v6 aparecen 4 puntos fijos atractores de F 4; éstos corresponden a un par
de 2-ciclos atractores para F2. A su vez, se obtiene un 4-ciclo atractor para F, el
que coexiste con un 2-ciclo repulsor y 2 puntos fijos repulsores (el origen y z*);
ver figura [5.3]

A medida que r crece, el conjunto limite atractor va duplicando su periodo
en una secuencia de bifurcaciones flip en F, F?, F*, etc; ver figura con el
diagrama de bifurcacién parcial en el espacio (r,x). En el proceso, cada punto
fijo o ciclo ya existente va perdiendo estabilidad y se vuelve repulsor, y en su
reemplazo aparece un ciclo atractor del doble de periodo. A medida que r crece,
se obtienen ciclos de periodo 8, 16, etc.

El complejo diagrama de bifurcacién que emerge se muestra en la figura [5.5}
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X

Figura 5.4: Diagrama de bifurcacién parcial del mapeo logistico.

3486 348 35 352 3.54 356 358 3.6 362 384
Parametro r

Figura 5.5: Diagrama de bifurcacién del mapeo logistico.

Para cada r fijo, el diagrama muestra las coordenadas del objeto atractor del
sistema y su periodicidad. Cada 2*-ciclo que se bifurca en r = r, permanece
atractor por un intervalo o “ventana” en r y se vuelve repulsor en r = r 4,
dando paso a un 2**!-ciclo atractor. El conjunto atractor (el 2"!l-ciclo) sigue
siendo un conjunto finito de puntos. A medida que k crece, el tamano de las
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ventanas decrece, y la sucesion {ry} — ro &~ 3,57, si k — oco. En r = r, todas
las (infinitas) orbitas periddicas existentes son inestables. El conjunto invariante
resultante pasa de ser un conjunto finito de puntos a un conjunto infinito, pero
confinado al intervalo [0, 1]. Una drbita tipica nunca se asienta ni en un punto
fijo ni en una orbita periddica, sino que su comportamiento en el largo plazo es
aperiédico. Cada una de esas dorbitas aperiodicas es densa en un subintervalo de
0, 1] y su comportamiento cualitativo es “erratico”: Esta es una de las cualidades
del caos.

Para ro, < r < 4, a medida que r aumenta, existen otros puntos periodicos que
pasan por mas secuencias de duplicaciones de periodo. Esto produce una mezcla
de orden y caos: Aparicion de ventanas periodicas intercaladas entre nubes de
puntos cadticos. En la figura podemos ver que cerca de r ~ 3,839 existe una
gran ventana que contiene un 3-ciclo estable. El 3-ciclo atractor es el comienzo
de una nueva cascada de ciclos atractores de periodo 3 x 2* que sigue como con-
secuencia de posteriores bifurcaciones de duplicaciéon de periodo. Para justificar
esto, ordenemos los enteros positivos de la siguiente manera, llamada el orden de
Sarkovskui:

3>56>T7> - >2-3>2-52-7>--->22.3>22.522. 7> ---

>23.3>23. 523 .7 >0 ... >35> 22> 22> 2> 1.

En palabras: escriba todos los nimeros impares excepto el 1. Luego, 2 veces los
ntimeros impares, 22 veces los impares, 23, etc. Finalmente, escriba las potencias
de 2 en orden decreciente, con el 1 al final. (Esta lista incluye todos los enteros
positivos!) Tenemos el siguiente teorema.

Teorema 19 (Sarkovskii, 1964) Sea f : R — R una funcion continua. Suponga-
mos que f posee un punto periodico de periodo minimal m. Si m>n en el orden
de Sarkovskii, entonces f también tiene un punto periodico de periodo minimal n.

Una consecuencia notable de este teorema es que si f tiene un punto de periodo
minimal 3, entonces posee puntos periodicos de todos los periodos posibles. En
particular, el mapeo logistico en r ~ 3,839, ademas de la o6rbita 3-periodica, tiene
orbitas periodicas de cualquier periodo. Este resultado fue redescubierto por Li
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& Yorke en un famoso paper titulado “Period three implies chaos”. Alli prueban
que la sola presencia de 3-ciclos es suficiente para asegurar la existencia de érbitas
aperiodicas.

3.5 355 3.6 3.65 3.7 375 3.8 3.85 3.9 395 4
Parametro r

Figura 5.6: Diagrama de bifurcacién del mapeo logistico.

1/I2 ylo 1}2 3;1 ylo 1/I2 yll

Figura 5.7: Graficos de F', F? y F para la funcién logistica con r = 4.

Veamos el caso r = 4. De la figura [5.6] el mapeo Fj es cadtico en todo el
intervalo [0, 1]. Las graficas de las primeras tres iteraciones de Fj se muestran en
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la figura 5.7 No es dificil convencerse que la funcién F™, n =1,2,3,..., mapea
sobreyectivamente 2" subintervalos de I en todo I, obteniendo en el proceso 2"
puntos fijos. Luego, Fj posee 2" puntos de periodo n (aunque algunos de ellos
pueden tener periodo minimal menor, por ejemplo, ser puntos fijos) y, por ende,
un nuimero infinito de puntos periodicos con periodos arbitrariamente altos.

Por otro lado, si escogemos una condicion inicial al azar en el intervalo I y
graficamos su orbita bajo iteracion de F) ocupando iteracién grafica, raramente
veremos alguno de estos infinitos ciclos, pues son inestables. En la figura [5.8| se
muestra la orbita de xy = 0,123 bajo iteracién de F; usando 200 y 500 iteraciones.
Nuevamente, esta orbita nunca se asienta ni en un punto fijo ni en una orbita
periodica, sino que presumiblemente hay algo “cadtico” en su comportamiento.
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Figura 5.8: Orbita del punto z = 0,123 bajo Fj usando (a) 200 iteraciones y (b) 500 iteraciones.

El mapeo logistico es lo suficientemente simple como para que uno pueda ob-
tener un monton de informacién analiticamente. El cuadro que resulta es auto-
similar, es decir, su estructura se repite a escalas menores al hacer progresivos
acercamientos a la figura, al igual que en un fractal; compare las figuras [5.5
y — Este ultimo diagrama de bifurcacion parece ser una copia en miniatu-
ra contenida en el primero (!). Este es uno de los caminos “universales” al caos
(period-doubling route to chaos), y se puede hallar en muchos sistemas. De hecho,
el mapeo logistico es un ejemplo de una clase mas amplia de mapeos llamada
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Figura 5.9: Diagrama de bifurcacién del mapeo logistico para 3,541 < r < 3,587.

mapeos unimodales: La grafica del mapeo es suave, concava hacia abajo y con
un Unico Maximo.

La Constante de Feigenbaum y la universalidad de la ruta al caos via
period-doubling. Sea {r,} la sucesién de valores de r donde ocurre la n-ésima
duplicacién de periodo. Si definimos la razéon

Tn+l — Tn - An

oy = » lim p, = 6 = 4,6692. ..
T'n+2 — T'n+l AV n—00

se obtiene en el limite la llamada Constante de Feigenbaum. El ntimero ¢ puede
interpretarse como la tasa a la cual decrece la distancia entre sucesivas transi-
ciones; ver figura .10} La Constante de Feigenbaum aparece como la tasa de
convergencia (geométrica) asociada no sélo al mapeo logistico, sino que a cual-
quier mapeo unimodal. En otras palabras, la Constante de Feigenbaum es una
nueva constante matematica universal, asi como 7 o e (!!)
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Figura 5.10: Construccién de la Constante de Feigenbaum.

5.2. Una definicion de caos

No hay una tnica manera de definir caos, aunque todos estan de acuerdo
en las propiedades minimas que debe tener un conjunto o sistema cadtico. Las
posibles definiciones van desde el punto de vista de la teoria de la medida hasta
el enfoque topoldgico. Nosotros adoptaremos este tltimo, también conocido como
la definicion de caos de Devaney [6]. Esta definicién es util pues aplica a un gran
numero de ejemplos importantes y porque en muchos casos es facil de verificar.

Definicién 22 Sea f : V — V wuna aplicacion que mapea un conjunto V. C R"
en st mismo (i.e., V es invariante). Diremos que la aplicacion f es cadtica en
V' st se satisfacen las siguientes condiciones:

1. El conjunto de puntos peridédicos de f es denso en V, es decir, todo
abierto de V' contiene al menos un punto periodico de f.

2. f es tramsitiva en V: Dados dos subconjuntos Uy, Uy C V' existe unn > 0
tal que f™(Uy) NUy # 0.

3. f posee sensibilidad a las condiciones iniciales: Fxiste una constante
de sensibilidad B > 0 tal que para todo xo € V' y para cualquier vecindad U
alrededor de g, existen yo € U y n > 0 tales que |f"(xo) — f"(vo)| > 5.
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Analicemos un poco maés las propiedades 2 y 3 de la definiciéon anterior.

TRANSITIVIDAD: La aplicacién f es transitiva en V si, dados dos subconjuntos
U, Us CV existe un n > 0 tal que f"(Uy) N Uy # 0.

Intuitivamente, un mapeo topolégicamente transitivo tiene puntos que even-
tualmente se mueven bajo iteraciones desde una vecindad arbitrariamente pe-
quena hacia cualquier otra. Luego, este mapeo no podra descomponerse en dos
abiertos disjuntos que sean invariantes bajo f. Por otro lado, si f posee una o6rbi-
ta densa, dicha érbita visita repetidamente cualquier abierto de V'; entonces f es
topolégicamente transitivo. Si V' es un compacto en R o S', el reciproco también
es cierto, es decir, transitividad es equivalente a la existencia de una érbita densa

en V.

SENSIBILIDAD A LAS CONDICIONES INICIALES: Decimos que f posee sensibilidad
a las condiciones iniciales si existe una constante de sensibilidad > 0 tal que
para todo xy € V y para cualquier vecindad U alrededor de xg, existen yp € U y
n > 0 tales que |f"(zo) — f"(y0)| > 5.

Intuitivamente, un mapeo posee sensibilidad a las condiciones iniciales si exis-
ten puntos arbitrariamente cerca de x los cuales eventualmente se separan de x
(mds bien, de la 6rbita de x) una distancia (al menos) 5 bajo iteracion de f. No
todos los puntos cerca de x deben separarse de x bajo iteracion, pero debe haber
al menos uno de tales puntos en cualquier vecindad de z.

Si f es sensible a las condiciones iniciales, entonces para efectos practicos, la
dindmica de f es una pesadilla para calculos numéricos: Cualquier pequeno error
en el calculo introducido por redondeos y aproximaciones tiende a magnificarse
bajo iteraciones. Como consecuencia, no importa qué tan preciso sea el método
numérico utilizado, la érbita calculada podria no tener ninguna semejanza con
la 6rbita real. En el caso particular que V' = [a,b] es un intervalo cerrado en
R, la dependencia sensitiva a las condiciones iniciales en la definicion de caos es
redundante. (;Por qué?).

Ejemplo 33 (El mapeo de duplicacién o doubling map) Definamos la funcién
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discontinua D : [0,1) — [0,1) por D(x) = 2x mod 1. Esto es,

2z, 0 <x<1/2;
D@ﬁ_{2x—L'U2§x<L

Figura 5.11: Bosquejo de las graficas del mapeo de duplicacion D, D? y D3.

Es facil verificar que la n-ésima iteracién satisface D"(x) = 2"z mod 1. Luego,
el grafico de D" consiste de 2" lineas rectas con pendiente 2", extendiéndose por el
intervalo [0, 1); ver ﬁguram paran = 1,2,3. Asi, D" mapea cualquier intervalo
de la forma [k/2", (k+1)/2") para k = 0,1,...,2" — 2 en todo el intervalo [0, 1).
El grafico de D" cruza la diagonal y = z en algtiin punto en este intervalo. Luego,
para cada n, existe un punto fijo en cada uno de estos intervalos. Es decir, D"
posee 2" puntos fijos. Por lo tanto, por cada n, D posee 2" puntos periédicos.
Como la longitud de estos intervalos es 1/2"; se tiene que el conjunto de puntos
periédicos de D es denso en [0, 1).

Por otro lado, dado cualquier intervalo abierto J, siempre podemos hallar un
intervalo de la forma [k/2", (k+1)/2") dentro de J para n suficientemente grande.
Asi, D™ mapea J en todo [0,1). Luego, D es transitivo. Esto también prueba
la sensibilidad a las condiciones iniciales al escoger la constante de sensibilidad
B = 1/2. En definitiva, el doubling map es cadtico segin nuestra definicién.

Ejemplo 34 (El mapeo tienda o tent map) Ahora consideramos un pariente con-
tinuo del mapeo de duplicacion, dado por

2¢, 0 <z <1/2;
T@%_{—%+2,U2§x§1
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T es cadtico en [0, 1]. Este hecho se obtiene exactamente de la misma forma que
para el doubling map, usando los graficos de T™ (Tarea: Complete los detalles.);
ver figura [5.12]

Figura 5.12: Bosquejo de las graficas del mapeo tienda T, T? y T3.

Resumiendo, un mapeo caodtico posee tres ingredientes:

1. Es impredecible: debido a la sensibilidad a las condiciones iniciales.

2. Es indescomponible: no se puede romper o descomponer en dos subsis-
temas (dos subconjuntos abiertos invariantes) que no interactien bajo f
debido a la transitividad topolégica.

3. Posee un elemento de regularidad: en medio de todo este comportamien-
to erratico y virtualmente aleatorio hay un elemento de regularidad dado por
los puntos periddicos los cuales son densos.

Por ejemplo, una rotacion irracional del circulo es topolégicamente transitiva
pero no sensible a las condiciones iniciales, pues todos los puntos permanecen
separados una misma distancia bajo iteracion.

Proposicion 5 Suponga que f: I — 1 yg:J — J son conjugados via h, donde
tanto I como J son intervalos cerrados en R de longitud finita. St f es cadtico
en I, entonces g es cadtico en J.
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La proposicién anterior nos asegura que (bajo ciertas condiciones) la dinamica
cadtica se preserva bajo conjugaciones. Luego, esto nos permite hallar un cambio
de coordenadas apropiado que transforme un mapeo en otro mas sencillo o mejor
conocido. Sin embargo, no siempre es posible hallar conjugaciones entre funciones
con dinamica equivalente. Pero siempre podemos relajar el requerimiento de que
la conjugacion sea inyectiva.

Definicién 23 Una funcion continua h donde cada punto en su imagen Im(h)
posea a lo mas n preimdgenes y que satisfaga f o h = ho g se llama una semi-
conjugacion entre f y g.

Segun esta definicién, una semiconjugacion preserva el comportamiento cadtico
en intervalos de longitud finita, pero no necesariamente preserva el periodo de los
ciclos, aunque si mapea ciclos en ciclos.

Ejemplo 35 El mapeo tienda del ejemplo y el mapeo logistico con r = 4
son semiconjugados en [0, 1]. Intuitivamente esto era de esperarse al comparar las

gréficas de las figuras vy [6.12
1

Sea h(z) = 5(1 — cos(2mx)). Entonces h mapea el intervalo [0, 1] en la forma

dos-a-uno sobre si mismo, excepto en z = 1/2, que es la tnica preimagen de 1.
(En particular, h no es invertible, y por ende, no puede ser una conjugacién).
Luego calculamos

WT(z)) — %(1 _ cos(4rz))
1 1

= 573 (2 cos®(2mx) — 1)

= 1—2cos?(272)
_ 4 G _ %cos(zm)) (% + %cos(Qw:c))
= F.(h(2)),

para r = 4.
Luego, h es una semiconjugacion entre T' y F, para r = 4.
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Dado que T es transitivo, recordemos que podemos hallar subintervalos arbi-
trariamente pequenos que se mapean por 1" a todo [0, 1] Luego, por medio de
h, Fy, mapea estas imagenes de estos intervalos a todo [0, 1]. Como h es conti-
nua, las imagenes de estos intervalos también se pueden escoger arbitrariamente
pequenas. Luego, podemos escoger 1/2 como constante de sensibilidad para Fj
también. Recordando del ejemplo que T es cadtico en [0, 1] se obtiene final-
mente el siguiente resultado.

Teorema 20 El mapeo logistico F,(x) = rx(1 — ) con r = 4 es cadtico en el
intervalo [0, 1].

5.3. El conjunto invariante A para r > 4

En lo que sigue denotaremos al mapeo logistico como F' = F,. para simplificar
la notacién siempre que esto no lleve a confusion.

i Qué ocurre para r > 47 Observemos la grafica del mapeo F'(x) para r > 4
en la figura . Notemos que el valor maximo de F'(x) ahora satisface zp; = 7 >
1. Por lo tanto existen puntos en el intervalo I = [0, 1] que abandonan I después
de una iteracién de F'. Sea A el conjunto de tales puntos. En particular, Ay es un
intervalo abierto centrado en % Para todo x € Ay, se tiene lim,,_,o, F"(z) = —00
(;Por qué?).

I, A, L

Figura 5.13: Bosquejo de la grafica de F para r > 4.
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Nos interesa caracterizar aquellos puntos de I que permanecen en [ al iterar
F indefinidamente. Llamaremos

A={zxel: F'(z)el, neZ}

a este conjunto. Es claro que A es invariante bajo F'. Podemos determinar cémo
es el conjunto A en forma progresiva. Por ejemplo, después de una iteracion,
debemos mirar el complemento de Ay, el cual se compone de la unién de dos
intervalos cerrados disjuntos Iy U I3; ver figura [5.13] Andlogamente, sea

Ay ={xzel: F(x) e Ay},

el conjunto de puntos que abandonan I después de dos iteraciones de F', o equi-
valentemente, aquellos puntos que llegan a Ay después de la primera iteracion.
Inductivamente podemos definir A, = {x € I : F"(x) € Ay}, o equivalentemente

A,={xel: F'(x)el para i <n pero F""'(x)¢I}.

Asi, A,, consiste de puntos que escapan de I a la (n + 1)-ésima iteracién y nunca
vuelven a regresar a I. Luego, el complemento de A, son justamente aquellos
puntos de I que permanecen en I (al menos) hasta la (n + 1)-ésima iteracion.
Repitiendo este proceso hasta el limite n — oo, obtendremos el conjunto

A_]\<6An>a

que consiste de aquellos puntos (de existir alguno) que nunca abandonan I.
Podemos caracterizar y estudiar el conjunto invariante A mediante el siguiente
razonamiento. Como vimos mads arriba, a la primera iteraciéon (n = 1), obtenemos
el conjunto I \ Ay consistente en dos intervalos cerrados: I a la izquierda e I; a
la derecha (ver figura . Notemos que F' es creciente en I y decreciente en I.
Luego, F' mapea Iy e I; mondtonamente en I: F(ly) = F(I;) = I. Esto implica
que hay un par de intervalos abiertos —uno en [ y otro en I;— que van a parar
a Ay bajo F. Este par de intervalos es justamente A; (ver figura [5.14). Luego,
después de 2 iteraciones de F' nos quedamos con el conjunto I\ (AgU A;), el cual
consiste de cuatro intervalos cerrados. La figura muestra la grafica de F?.
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PN

A A A

Figura 5.14: El conjunto que abandona I consiste de una coleccién de intervalos abiertos disjuntos; en este caso
se muestra A;.

Luego, F'> mapea cada uno de estos 4 intervalos de I'\ (4gUA;) en todo I. Notemos
que F? alterna crecimiento y decrecimiento en estos cuatro subintervalos. Luego,
cada uno de estos 4 subintervalos en I\ (AgUA;) contiene un subintervalo abierto
que es mapeado por F? en Aj. Estos ultimos son puntos que escapan de I a la
tercera iteracion por F, i.e, componen el conjunto As. Entonces lo que nos queda
en [ luego de la 3ra iteracion es el conjunto que resulta de dividir los intervalos
cerrados en I\ (AgU A7) en tres partes cada uno y “eliminar” las partes del medio
en cada uno. ;Suena conocido?

Continuando con esta construccion, el conjunto A, consiste de 2" intervalos
abiertos disjuntos. Asf, I\ (Ao U --- U A,) consiste de 2" intervalos cerrados.
F™1 mapea monétonamente cada uno de estos intervalos cerrados de I\ (Ag U
- UA,) en I. La gréifica de "1 alterna entre crecimiento y decrecimiento en
estos intervalos. El grafico de F"*! tiene exactamente 2" “jorobas” o méaximos
locales en I. El grafico de F'™ cruza la recta y = x exactamente 2" veces. Por lo
tanto, I tiene 2" puntos fijos y F' posee 2" puntos de periodo n (aunque algunos
de ellos podrian tener periodo minimal mas pequeno, por ejemplo, ser puntos
fijos). De esta manera, la construccién de A nos recuerda a la construccion de un
conjunto de Cantor: A se obtiene al remover sucesivamente intervalos abiertos de
las “partes del medio” de un conjunto de intervalos cerrados.



Sistemas dinamicos no lineales y caos — Pablo Aguirre 167

Figura 5.15: Bosquejo de la grafica de F? para r > 4.

Definicion 24 Un subconjunto de I C R es un conjunto de Cantor topologi-
co si es cerrado, totalmente disconexo y perfecto.

A modo de recuerdo, un subconjunto de R es totalmente disconexo si no con-
tiene intervalos. Mientras que se dice perfecto si todo punto es un punto de acu-
mulacién o punto limite de otros puntos en el mismo conjunto.

En particular, el clasico conjunto de los “medios tercios”de Cantor es un con-
junto de Cantor topoldgico y es también un ejemplo de un fractal, i.e., un con-
junto que es autosimilar bajo magnificaciones. A modo de ejemplo, consideremos
los puntos en el intervalo izquierdo |0, %] Bajo un microscopio que magnifique
este intervalo x3, esta pieza del conjunto de Cantor se ve exactamente como el
conjunto original. De hecho, el mapeo lineal L(x) = 3z mapea la porcién del
Cantor en [0, 3] homeomdrficamente en el conjunto completo en [0, 1]. Este pro-
ceso continia a todo nivel: uno puede magnificar cualquier parte del Cantor en
la etapa n-ésima de la construccion por un factor de 3" y obtener el conjunto
original.

Teorema 21 Si r > 2 + /5 ~ 4,236, entonces A es un conjunto de Cantor
topologico.

El teorema es valido para r > 4 pero la demostracion es mas delicada.



Sistemas dinamicos no lineales y caos — Pablo Aguirre 168

DEMOSTRACION. Paso 1: A es totalmente disconexo. Se puede comprobar que si
r > 2++/5, entonces |F'(z)| > 1 para todo z € IyU I;. En particular existe A > 1
tal que |F'(x)| > A para todo = € A. Aplicando la Regla de la Cadena se obtiene
|((F7) ()] > A"

Supongamos que A no es totalmente disconexo. Si A tuviera intervalos, pode-
mos escoger =,y € A, x # y con [z,y] C A. Entonces |(F") ()| > A", Va € [z, y].
En particular, escojamos n tal que \"|y —z| > 1. Por el Teorema del Valor Medio
se tiene que |F"(y) — F"(x)| > A"|ly — x| > 1. Luego, al menos F"(y) o F"(x)
estd fuera de I. Esto es una contradiccion, pues A C I es invariante.

Paso 2: A es cerrado pues es una interseccion anidada de intervalos cerrados.

Paso 3: A es perfecto. Nuevamente, supongamos que A no es perfecto. Si p € A
fuese un punto aislado, todo punto cercano debe estar en algin Aj y, por lo
tanto, debe abandonar I bajo iteracion de F'.

Opcién 1: Existe una sucesion de puntos extremos de los A; que converge a
p. Notemos que todo punto en un extremo de un intervalo A; estd en A. Estos
puntos van a parar al punto fijo en 0, y se quedan en [ bajo iteraciones de F. (En
particular, esto implica que A no es un conjunto vacio). Por lo tanto, la opcion 1
es un contradiccion.

Opcion 2: Todos los puntos en una vecindad de p son mapeados fuera de [
por alguna potencia de F'. En tal caso, por continuidad, podemos asumir que
F™ mapea p al 0 y todos los otros puntos vecinos van al eje real negativo. Pero
entonces " tiene un méximo en p de manera que (F")'(p) = 0. Por la Regla de
la cadena se tiene F’(F*(p)) = 0 para algtin i < n. Luego, F'(p) = 1/2 € Ay. Pero
entonces F"(p) — —oo, lo cual contradice que F™(p) = 0 € A. Un argumento
analogo es valido si uno asume que F" mapeap a 1. B

5.4. Conjuntos hiperbdlicos en R

En la demostracién anterior ocupamos la propiedad de que |F'(x)| > 1 para
todo = € IyUI; sir > 2+4+/5. Luego, |F'(x)| > 1 para todo € A. La anterior es
una condicién similar a la hiperbolicidad que hemos estudiado para puntos fijos
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y puntos periédicos (|F'(z)| # 1), pero considerdndola como propiedad de todo
un conjunto.

Definicién 25 Un conjunto I' C R es un conjunto hiperbdlico repulsor (resp.
atractor) para |x v+ f(x)| si

= [' es cerrado, acotado e invariante bajo [ y

w eziste N > 0 tal que |(f")'(x)| > 1 (resp. |(f")'(z)| < 1) para todo n > N y
para todo x € T'.

Segun esta definicién, el conjunto de Cantor A para el mapeo logistico F'(x) =
rz(l — z) cuando r > 2 + /5 es un conjunto hiperbélico repulsor con N = 1.
Los conjuntos invariantes hiperbolicos son un arquetipo para comportamiento
complicado de sistemas dinamicos.

5.5. Exponentes de Lyapunov

Hemos visto que el mapeo logistico puede exhibir érbitas aperiodicas para cier-
tos valores de parametros, pero ;Cémo sabemos si esto es realmente caos? Para
ser llamado “cadtico”, un sistema debe también mostrar dependencia sensitiva a
las condiciones iniciales, en el sentido que orbitas vecinas se separan exponencial-
mente rapido, en promedio.

Consideremos un sistema a tiempo discreto x — f(x), € R. Sea un punto x;
en un conjunto caodtico y tomemos un punto vecino xy + 9y, donde la separacién
inicial dg es extremadamente pequena. Luego, aplicamos el mapeo iterativo n
veces a cada punto y consideramos el valor absoluto de la diferencia entre esos
resultados:

O = [f" (w0 + do) — " (20)].
Esta es la separacion de las orbitas después de n iteraciones. Si el comportamiento
es cadtico, esperamos que esta distancia d,, crezca exponencialmente con n. Si ¢, ~
6ole™, entonces decimos que A es el exponente de Lyapunov. Un exponente
de Lyapunov positivo indica que hay sensibilidad a las condiciones iniciales y, por
ende, es una caracteristica del caos.
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Derivemos una férmula més precisa para A. Escribamos

On . |fn(x0+50) _fn(x0)| —~ en/\

—_— ~

|60 |60

o equivalentemente
1 | (o + &) — f*(20)

A\~
n (50

(5.2)

La ecuacién (5.2) define el exponente de Lyapunov A para la drbita de zg. Si
ahora hacemos dy — 0, en el lado derecho de (j5.2)) obtenemos:

Ax () (o)l

Aplicando la regla de la cadena, la derivada de f" se puede expresar como el
producto de n derivadas de f evaluadas en los puntos zg, z1, 29, ... de la orbita
de x(. Luego, obtenemos

1 1 n—1
A I (| @)l )]+ 1f een)) =~ T ().
=0
o bien X
1 —
AR > " In|f (@), (5.3)
1=0

La expresién es una medida de la tasa exponencial de expansion de f tomada
en promedio a lo largo de los n primeros puntos de la orbita de xy. Si posee
un limite cuando n — oo, definimos el limite como el exponente de Lyapunov
para la orbita que comienza en xg:

n—1

1
= tim (=S In|f(z)] ] -
\ nggo(n;nfw)

Notemos que A depende de z(. Sin embargo, se puede demostrar que es el mismo
valor para todo x en la cuenca de atraccién de un atractor dado. Para puntos fijos
y puntos periodicos estables, A es negativo; para conjuntos invariantes caoticos,
A es positivo.
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Ejemplo 36 Supongamos que xj es un punto p-periodico del mapeo f. Mostra-
remos que el exponente de Lyapunov A < 0.

Como es usual, transformamos las preguntas sobre p-ciclos de f en preguntas
sobre puntos fijos de fP. De hecho, notemos que xy es un punto fijo de f?. Como
el ciclo es estable, xy es un punto fijo estable de f? y el multiplicador satisface
|(f7) (x0)| < 1. Por lo tanto,

I |(7) (ao)| < In(1) = 0.

Es facil verificar entonces que la érbita perfodica completa {zg, 21, ..., 2,_1} tam-
bién posee (el mismo) exponente de Lyapunov negativo.

Ejemplo 37 Consideremos ahora el mapeo tienda (tent map) general:

re, 0<xz<1/2;
T(I>_{r—r$, 1/2<zx<1;

para0 <r <2y 0 <z < 1. Notemos que este mapeo generaliza al del ejemplo [34]
Dado que f’(z) = +r para todo = (en z = % consideramos derivadas laterales),
tenemos que

n—1
/ 1 / _
A= nh_)rrolo (ﬁ E_O In|f (a:z)|> =Inr.

Luego, esto sugiere que el mapeo tienda posee comportamiento cadtico para todo
r > 1—o al menos, sensibilidad a las condiciones iniciales— y no solo para r = 2
como se afirmo en el ejemplo [34]

5.5.1. Estimando exponentes de Lyapunov numéricamente

En muchos casos, el exponente de Lyapunov debe ser calculado numéricamen-
te. Supongamos que calculamos computacionalmente una érbita de un mapeo
f que asumimos conocido, por ejemplo el mapeo logistico. Podemos calcular su
exponente de Lyapunov como un indicador de si este sistema dindmico es cadtico
o no siguiendo los siguientes pasos:

1. Escoja una condicion inicial al azar en el dominio de f.
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2. Itere el mapeo f un tiempo suficientemente largo como para que los transien-
tes decaigan, i.e, para que la érbita se acerque a su conjunto atractor. Pueden
ser 300 iteraciones o algo asi, todo depende de la eleccién particular de f.

3. A continuacion, calcule un numero adicional de iteraciones de la misma Orbi-
ta, digamos 10.000, a partir del dltimo punto calculado en el paso anterior.

4. Para cada uno de los 10.000 puntos x; de la érbita obtenida en el paso
anterior, calcule In | f'(z;)].

5. El exponente de Lyapunov es entonces aproximado por el promedio
1 n
A\~ EZIHU/(%)"
1=1
donde n = 10,000 en este ejemplo.

5.5.2. Escalamiento universal del exponente de Lyapunov

Podemos monitorear cémo el exponente de Lyapunov cambia a medida que un
parametro de control varia y el sistema se vuelve caético. La figura muestra
el exponente de Lyapunov para el mapeo logistico (/5.1)) ploteado como funcién del
parametro r. (Un grafico similar puede obtenerse con el procedimiento explicado
en la seccién anterior al repetir dicho algoritmo “barriendo” los distintos valores
de r en un rango dado. Hazlo ti también en casal!) Para r < 3,5699... = r, €l
exponente de Lyapunov es negativo excepto en los puntos de bifurcacion, donde
ocurren las duplicaciones de periodo. En estos puntos el exponente de Lyapu-
nov es igual a 0. Para r > r., el exponente de Lyapunov es positivo pero con
caldas ocasionales por debajo de 0 siempre que ocurra una ventana periddica.
Si ignoramos estas caidas a valores negativos, entonces vemos que el exponente
de Lyapunov crece a medida que r aumenta mas alla de r,. Decimos que el sis-
tema se vuelve mds cadtico a medida que r se incrementa, donde el “grado de
caoticidad” (cuantificado por la divergencia de dérbitas cercanas) crece con r.

De hecho, para r > r,,, podemos predecir este crecimiento como

In2

Ar) = Ao(r = 700) 1w (5.4)
— /\O<T . Too)0’445"'-
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Exponentes de Lyapunov para el mapeo logistico

0.5 ' -

: & a |

-1.5 - T

3.5 3.85 3.6 3.65 3.7 3.75 3.8 3.85 3.9 3.95 4

3.5 355 3.6 3.65 3.7 375 3.8 3.85 3.9 395 4
Parametror

Figura 5.16: El exponente de Lyapunov A\ para el mapeo logfstico toma valores positivos en concordancia con
los valores del parametro r para los cuales el sistema es cadtico.
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Aqui, Ay es una constante, y 0 es una vez mas la constante de Feigenbaum ¢ ~
4,669 . ... La derivacion de esta formula y de como obtener el valor de Ay puede
hallarse en [9].

La ecuacién nos da capacidades predictivas: Si vemos que un sistema
se vuelve cadtico mediante una cascada de duplicaciones de periodo, entonces
podemos predecir qué tan caético serd (en términos del exponente de Lyapunov)
como funcién del parametro de control.

5.5.3. Comportamiento ergddico

Otro método importante relacionado con los exponentes de Lyapunov para
caracterizar un conjunto cadtico hace uso de una distribucién de probabilidad.
En términos generales, nos interesa saber cual es la probabilidad de que una
orbita dada visite una region particular del espacio de fase.

Si ¢ es una medida de probabilidad y si la dindmica del sistema viene dada
por un mapeo medible z — f(x), entonces decimos que p es una medida de
probabilidad invariante si p(A) = p (f~'(A)) para todo conjunto medible A.
Aqui, el término medida se usa en el sentido de peso: Mientras més veces una
region del espacio de fase sea visitada, mayor sera su medida o peso. El término
tnvariante significa que la distribucién resultante no cambia bajo la dindmica del
sistema. Por ejemplo, si el espacio de estados es simplemente el eje real, podemos
dividir este eje en pequenos intervalos o celdas. Luego, la probabilidad de hallar
la o6rbita en la i-ésima celda es

pi = p(i) :/1(1 p(x)dz,

donde z; etiqueta la ubicacion de la celda i-ésima. Interpretamos p(z)dz como
la probabilidad de que la érbita visite el intervalo entre x y x + dx. Para la
mayoria de los sistemas dinamicos, debemos hallar la distribucién de probabilidad
numéricamente al calcular diferentes 6rbitas y estimar las frecuencias relativas de
ocurrencias o visitas a cada celda.

Una de las razones para enfocarnos en las distribuciones invariantes para un sis-
tema dinamico dado, si existen, es que nos da una manera alternativa de calcular
propiedades promedio del sistema como, por ejemplo, el exponente de Lyapunov.
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La idea es la siguiente: consideremos alguna propiedad u observable G del
sistema, el cual depende del valor de la variable x del espacio de estados. Por
ejemplo, G(x) podria ser la temperatura dentro de un reactor quimico hipotético
en funcion de la cantidad de un cierto reactante x durante una reacciéon quimica.
Conocemos la regla mediante la cual x cambia en el tiempo (la reaccién quimica
o sistema dindmico), pero en la préctica solo podemos medir directamente G(z)
(la temperatura) y no x una vez que la reaccién ha iniciado —por ello, decimos
que G es un observable de la cantidad x. Podemos definir el promedio temporal
de G como

G- % /O Gla(t))dt, (5.5)
o bien,

_ 1 &

G, = N;G(x(ti)). (5.6)

La forma integral es util si conocemos z(t) como una funcién continua del
tiempo (un resultado analitico). La forma de suma se ocupa para series
de tiempo discretas de valores. En este iltimo caso, ty = T'. La idea en ambos
casos es seguir G como una funcién del tiempo para un intervalo de duracion T’
y calcular el valor promedio de GG sobre ese intervalo. Por supuesto, cominmente
queremos que 1" sea suficientemente grande para que podamos muestrear el rango
completo de comportamientos del sistema. Luego, usualmente anadimos el limite
T — oo.

Alternativamente, podemos evaluar el promedio espacial de G al encontrar
GG como funciéon de x y multiplicar ese valor por la probabilidad de que el sistema
visite el intervalo [z, x + dx]:

G) = /G(x)p(x)da: (5.7)

= ZG(SUZ)])Z

En la forma integral de (5.7)), asumimos que hemos evaluado la distribucién de
probabilidad (continua) p(x). En la forma de suma, sumamos sobre los M inter-
valos (o cajas) que dividan la region del atractor en el espacio de fase.
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Si el promedio en (5.5) o (5.6]) es igual al promedio en (5.7]), decimos que el

sistema es ergddico. Es decir, los promedios temporales son iguales a los prome-
dios espaciales, donde el promedio espacial esta ponderado por la probabilidad
de que una oOrbita visite una porcion particular del espacio de fase.

Ejemplo 38 Calculemos el exponente de Lyapunov para el mapeo logistico (5.1
cuando el parametro r = 4. Para este valor de r, se puede demostrar (ver [17])
que la distribucién de probabilidad asociada p(z) es

1

ple) = /(1 — 1)

Ademss, segin lo visto en ([5.3), el valor “puntual.® “local” del exponente de
Lyapunov esta dado por

A(z) = In[f(z)].
Podemos calcular el exponente de Lyapunov al hacer uso de la distribucién de
probabilidad p(x):

! 1
A= A dr = x.
/0 ( )7T\/£L‘(1—$) mJo +x(l—uz)

Si ahora hacemos la sustitucién z = sin?(7y/2), hallamos que

1 (tIn|4(1 -2
n [4( fc)ld

1
A= / In |4 cos(my)|dy = In 2.
0

El exponente de Lyapunov para el mapeo logistico con r = 4 es positivo. Su
valor, A = In 2, es el mismo para el mapeo tienda con r = 2 obtenido en el ejem-
plo B7. Esto no es coincidencia: el mapeo logistico con r = 4 es semiconjugado al
mapeo tienda con r = 2 segun el ejemplo [35]. De hecho, esto es una manifestacién
de un resultado mas general: El exponente de Lyapunov es independiente de los
cambios de coordenadas.

Proposicién 6 Si dos sistemas dindmicos x — f(x), y — g(z) son conjugados,
entonces poseen el mismo exponente de Lyapunov.
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Este resultado es importante pues cuando caracterizamos experimentalmen-
te un sistema, la sefial (o cantidad) que registramos (G(x)) muchas veces no es
la misma que la variable dindmica (x) que buscamos caracterizar. Por ejemplo,
si estamos monitoreando la temperatura (z) de un fluido turbulento, entonces
podriamos registrar los valores de la senal eléctrica (G(z)) de una sonda de tem-
peratura. Luego podemos usar los valores registrados de la senal eléctrica di-
rectamente para calcular el exponente de Lyapunov para el sistema, pues este
exponente es independiente del cambio de variables (siempre que sea uno-a-uno)
que se use para convertir temperatura en voltaje eléctrico. Mas ain, si el sistema
es ergddico, no es necesario conocer (o estimar) la distribucién de probabilidad
p(x) para evaluar el promedio espacial , sino que basta calcular el promedio

temporal de G(z(t)) (5.5) o (5.6) a lo largo de una solucién x(t).

5.6. Ejercicios

1. Pruebe que Fy(x) = 22(1 — x) satisface: si 0 < z < 1, entonces Fj'(z) — 1/2
cuando n — oo.

2. Bosqueje el grafico de F}'(x) en el intervalo unitario, donde Fy(x) = 4z (1—x).
Concluya que Fj tienen al menos 2" puntos peridédicos de periodo n.

3. Verifique que el mapeo logistico tiene un 2-ciclo para todo r > 3.

4. Reproduzca el diagrama de la figura [5.5} Utilizando un computador, itere el
mapeo logistico desde una condicién inicial fija, descarte el transiente de la
orbita calculada y grafique las coordenadas del conjunto atractor resutante
en el plano (z,7). Repita el proceso “barriendo” el intervalo r € [0, 4].

5. Repita el ejercicio anterior para cada uno de los siguientes mapeos. Asegurese
de usar un rango suficientemente grande para r y x de tal forma de incluir
los principales detalles de interés. Ademas, pruebe con diferentes condiciones
iniciales, por si acaso sea relevante:

(a) Tpp1 = 2, "(17%) (Ruta al caos por duplicacién de perfodo estandar);
(b) xp+1 = e "™ (Una duplicacion de periodo y eso es todo);
(¢) py1 = rcosz, (Duplicacién de periodo y caos por montones).
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6. Considere el mapeo cuadratico z,.+1 = 22 + c.
(a) Encuentre y clasifique todos los puntos fijos como funcién de c.
(b) Encuentre los valores de ¢ en los cuales los puntos fijos se bifurcan, y
clasifique esas bifurcaciones.
(c) ¢{Para qué valores de ¢ hay un 2-ciclo estable?
(d) Dibuje un diagrama de bifurcacion parcial indicando puntos fijos, 2-ciclos
y su estabilidad.

7. Demuestre que el mapeo logistico x,11 = rz,(1 —x,) es conjugado al mapeo
cuadrético y,+1 = y2 + ¢ mediante un cambio de variables lineal de la forma
rn = ay, + b, donde a, b se deben determinar.

8. Este problema intenta relacionar los contenidos de este capitulo con la apa-
ricién de caos en el modelo de Rossler; ver seccion 4.5 Considere una 6rbita
periédica estable de un campo de vectores en R? que pasa por una cascada
de duplicaciones de periodo al caos.

a) Haga un bosquejo de la dindmica en el espacio de fase tridimensional
antes y después de la primera duplicacién de periodo.

b) Explique el concepto de un mapeo de Poincaré en una seccion transversal
bidimensional apropiada.

¢) Bosqueje la dindmica del mapeo de Poincaré antes y después de la pri-
mera duplicacién de periodo. ;En qué consiste el conjunto atractor del
mapeo de Poincaré en cada caso? Describa brevemente el bosquejo.

d) Bosqueje la secuencia de atractores del mapeo de Poincaré a lo largo de
toda la ruta al caos. Describa brevemente el bosquejo.

e) Explique en términos de “estirar y doblar”, por qué la dindmica del
sistema es cadtica después de la secuencia de duplicaciéon de periodo.

9. Considere el mapeo ctibico x,,1 = f(x,), donde f(z,) = 23 — Az, para
A > 0.
(a) Encuentre todos los puntos periédicos y clasifiquelos cuando 0 < A < 1.
(b) Demuestre que, si |z| es suficientemente grande, entonces |f"(x)| — oo.
(c) Demuestre que si A es suficientemente grande, entonces el conjunto de
puntos que no tienden a infinito es un conjunto de Cantor.
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10.

11.

12.

13.

14.

Sea z,.1 = f(x,), donde f(z) = —(1+r)z — 2% — 223,

(a) Clasifique la estabilidad lineal del punto fijo * = 0.

(b) Demuestre que ocurre una bifurcacién flip en 2* = 0 cuando r = 0.

(c) Al considerar los primeros términos en la serie de Taylor para f?(z) (o por
algin otro método), demuestre que existe un 2-ciclo inestable para r < 0
y que este ciclo colapsa con z* = 0 cuando r tiende por abajo a r = 0.
(Bifurcacién flip subcritica).

(d) {Cuél es el comportamiento en el largo plazo de las érbitas que empiezan
cerca de x* = 0, tanto para r < 0 como para r > 07

Complete los detalles del ejemplo para probar que el doubling map es
caotico.

Complete los detalles del ejemplo [34] para probar que el tent map es cadtico:
2x 0<z<i
T — ’ — — 2
v T(x) {2(1—x),%§x§1.

a) Use el gréafico de T™ para concluir que 7' tiene exactamente 2" puntos
periédicos de periodo n. (Algunos de estos puntos periodicos podrian
corresponder a puntos con un “periodo minimal” menor, por ejemplo,
puntos fijos.)

b) Pruebe que el conjunto de todos los puntos periodicos de 7" es denso en
[0,1].

¢) Demuestre que 7T es transitivo.

d) Calcule el exponente de Lyapunov para concluir que 7" exhibe sensibili-
dad a las condiciones iniciales.

Demuestre que el mapeo del panadero (Baker’s map)
2z, 0 <x<1/2;
B(x)_{ 20 —1, 1/2<z<1.
es cadtico en [0, 1].
Sean f: I — Iy g:J — J dos aplicaciones que definen sistemas dinami-

cos discretos, donde I y J son intervalos cerrados en R de longitud finita.
Suponga que f y g son conjugados mediante el homeomorfismo h : I — J.
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15.

16.
17.

a) Demuestre que h mapea puntos periédicos de f en puntos periédicos
de g.

b) Demuestre que si f es cadtico en I, entonces g es cadtico en J.
Sugerencia: Suponga que [ posee constante de sensibilidad [ y pruebe
que h lleva intervalos de longitud B en I en intervalos de longitud (al
menos) ' en J, para cierto f° > 0.

Suponga que f,g : [0,1] — [0,1] y que existe una semiconjugacién de f
a g. Suponga que f es cadtico en [0, 1]. Demuestre que g es también cadtico
en [0, 1].

Demuestre que el mapeo f : S' — St dado por f(#) = 20 es cadtico.
Considere el mapeo definido en el intervalo unitario [0, 1] dado por
Tpi1 =102, (mod 1) & 2z f(z) =10z (mod 1).

(Aqui, “mod 17 significa que consideramos sélo la parte no-entera de z. Por
ej., 2,63 (mod 1) = 0,63). Demuestre que la dindmica del mapeo es
caodtica siguiendo los siguientes pasos:

(a) Encuentre los puntos fijos.

Ayuda: Escriba los puntos x, en forma decimal; por ej., }l = 0,25, m =
3,141592. .., etc.
(b) Para x,, = 0,142857142857142... = 0.142857 € Q, calcule z,4.  Qué

clase de orbita posee x,,7

(c¢) Pruebe que el mapeo posee un nimero infinito numerable de puntos
periodicos de todos los periodos posibles, y que todos ellos son inestables.
Use esto para probar que el conjunto de érbitas periodicas del mapeo
es denso en [0, 1]. Ayuda: Para cada entero p > 1, dé un ejemplo de un
punto de periodo p.

(d) Demuestre que el mapeo tiene un nimero infinito no-numerable de 6rbi-
tas aperiodicas.

(e) Demuestre que el mapeo es transitivo.
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18.

19.

20.

21.

22.

(f) Demuestre que el mapeo posee sensibilidad a las condiciones iniciales.

Sea F, es el mapeo logfstico con r > 2 4+ /5, y sea Q(F,) el conjunto de
puntos no-errantes de Fj.

a) Demuestre que Q(F,) es cerrado.
b) Demuestre que Q(F,) = A.
¢) Determine 2(F}) para cada r con 0 < r < 3.

Un punto p es recurrente si, para cualquier intervalo abierto J alrededor de
p, existe n > 0 tal que f"(p) € J. Claramente todos los puntos periédicos
son recurrentes.

a) Dé un ejemplo de un punto recurrente no-periédico para F, con r >
2 + /5.

b) Dé un ejemplo de un punto no-errante para F, que no sea recurrente.

Considere una funcién tienda diferente definida en todo R por

B 3z, ©<1/2;
T<x)_{—3:c—|—3, 1/2 < .

Identifique el conjunto de puntos A cuyas d6rbitas no se van a —oo. jQué se
puede decir de la dindmica en este conjunto?

Realice un estudio del mapeo seno (sine map) z,+1 = asin(mz,), para 0 <
xr < 1, y donde a > 0 es un parametro. Encuentre puntos fijos y puntos
periddicos y derive un diagrama de bifurcacién parcial. Identifique y describa
el conjunto invariante A. ;Existen valores de a tal que A sea un conjunto de
Cantor topologico?

Considere la funcién f(z) = 23 — A\x para A > 0.

a) Encuentre todos los puntos perfodicos y clasifiquelos cuando 0 < A < 1.

b) Pruebe que, si |z| es suficientemente grande, entonces | f"(z)| — oo.

c) Pruebe que si A es suficientemente grande, entonces el conjunto de puntos
que no tienden a infinito es un conjunto de Cantor.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Pruebe que el conjunto de Cantor “estandar” de los tercios medios es cerrado,
no vacio, perfecto y totalmente disconexo. Adicionalmente, pruebe que es un
conjunto no numerable y posee medida cero.

Muestre que para 1 < r < 3y r # 2, el exponente de Lyapunov del mapeo
logistico F.(z) =rz(l —x) es A =1n|2 — 7|,

Muestre que, en la n-ésima etapa de la construccién del conjunto de Cantor
“estandar”, la suma de las longitudes de los intervalos no removidos es

n—1 7
1 2
1—= = :
(20
1=0
Concluya que la suma de las longitudes de estos intervalos tiende a 0 cuando
n — oo.

Sea I el conjunto de Cantor “estandar”. Pruebe que el mapeo lineal L(z) =
3z mapea I' N [0, 5] homeomdrficamente a T'.

Generalice el problema anterior para mostrar que la porciéon de I' contenida
en un intervalo no removido en la n-ésima etapa de la construcciéon de I' es
homeomorfo a I'.

Encuentre el exponente de Lyapunov del mapeo del panadero generalizado
B,, (del inglés “baker’s map”) y determine los valores de p > 0 para los
cuales B, posee sensibilidad a las condiciones iniciales:

| 2pa, 0<z<3,
xHB“(x)_{,u(Qx—l),%gxgl.
Sea
3z, 0<az<s,
v fz) =% 2—3z, §<z<E,
3—3z, 2<zx<l1

Encuentre el exponente de Lyapunov de f y muestre directamente que posee
sensibilidad a las condiciones iniciales.
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30. Un punto yp se dice asintéticamente periodico si su érbita converge a
una orbita perfodica {xg, x1,..., 2t 1} para algin periodo k € Z*. En otras
palabras, lim,, . |y, — 5| = 0.

a) Defina el nimero de Lyapunov L(z() de un punto z; como

Liwo) = T (1f (o)l [/ x0)] -+ £ ()]

3=

Demuestre que si L es el numero de Lyapunov de zy bajo el mapeo f,
entonces L” es el nimero de Lyapunov de xy bajo f*.

b) Suponga que un punto yy es asintéticamente periodico a un punto periodi-
co xg tal que f'(yx) # 0 para todo k. Demuestre que A(yg) = A(xp)
siempre que ambos exponentes de Lyapunov existan.



Capitulo 6

Nociones de dinamica simbdlica

En el capitulo anterior descubrimos que el mapeo logistico
F(z)=rz(l — )

con r = 4 es cadtico en el intervalo [0, 1]. ; Pero como podemos describir el mapeo
logistico para r > 4?7 Sabemos que para r > 24 +/5 el conjunto invariante A de F
es topoldgicamente equivalente a un conjunto de Cantor. Presumiblemente, esté
pasando algo “cadtico” en la restricciéon de F' a A: Dado que A es un conjunto
hiperbodlico repulsor, todos los puntos en A tienden a alejarse de sus vecinos bajo
iteraciones de F'. Pero al mismo tiempo, dado que A es invariante, todas las
6rbitas permanecen confinadas en A. Mas ain, A es compacto, y las érbitas en A
estan contenidas en el intervalo I = [0, 1]. Sabiendo todo esto, ;Cémo caracterizar
“facilmente” la dindmica de F’ restringida a A7

Para esto, necesitamos incorporar ideas de dinamica simbdlica, las cuales nos
llevaran a expresar una dinamica cualitativamente equivalente mediante una re-
presentacion muchisimo mas simple y basica. Tan simple y basica que podremos
comprender y explicar completamente la increible complejidad del mapeo logistico
para r > 4 de una forma muy sencilla.

Recordemos que dividimos el intervalo I = [0,1] en I = Iy U Ay U I3; ver
figura [5.13] Llamamos A al conjunto invariante del mapeo logistico. Dedujimos
que para r > 4, el conjunto A posee las siguientes propiedades:

= A\ estd contenido en Iy U I y es un conjunto de Cantor topolégico.

= Orbitas de puntos en Aj se van a —oo.

184
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= A =T\ ~,A,, donde A, es el conjunto de puntos en I cuya n-ésima
iteracién cae en Aj.

Sabemos que si z € A, toda su érbita O(z) estd en Iy U Iy; ver figura 5.13] Es
decir, cada punto de la érbita O(x) debe caer o bien en Iy o en [;. Esto sugiere
introducir el siguiente concepto.

Definiciéon 26 Llamaremos el itinerario de x a la sucesion S(x) = (sps152...),

donde .
0, si Fi(x) € I,
T 1, si Fi(z) € 1.

El itinerario de x es una secuencia infinita de 0’s y 1’s. Simplemente observa-
mos cémo F7(z) “rebota” entre Iy e I; y asignamos un 0 o un 1 en la j-ésima
coordenada de S(z) dependiendo en cuél intervalo caiga F(z).

Ejemplo 39 El punto fijo x = 0 tiene itinerario S(0) = (000...). El punto x = 1
tiene itinerario S(1) = (1000...). El punto fijo = x* tiene itinerario S(z*) =
(111...). Un 2-ciclo que salte entre Iy e I; tiene itinerario (010101...) = (01...)
0(101010...) = (10...), donde 01 denota a la secuencia con el bloque 01 repetido
infinitamente.

Intentemos ampliar a continuacién esta idea de secuencias de simbolos para
entender los itinerarios de 6rbitas mas generales.

6.1. Secuencias infinitas de dos simbolos

Sea Y la coleccion de todas las secuencias infinitas de 0’s y 1’s (si se escoge
cualquier otro par de simbolos, toda la descripcién que sigue resulta equivalente).
Asi, una secuencia s € X si y sblo si s = (sps182...), donde cada entrada s; €
{0,1}, Vi. En particular, si € A, el itinerario S(z) es un punto en el conjunto
Y. Luego, podemos pensar en S como una aplicacién S : A — X, que toma un
punto x € A y nos entrega el itinerario de la érbita O(x).

Definicién 27 Consideremos dos elementos s,5 en i:

s = (sp$182-..),
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5= (505152 . ..).

Definimos la distancia entre dos secuencias s y 5§ como:

2.6 _ 3.
o) =Y 5 donde a={ ] 0
i=0 ) 1 (N

Notemos que
o0

1 1
d(S,g) S - =

— =2
c9i T 1-1/2

Luego, la serie converge y la métrica estd bien definida. Con esta nocién de
distancia, dos secuencias estan “cerca” si y solo si coinciden a lo largo de todo
un extenso bloque inicial. La razon es la siguiente: Si s; = 5;, parat=20,1,...,n,
entonces Zio% < 2% Mientras mayor es n (i.e., mientras mas “se parecen” las
secuencias), menor es la distancia. Reciprocamente, si d(s, §) < 1/2" (i.e., las dos
secuencias son cercanas), entonces s; = 5;, para ¢ = 0,1, ..., n. Tarea: Complete
los detalles.

El siguiente teorema nos dice que X es topologicamente equivalente al conjunto

invariante A del mapeo logistico para todo r suficientemente grande.

Teorema 22 Si r > 2 + /5 ~ 4,236, entonces la aplicacion S : A — ¥ que
toma un punto x € A y nos entrega el itinerario de su orbita O(x) es un homeo-
morfismo.

DEMOSTRACION. Paso 1: Probaremos que S es inyectiva. Sean x,y € A y suponga
que S(z) = S(y) (i.e., x e y tienen el mismo itinerario) pero x # y. Sin pérdida de
generalidad podemos asumir que = < y. Luego, para cada n, F"(x) y F"(y) caen
en el mismo lado de 1/2: I o bien Iy; ver figura [5.13] Luego, F' es mondtona en
el intervalo entre F"(x) y F"(y), pues F' es monétona creciente en [y y mondétona
decreciente en I. En particular, [F"(x), F"(y)] N Ay = 0. Entonces, todos los
puntos en [F"(z), F"(y)] permanecen en Iy U I; cuando les aplicamos F, y por lo
tanto, no abandonan el intervalo [0, 1].

Ahora bien, |F'| > K > 1 en todos los puntos de este intervalo: Cada iteracién
de F' expande este intervalo en un factor de K. Por lo tanto, la distancia entre
F™(z) y F"(y) crece sin cota, y asi estos dos puntos deben eventualmente caer
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en lados opuestos de Ag. Entonces, S(z) # S(y).

Paso 2: Probaremos que S es sobreyectiva. Sea J C I un intervalo cerrado. Las
preiméagenes de J son de la forma

F7"(J)={xel: F'(x) e J}.

Por ejemplo, F'71(.J) consiste de dos subintervalos, uno en Iy y otro en I; como
en la figura [6.1]

___________________________

Figura 6.1: Si J C I es un intervalo cerrado, su preimagen F~1(.J) consiste de dos subintervalos, uno en Iy y
otro en Ij.

Sea s = (s9s152...) € X. Debemos hallar x € A tal que S(z) = s. Para la
secuencia especificada por s definimos:

Ls,s, = {zel:xel,,Flx)el,,....F"(z)€l,}
= I,NF(L,)n...nF™I,).

Por ejemplo, I11g = {z € [ : v € I}, F(x) € I},F*(x) € Iy} = LN FYI}) N
F72(1).

El conjunto I, s, s, contiene todos aquellos puntos en A cuyos itinerarios coin-
ciden con s (al menos) hasta la n-ésima coordenada.
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Probaremos que I, . s, forma una secuencia anidada de intervalos cerrados no-
vacios cuando n — oco. En tal caso, (1),>q Isys,...s, serfa no vacio y aquel elemento
T € ()50 Lsyss...s, €s el candidato para tener S(z) = s.

Notemos que
Liysy.s, = Ly N F NI, 05)).

Por ejemplo: Liiyw=1iN F_1<]1()> C I, donde F_l(Il()) = F_1(11> N F_2(10> pues
Lio=1 ﬂFfl(Io) C I;. Por induccién, dado que F' es continua e I, I; son cerrados
no vacios, podemos asumir que I, ..., es un subintervalo no-vacio. Entonces, por
la observacion de la figura , F~1(I,,...,) consiste de dos subintervalos cerrados,
uno en Iy y otro en I;. Luego, I, s, = L5, N F‘l(lsl...sn) es un solo intervalo
cerrado. Estos intervalos son anidados pues

Isosl...sn =1

S0 *Sn—1

NF (1) C Iy, .-

Por lo tanto, (),,~q Isys;...s, € no vacio.

Siz € N,=0 Lsgsr...s,, entonces v € Iy, F(z) € I, ete. Luego, S(z) = (s¢s1...) =
s. Por lo tanto, S es sobreyectiva.

Notemos que [),,>¢ Lsys,...s, consiste de un tinico punto, pues S es una biyeccion.
En particular, diam(I,,, ., ) — 0 cuando n — oo.

Paso 3: Probaremos que S es continua. Sea v € A con S(z) = (s¢$152...) ¥
sea € > 0. Sea n tal que 1/2" < e. Considere los subintervalos cerrados Iy, .+,
definidos para todas las posibles combinaciones tyt; .. .t, de 0’s y 1’s. Estos subin-
tervalos son todos disjuntos y A estd contenido en su unién. Existen 2"! de tales
subintervalos y I, s, —asociado a S(z) = (s¢s152...)— es uno de ellos. Pode-
mos escoger d tal que si |[r —y| < d ey € A entonces y € I, .. Luego, S(y)
coincide con S(x) en los primeros n+ 1 términos. Luego, se puede comprobar que

d(S(x), S(y)) < Qi <

Paso 4: S~ también es continua: Tarca. B
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6.2. El mapeo shift

El teorema anterior nos dice que, como conjuntos, A y ¥ son lo mismo, esto
es, un Cantor topoldgico. Ahora esto nos permite construir un mapeo o : X — X
definido en el espacio de secuencias X con las siguientes propiedades:

1. o es conjugado a F' restringido a A;
2. 0 es cadtico;

3. 0 es lo suficientemente sencillo como para ser completamente entendible
como un sistema dindmico.

De esta forma, la codificacién en itinerarios que nos da el homeomorfismo S
también nos dara una relacion de equivalencia entre la dindmica de F' en A y la
de o en 2.

Definicién 28 Definimos la aplicacion shift como o : ¥ — ¥ dada por
s =(s08182...) > o(s) = (s182...).

Notemos que el mapeo shift toma una secuencia s y la traslada una unidad
hacia la izquierda, “olvidando” la primera entrada de la secuencia.

Ejemplo 40 Claramente, o posee exactamente dos puntos fijos: (1) y (0). En
particular, las érbitas de secuencias con bloques que se repiten periédicamente
son periddicas bajo iteracién de o. Por ejemplo, consideremos la secuencia (10).
Tenemos: (10) = (01), 0(01) = (10). Luego, 0?(10) = (10). Por lo tanto, la érbita
de (10) es una drbita de perfodo 2 de o,

Ejemplo 41 Cada secuencia (sgs1S2 . ..) tiene 2 preimégenes por o: (0sps1s3. . .)
v (1595152 . . .). Por ejemplo, la secuencia (010. . .) tiene como preimagenes (0010.. .)
v (1010...).

Proposicion 7 La aplicacion shift es continua en la métrica de Y definida an-
teriormente.
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DEMOSTRACION. Tarea. B

Queremos estudiar la dinamica de o en >, es decir, el comportamiento de
orbitas de puntos en X bajo iteracion de o. El siguiente teorema nos da una
relacion de equivalencia entre o y el mapeo logistico en su conjunto invariante A.

Teorema 23 Sir > 2 + /5 ~ 4,236, la aplicacion S : A — ¥ es una conjuga-
cion entre F y o.

DEMOSTRACION. Ya sabemos que S es un homeomorfismo. Falta probar que
Sol=00S.

Sea xy € Ay supongamos que S(zg) = (505152 . . .). Entonces tenemos: zg € I,
F(xzo) € I, F*(z0) € I,, etc. Esto significa que también conocemos el itinerario
de F(xg), esto es, S(F(xg)) = (s18283...). Asi, S(F(xg)) = o(S(xp)). A

El resto de esta seccién la dedicaremos a encontrar mas propiedades sobre el
mapeo shift 0. Gracias al teorema anterior, todo lo que digamos sobre o tam-
bién sera valido para la restriccién del mapeo logistico a su conjunto invariante A.

Orbitas perioddicas de periodo k. A partir de los ejemplos anteriores, es facil
ver que para cualquier k fijo, las érbitas de o que tienen periodo k£ corresponden
a aquellas d6rbitas de secuencias que contienen bloques de 0’s y 1’s de longitud &
que se repiten periddicamente: (5951 -.-85;_1)-

Dado un k fijo, el nimero de secuencias que tienen un bloque de longitud &
que se repite periddicamente es finito (el niimero de combinaciones de 0’s y 1’s en
bloques de longitud k es finito). Por lo tanto, o posee un ntimero infinito nu-
merable de 6rbitas periddicas de todos los posibles periodos k = 1,2, 3,4, ...
Por ejemplo,

= Periodo 1: (1), (0).

= Periodo 2: (10) — (01) — (10).

(011) —> (110)

= Perfodo 3: (001) — (010) — (100) — (001); (110) — (101) —
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m etc.

Por lo tanto, podemos escribir todas las érbitas periddicas de periodo k explici-
tamente!! (es decir, la “dindmica es completamente entendible”) (Imagine haber
tenido que escribir las orbitas periddicas de F' explicitamente sin conocer la con-
jugacion entre F' y o.)

El conjunto de puntos peridédicos es denso en Y. Dado cualquier punto
arbitrario s = (Sg...SpSpt1--.) € X, podemos construir una sucesion de puntos
periédicos 7, que converge a s. En efecto, definimos 7,, = (Sg...8u, S0 .- Sn,---)
como la secuencia periddica cuyas entradas coinciden con s hasta la n-ésima coor-
denada. Luego, d(7,,s) < 1/2". Asi, 7, — s, cuando n — 0.

o posee una orbita densa en . Es decir, existe un elemento s* € X tal que
para cualquier s € ¥ y € > 0, existe un entero n tal que d(c"(s%),s) < e.

Construyamos s* directamente: Consideramos todas las posibles secuencias de
0’s y 1s con longitud 1,2,3,... etc.

= Longitud 1: {0}, {1}.
= Longitud 2: {00}, {01}, {10}, {11}.
« Longitud 3: {000}, {001}, {010}, {011}, {100}, {101}, {110}, {111}.

m etc.

Este proceso esta bien definido en un sentido de teoria de conjuntos, pues existen
sélo un nimero finito de posibilidades en cada paso, i.e., existen 2¥ secuencias de
0’s y 1’s de longitud k. Asi definimos:

s*=(01 100011011 | 000001 .., |

).
long 1 long 2 long 3 long4  etc

La secuencia s* se construye al listar todos los posibles bloques de 0’s y 1’s
de longitud 1, longitud 2, longitud 3, etc. Por construccién, s* contiene todas las
posibles secuencias de 0’s y 1’s de cualquier longitud!
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Demostraremos que la orbita de s* es densa. Sea t = (tytito...) un punto
arbitrario en » y sea € > 0 fijo. Una e-vecindad de ¢t € X consiste de todos
los puntos s € ¥ tales que d(t,s) < e. Por construccién, la secuencia finita
(totits .. .t,) estd contenida en alguna parte en s*. Luego, para cualquier n debe
haber algin entero k tal que

Uk(S*) = (totltg e tn8n+18n+2 - )

y se tenga d(o*(s*),t) < 1/2F < €. Por lo tanto, la érbita de s* pasa arbitra-
riamente cerca de cualquier punto en Y. El razonamiento anterior prueba que la
orbita de s* es densa en X y asi o es transitiva. Es posible construir una mul-
titud de otras orbitas densas en X simplemente reordenando los bloques en la
secuencia s*.

(Piense lo dificil que serfa identificar un punto cuya drbita bajo el mapeo
logistico fuese densa en A! A esto nos referimos cuando dijimos anteriormente
que la dindmica de o es “completamente entendible”.)

Sensibilidad a las condiciones iniciales. Queremos considerar puntos cerca-
nos a s = (Sp81...8,...) € Xy ver cémo evolucionan bajo iteracién por o al
compararlos con la orbita de s.

Sea € > 0 fijo. Luego, existe un N = N (¢) tal que la correspondiente vecindad
de s incluye el conjunto de secuencias § = (5p51...5,...) € X tal que s; = 5,
V|i| < N: 5y s coinciden en las primeras N entradas.

Supongamos que la (N +1)-ésima entrada en la secuencia de ses 1y la (N+1)-
ésima entrada en la secuencia de s es 0. Luego, después de NN iteraciones (i.e., un
numero finito de iteraciones), sin importar qué tan pequeno sea €, las secuencias
oV (s) y oV (5) estan separadas a una distancia fija.

En resumen, hemos probado el siguiente resultado.
Proposicion 8 El mapeo shift o es caotico en 3.
Y gracias a la conjugacién en el teorema 23] finalmente podemos concluir que...

Teorema 24 El mapeo logistico es cadtico en A cuando r > 2 + /5.
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Hemos visto que las técnicas de dinamica simbdlica nos entregan un modelo
computable para la dindmica del mapeo logistico F' en el conjunto A, a pesar de
que I es cadtica en A. Similarmente, la estrategia ocupada en este capitulo puede
emplearse en otros sistemas: Hallar una conjugacién entre el modelo de interés
(que puede ser muy complicado de estudiar por si solo) y un mapeo shift definido
en algin espacio de secuencias apropiado, cuyas propiedades ya sean conocidas y
mas faciles de describir.

6.3. Mapeo shift en el espacio de secuencias de N simbolos

A modo de ejemplo de un espacio de secuencias un poco mé&s general que
podria ser apropiado para estudiar otros sistemas dinamicos, consideremos ahora
el conjunto de N simbolos S = {1,2,3,..., N}, N > 2. Definimos el espacio XV
de estas secuencias como un producto cartesiano bi-infinito de copias de S:

YN = xSxSXxSXxI9x... = H St

1=—00

donde S* = S, Vi. Un punto en £V es una “tupla bi-infinita” de elementos de S,
es decir, s € XV si y solo si

s=4...8 5n...81.8081,---Sn---},

donde s; € S, Vi. Es decir, s € ¥ es una secuencia bi-infinita donde cada entrada
corresponde a alguno de los N simbolos posibles del conjunto S.

Se puede probar que el espacio XV equipado con una métrica apropiada (de
hecho, muy parecida a la definida en la seccién anterior) es un Cantor topoldgico:

= compacto;
= totalmente disconexo;
= perfecto, i.e., es cerrado y todo punto en XV es un punto limite de L%,

En particular, como consecuencia, £V es no-numerable.



Sistemas dinamicos no lineales y caos — Pablo Aguirre 194

Consideremos la aplicacién shift o : ¥ — 2V dada por
s={...5951.505182...} — o(s) ={...5_95_180.5152. ..},

o bien, o(s); = s;41. Cuando el dominio de o es todo ¥, decimos que o es el full
shift en N simbolos.

Bajo argumentos similares a los vistos anteriormente, se puede demostrar que
o(XN) = ¥V ie., ¥V es invariante bajo o, y que el mapeo shift o es cadtico
en XV, es decir:

(a) Existe una cantidad infinita numerable de 6rbitas periédicas con todos los
periodos posibles.
(b) El conjunto de érbitas perfodicas es denso en XV,

(c) Existe una érbita densa.

(d) Hay dependencia sensitiva a las condiciones iniciales.

6.4. Ejercicios

1. Sean las secuencias
= (001 001 001 ...)

S
t = (010101 ...)
ro= (101010 ...).

Calcule d(s,t), d(t,r) y d(s,r).

2. Sea Y el espacio de secuencias infinitas x = (s9$12...) de dos simbolos 0 y
1, con la métrica d definida en clases.

a) Demuestre que el conjunto A de todos los elementos en ¥ que comienzan
con 10 es cerrado.

b) Demuestre que el conjunto B de todos los elementos en ¥ que terminan
con una secuencia infinita de 1’s es denso en X..

3. Sea ¥’ el subconjunto de todas las secuencias de ¥ que satisfacen: Si s; = 0
entonces s;41 = 1. En otras palabras, ¥’ consiste de solo aquellas secuencias
en Y que nunca tienen dos ceros consecutivos.
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a) Muestre que ¥’ es invariante bajo o y que ¥’ es un subconjunto cerrado
de X .

b) Muestre que los puntos periodicos de o son densos en 3.
¢) Muestre que existe una 6rbita densa en Y.
d) ;Cuantos puntos fijos hay para o,02, 03 en X'?
e) Encuentre una férmula recursiva para el nimero de puntos fijos de "

en términos del nimero de puntos fijos de " ! y o™ 2.

4. Considere el mapeo tienda en [0, 1]:

B 2, 0<x<1/2
TQ(@_{Q—Q@ 1/2<z<1.

Defina el itinerario S(x) de un punto x € I = [0, 1] como S(z) = (sps152. . .)
donde

_ [0, 0<TH(2) < 1/2
T L 12 < TH2) < 1.

Note que el maximo de T es 1 y ocurre en x = % Para describir la dindmi-
ca de T5 via dinamica simbdlica, necesitamos modificar un poco el espacio
) pues existe una ambigiiedad en la secuencia asociada a cualquier nume-
ro racional de la forma p/2* donde p es un entero. Por ejemplo, el itine-
rario de 1/2 se puede describir como (11000...) o bien (01000...). Para
remediar esto, identificamos como la misma a dos secuencias de la for-
ma (Sg...sp_1 * 1000...), donde * = 0 o 1. Por ejemplo, las secuencias
(1101000...) y (1111000...) se asumen que representan al mismo punto.
Denotemos por Y al espacio X con estas identificaciones.

a) Pruebe que S : I — ¥/ es una biyeccion.

b) Pruebe que 00 S =S oTh.

¢) Pruebe que T tiene exactamente 2" puntos periddicos de periodo n.
d) Pruebe que T3 es cadtico en I.
e)

Pruebe que T} es topoldgicamente conjugado al mapeo logistico Fy(x) =
4x(1 — x).
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5. Sea Xy el conjunto de todas las secuencias infinitas de niimeros naturales
1,2,..., N. Existe un shift natural en Xy.

) ¢ Cudntos puntos periddicos tiene o en X7

a
b) Muestre que o tiene una 6rbita densa en Xy .

6. Considere X2, el espacio de secuencias bi-infinitas de dos simbolos (0’s

y 1’s), es decir, s € X2 si y s6lo si s = {...5 95 1.805152...}, con s; €
o0
0
S = {0, 1}, Vi. Definimos la distancia en ¥? como d(s, 5) = Z o donde
1=—00

0, si =35 |
5; = { S ;Z’ Demuestre que el mapeo shift

17 Si 7é i
s=1{...5.951.508182...} —~o(s) ={...5.95 150.5152. ..}

es cadtico en 2.
Sugerencia: Intente imitar la demostracion hecha en la seccion para el
shift en el espacio de secuencias infinitas de 0’s y 1’s.

7. Sea Y2 el espacio de secuencias bi-infinitas de dos simbolos 0 y 1, con la

métrica
o

|5k — th
d(S,t) = Z T|

k=—00

a) Demuestre que dos secuencias en Y2 son cercanas si y solo si coinciden
a lo largo de todo un extenso bloque central.
. o8 kE _ ar™
Ayuda: Recuerde que Y ;~  ar® = 7=, con |r| <1ya€R.
*

b) Se define el conjunto estable de s* = (...s* ,s" |.sfsis5...) € ¥? como

Wo(s*) = {t € £%: d(c"(t),0"(s*)) — 0 para n — oo},

donde o denota el shift en 2. Demuestre que el conjunto estable W*(s*)
consiste de todas aquellas secuencias cuyas entradas coinciden con las
de s* a partir de alguna posicién hacia la derecha.
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c¢) Describa las entradas de una secuencia s homoclinica a
(0) = (...00,000...) € X2,

es decir, s € W#*(0) N W"(0), donde el conjunto inestable de una
secuencia s* se define como

W (s*) = {t € ¥*: d(o™"(t),c "(s")) = 0 para n — co}.

d) Demuestre que el conjunto de secuencias homoclinicas a (0) es denso
2
en 2°.

8. Considere el mapeo unidimensional

dr, < 1/2;
x'_)f(x)_{él—élx, v >1/2;

y el conjunto
A={ze€|0,1]: f"(z) € [0,1], Vn € N}

de puntos que nunca abandonan el intervalo [0, 1] bajo iteracién de f. Defina
el itinerario s(z) de un punto x € A como s(x) = (apaias . ..) donde

[0, 0< fi(x) < 1/2
4= { 1, 1/2 < fi(z) < 1.

a) Muestre mediante una iteracién grafica (o diagrama de telarafia) que
cualquier condicién inicial xy ¢ [0, 1] se escapa a —oo bajo iteracion de
f. Es decir, si zg ¢ [0, 1], entonces f"(xy) — —oo a medida que n — oo,
b) Dibuje la grifica de f2. Muestre graficamente la existencia de puntos
fijos y puntos 2-periédicos de f y determine si son estables o no.

¢) Describa brevemente como espera que sea la grafica de f", para n > 3.
Sugerencia: Use un argumento inductivo.

1 1
d) Calcule la 6rbita de —. ;Cuadl es el itinerario de @?

Sugerencia: Use fracciones!
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1
7l converge a una orbita periédica de periodo k
L,

para cualquier entero k > 1. ;Cudl es el itinerario de py = Tl

e) Muestre que pi =

f) Dé un argumento para afirmar que A es un conjunto de Cantor y que la
dindmica de f restringida a A es cadtica.

9. Investigue el comportamiento del sistema dindamico discreto dado por la fun-
cién ctbica fy(x) = Az — 2°. Intente probar rigurosamente todos los puntos

siguientes.

a) Describa la dindmica de esta familia de funciones f)\ para todo A < 1.

b) Describa la bifurcacién que ocurre en A = —1.
Ayuda: Note que fy es una funcion impar. En particular, ;Qué pasa
cuando el grafico de fy cruza la recta y = —x?

) Describa la dindmica de f) cuando —1 < A < 1.

c
d) Describa la bifurcaciéon que ocurre en A = 1.

e) Encuentre un valor \* para el cual f)~ tiene un par de intervalos inva-
riantes [—z*,0] y [0, 2*] en cada uno de los cuales el comportamiento de

f» imita al de la funcién logistica 4z(1 — x).
f) Describa el cambio en la dindmica que ocurre cuando A crece desde \*.

g) Describa la dinamica de f) cuando A es muy grande. Describa el conjunto
de puntos A, cuyas érbitas no se escapan a 0o en este caso.

h) Use dindmica simbdlica para armar un espacio de secuencias y un co-
rrespondiente mapeo shift para A grande. Demuestre que f) es cadtico
en A)\.

i) Encuentre el valor de pardmetro A’ > A\* de arriba para el cual es valido
el analisis de los dos puntos anteriores.

j) Describa la bifurcacion que ocurre cuando A crece desde X'



Capitulo 7

La herradura de Smale

El mapeo logistico del capitulo anterior estd cercanamente relacionado con
otro ejemplo, la herradura de Smale, el cual es un conjunto invariante hiperbdlico
que ha sido un ejemplo catalizador del desarrollo de la teoria moderna de los
sistemas dinamicos. Este ejemplo esta descrito en términos de un mapeo planar
invertible y también lo podemos estudiar ocupando dindmica simbélica. Este
sistema discreto 2D puede pensarse como un mapeo de Poincaré de una ecuacion
diferencial auténoma tridimensional o proveniente de un problema de un oscilador
forzado (como veremos mds adelante en la seccién [8.1)).

Consideremos la siguiente construccién geométrica como en la figura[7.1] Sea S
un cuadrado en el plano. Apliquemos una contraccion en la direcciéon horizontal,
seguido de una dilatacion en la direccién vertical. El objeto resultante déblelo
por la mitad y coléquelo de tal forma que intersecte al cuadrado original S a lo
largo de dos bandas verticales.

Este proceso define un mapeo f : R? — R?. La imagen f(.5) del cuadrado S se
parece a una herradura. Por ello, se habla del mapeo herradura o horseshoe
map. La forma exacta de f(.S) es irrelevante para nuestros propdsitos. Por sim-
plicidad, podemos asumir que la contracciéon y la expansion son lineales y que
las bandas verticales f(S) N S en la interseccién son rectangulos. El mapeo f se
puede hacer invertible y suave junto con su inversa (i.e., un difeomorfismo). En
particular, note que f~! transforma la herradura f(S) de vuelta en el cuadra-
do S. M4s atin, f~! mapea el cuadrado punteado S en una herradura punteada
horizontal de forma que f~'(S) NS son dos bandas horizontales. Al iterar este
proceso repetidas veces, el objeto con forma de herradura f(.5) se va elongando y

199
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N

AD C B

Figura 7.1: Contraer, estirar y doblar: la construccién de la herradura de Smale.

doblando progresivamente como en la figura donde se muestran f(.9), f2(.9)
y [2(9).

Describamos con un poco méas de detalle las segundas iteraciones f2(S) y
f72(S). Denotemos las bandas verticales por f(S)NS = {Vi, 4} como en la figu-
ra . Bajo la 2da iteracién de f, las bandas verticales V) 5 seran transformadas
en una herradura més delgada (contraida, estirada y doblada) que intersecta el
cuadrado S a lo largo de cuatro bandas verticales mas angostas (ver figura [7.2).
Maés especificamente:

SNfWVi) =ViiUVig, SN f(Va) = Vo U Vag.

Se tiene: S N f(S) N f2(S) = Vi1 U Vig U Voy U Vay (es decir, 4 = 22 bandas
verticales). Similarmente, S N f~1(S) = H; U Hy. Luego, SN f~1(S) N f72(S) =
Hy1 U Hi5 U Hoy U Hyy (ie., 4 = 22 bandas horizontales delgadas).

La relacién entre las bandas horizontales y verticales se puede apreciar me-
diante la figura . Notemos que f(H;) = V;, i = 1,2.. Equivalentemente,
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> A A

iy &Y &
1(8) 1(8) 14(9)

Figura 7.2: Contraer, estirar y doblar: iteraciones adicionales de la herradura.

Vi Vs VitVar  VaaVio
Hyy
= Hy,
i Hyy
' Hy
SN f(S) Snf(S)n f2(S) SN f(S) SO fHS)N f72(S)

Figura 7.3: 2da iteracién de f y f~! en la herradura de Smale.

[ (Vi) = Hi, i = 1,2. Del mismo modo: f*(Hy) = Vij, i = 1,2. O equiva-
lentemente, f~%(Vi;) = H;j, i = 1,2. Es decir, bandas horizontales son llevadas
a bandas verticales bajo iteraciones de f, y viceversa bajo iteraciones de f~1.
Iterando atin mas el mapeo f obtenemos que la interseccién S N f¥(S) consiste

en 2¥ bandas verticales. Similarmente, las iteraciones de f~' nos dan 2 bandas
horizontales en S N f~%(S).
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(D) A

Hoq
H”) f(Hi2) f(Hao)
Hl?
Hy f(Hy) f(Ha)
Vll V21V22 Vl?
A o PR

Figura 7.4: 2da iteracién de f y f~! en la herradura de Smale.

7.1. El conjunto invariante A

Notemos que la mayoria de los puntos abandonan el cuadrado S bajo iteracién
de f o f~1. Al igual que con el mapeo logistico en el capitulo anterior, estos pun-
tos no nos interesan. En cambio, nos enfocamos en aquellos puntos cuyas érbitas
permanecen en S bajo todas las iteraciones de fy f1:

A={zeS: ffz)e S VkelZ}.

Si el conjunto A es no-vacio, es un conjunto invariante del sistema dindmico
discreto definido por f. Escrito en forma equivalente tenemos:

A= () fH(9).

k=—00

Es decir,
A=...nfRSn...nf2SnfS)nsnfS)nfS)n...nffs)n...

Por lo tanto, cada punto x € A posee una érbita que debe estar contenida en
cada uno de los conjuntos f**(.9).

El conjunto A debe tener una forma peculiar. A debe estar contenido en
f71(S) NS N f(S), que consiste de 4 cuadrados a partir de la interseccién de
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.............

.............

.............

FHS)NSNf(S) )N fHS)NSNf(S) N fA(S)

Figura 7.5: Intersecciones de bandas horizontales y verticales en la herradura de Smale.

dos bandas verticales y 2 bandas horizontales. Ademas, A debe estar contenido
en f2(S)N f7HS)N SN f(S)N f2(S). Este conjunto consiste de 16 cuadrados
mas pequenos. Y asi sucesivamente... En el limite,

o0
A= () 149)
k=—o00
es un conjunto de Cantor topologico en el plano: sus componentes son puntos y
cada punto en A es un punto de acumulacién para A.

Podemos lograr una descripcion mas completa de la herradura la cual contenga
informacion sobre la dindmica de cada punto al ocupar el método de la dinamica
simbdlica. Concretamente, consideramos el espacio X2 de secuencias bi-infinitas
de 2 sfimbolos presentado en la seccién [6.3 Asi, tenemos...

Lema 2 Eziste una biyeccion h : A — X2, entre puntos de A y el conjunto X2 de
todas las secuencias bi-infinitas de dos simbolos.

DEMOSTRACION. Sea © € A, y definamos una secuencia de dos simbolos {1, 2}
h(z) =w=1{. .. w_gw_jwowiwy...} € X%
mediante la férmula

_ 17 fk(x> S H17
“FT\ 2, fH(2) € Ho,
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para k = 0,41, +£2, 43, .... Aqui, f° es la identidad.

Notemos que la secuencia w = h(x) contiene la informacién sobre todo el
itinerario de x € A y su o6rbita! Por ejemplo, el itinerario futuro de x viene dado
por las coordenadas wy, con k > 0; el itinerario pasado de x, por las coordenadas
wg, con k < 0.

Demostraremos que la transformaciéon h es invertible. Especificamente, encon-
tremos la (tinica) preimagen x = h™!'(w) de una secuencia arbitraria w € X2
En primer lugar, escojamos un m > 0 fijo (que sirva para truncar la secuencia
w). Luego, consideremos el conjunto R,,(w) de todos los puntos x € S, no ne-
cesariamente en A, tales que la k-ésima iteracién, f*(z), cae en la misma banda
horizontal asociada a la coordenada wy, i.e.,

fF(x) € H,, —m < k <m.

Es decir, todos los puntos © € R,,(w) C S poseen érbitas (truncadas) cuyas
secuencias de simbolos coinciden con la secuencia truncada de w. Luego, todos
los puntos en R,,(w) son candidatos a preimagen de w. Por ejemplo, si m = 1, el
conjunto R; es una de las cuatro intersecciones V;NHj, en la figura[7.5] En general,
R,, pertenece a la interseccién de una banda vertical y una banda horizontal.

A medida que m — 00, estas bandas se vuelven més y méas delgadas, conver-
giendo en el limite a segmentos unidimensionales verticales y horizon-
tales, respectivamente. Tales segmentos obviamente se intersectan en un unico
punto z con h(z) = w. Por lo tanto, h es biyectiva y, en particular, A es no-vacio. B

Se puede demostrar que la transformaciéon h : A — 32 es un homeomorfismo
en la métrica estandar de S C R? y la métrica de X2 introducida en la seccion [6.3)|

Ahora bien, considere # € A y su correspondiente secuencia w = h(z). Enton-
ces, por definicidn, el punto y = f(x) € A también posee una secuencia 6 = h(y).
; Cudl es la relacién entre las secuencias w y 87 Notemos que y = f(z) estd en la
misma orbita de x. Luego, el itinerario de y —dado por la secuencia 6—, debe
coincidir con el de = al desplazar una coordenada de w = h(z) a la izquierda.
Luego: 0. = wri1, k € Z. En otras palabras, la secuencia 6 se puede obtener a
partir de w mediante el mapeo shift o actuando en el espacio de secuencias bi-
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infinitas de dos simbolos! Concretamente, podemos probar que la dinamica en el
conjunto invariante A es cadtica:

Lema 3 La restriccion de f a su conjunto invariante A C R? es conjugada al
mapeo shift o en el conjunto de secuencias bi-infinitas ¥* mediante el homeomor-

fismo h del lemald, es decir, h(f(x)) = o(h(x)), para todo x € A.

Teorema 25 (Smale, 1963). El mapeo herradura f posee un conjunto invariante
A que contiene un conjunto numerable de orbitas periodicas de periodo arbitra-
riamente alto, y un numero no-numerable de orbitas aperiodicas, entre las cuales
hay orbitas que pasan arbitrariamente cerca de cualquier punto de A.

Como consecuencia de este resultado, podemos decir que hay una especie de
movimiento “aleatorio” en A: Para cualquier secuencia de dos simbolos generada
aleatoriamente —y asi prescribiendo de antemano el itinerario de visitas a las
bandas H; y Hy—, existe una érbita en A que muestra exactamente el mismo
comportamiento. El ejemplo de la herradura de Smale nos entrega una buena
base intuitiva para la manera en la cual las érbitas de un mapeo discreto —y por
lo tanto, de una ecuacion diferencial ordinaria— pueden ser cadticas.

Maés aun, el caos en la herradura de Smale es estructuralmente estable, es de-
cir, persiste ante pequenas perturbaciones. En efecto, la construccién de Smale se
basa en procesos de contraccién/expansién suficientemente fuertes, combinados
con un doblez. Luego, una perturbacion (suave) f tendra bandas horizontales y
verticales similares, las cuales ya no seran rectangulos sino regiones curvilineas.
Si la perturbacién es suficientemente pequena, estas bandas, en el limite, se en-
cogeran a curvas que se aproximan a segmentos rectos verticales y horizontales.
Luego, la construccion puede llevarse a cabo similarmente, y el mapeo perturbado
f tendrd un conjunto invariante A en el cual la dindmica queda completamente
descrita por el mapeo shift o en el espacio de secuencias X2

7.2. Estructura hiperbdlica de la herradura

Las herraduras de Smale aparecen en forma natural en muchos sistemas cadti-
cos y nos ayudan a estudiar y a entender sus conjuntos invariantes. Una de las
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principales preguntas que uno puede hacerse entonces es cuando una érbita “tipi-
ca” deberia mostrar caracteristicas dinamicas cadticas como las de la herradura.
Por ejemplo, en cada iteraciéon un punto de A es contraido en una direccién y
dilatado en otra a tasas exponenciales: debido a esta propiedad decimos que A
posee una estructura hiperbélica (De hecho, ya habiamos adelantado esta carac-
teristica al inicio de este capitulo). Esta cualidad geométrica se puede generalizar
para extender el analisis de la herradura a conjuntos invariantes generales para
asi determinar propiedades dinamicas cadticas en otros ejemplos particulares. La
definicién formal del caso general n-dimensional es la siguiente.

Definicion 29 Sea A un conjunto invariante para el sistema dindmico discreto
f: R" — R". Una estructura hiperbdlica para A es una descomposicion en
suma directa, invariante y continua, TA\R" = EY © E}, con la propiedad de que
hay constantes C >0, 0 < A < 1, tales que:

1. Siv € EY, entonces |Df"(x)v] < CA"|v|;
2. Siv € E2, entonces |Df"(x)v| < CN'|v].
OBSERVACIONES:

1. En esta definicion, ThR" consiste de todos los vectores tangentes a R" en
todos los puntos de A. Para cada x € A, T,R" es el espacio tangente en x
y T,R" = E¥ @ E7 es una suma directa separando este espacio vectorial en
subespacios de dimensiones u y s, con u + s = n.

2. La derivada D f de f mapea T,R" en T, )R". Como A es invariante bajo f
entonces Df(E}) = E; ) vy Df(E}) = Ef ).

3. La continuidad de la descomposicién en suma directa significa que a medida
que x varia en A, uno puede hallar bases para E%(x) y E*(x) que varian
continuamente. En general, la separacién en suma directa no se puede tomar
suave.

4. Las condiciones de hiperbolicidad 1 y 2 dicen que, infinitesimalmente, los
vectores en E* (resp. E") son contraidos exponencialmente en tiempo posi-
tivo (resp. negativo) a una tasa exponencial A la cual es uniforme para todos
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los puntos de A y para todas las elecciones de vectores en los subespacios
invariantes.

Ejemplo 42 La herradura A posee una estructura hiperbélica. La division E} @
E} en cada punto x € A viene dada al tomar apropiadamente piezas de los
conjuntos N>, f™"(S) y N>, f~"(S), respectivamente, i.e., iteraciones al futuro
y al pasado del cuadrado S. Cada uno de estos conjuntos intersecta S en un
conjunto de Cantor de segmentos. Asi, para cada x, EY es una linea vertical y E?
es una linea horizontal; ver figura[7.6] M4s atin, si las tasas lineales de contraccién
y expansion de f en S son u® y p“, respectivamente, entonces podemos obtener
las estimaciones de la definicién anterior como A = max{u*®,1/u"} y C = 1. La
separacion en suma directa es constante pues asumimos que el mapeo es lineal en
cada pieza con los mismos vectores propios.

E:
A

1 et
\ 4 E
< |v| >

J

Figura 7.6: Una divisién en suma directa para puntos en la herradura.

Aunque las herraduras no son atractores, su presencia en sistemas dinamicos
discretos tiene importantes consecuencias para fenémenos fisicamente observables
en aplicaciones. (Si los mapeos en cuestién son mapeos de Poincaré para flujos,
entonces se tienen observaciones similares para las soluciones de las ecuaciones
diferenciales asociadas.) La dependencia sensitiva a las condiciones iniciales en un
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sistema que posee una herradura se puede entender en términos de la estructura
de los conjuntos E} y EY. Para la herradura de nuestro ejemplo, cada uno de
estos conjuntos es el producto de un intervalo con un conjunto de Cantor. Esto
implica que, si x estd en una Orbita asintdtica a una érbita 7, en A, entonces
en cualquier vecindad de x hay puntos y cuyas érbitas son asintoticas a érbitas
7; C A con secuencias de simbolos las cuales difieren completamente de la de
después de un nimero suficientemente grande de coordenadas. Ademas, existen
conjuntos abiertos de érbitas comenzando cerca de z las cuales eventualmente se
escapan de una vecindad de A, alejdndose “paralelas” a diferentes miembros (i.e.,
fibras) del conjunto inestable E*. Por lo tanto, érbitas que comienzan cercanas
pueden tener destinos muy diferentes.

Las drbitas asintéticas a A forman una variedad estable, W*(A), la cual puede
formar fronteras muy complicadas para los dominios de atraccion de diferentes
atractores: en efecto, la herradura se comporta como una suerte de punto silla
cadtico (aunque con una estructura topolégica bastante més complicada que un
punto!). Luego, cuando hay herraduras presentes en un sistema, uno espera ver
largos transientes cadticos antes de que las orbitas “se asienten” a equilibrios o
comportamiento periddico. Mientras que casi todas las 6rbitas (con respecto a la
medida de Lebesgue) pasando cerca de A eventualmente abandonan su vecindad,
la presencia de A afecta dramaticamente su comportamiento.

El teorema de la variedad estable para conjuntos hiperbdlicos a continuacion
expresa en forma concisa la manera en que los puntos de un conjunto invariante
hiperbdlico se comportan como sillas, y también nos lleva a una caracterizacién
topoldgica de la naturaleza cadtica de la dindmica dentro del conjunto invariante.

Teorema 26 Sea A un conjunto invariante compacto para un C"-difeomorfismo
[+ R" = R" con una estructura hiperbolica EY ® E}. Entonces existe € > 0
y existen dos colecciones de variedades de clase C*, W2(x), W(z), z € A, las
cuales tienen las siquientes propiedades:

1.y e Wg(x) siy solo si d(f"(x), f"(y)) < € para todo n > 0.
y € Wi (x) si y solo si d(f"(x), f"(y)) < € para todo n < 0.

2. Los espacios tangentes a W2 (x) y Wi(x) en x son Ef y E¥, respectivamente.
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3. Ezisten constantes C > 0, 0 < A < 1 tales que si y € W(x), entonces
d(f"(z), ["(y)) < CX"
paran >0, y siy € W(xz), entonces
d(f"(@), [ (y)) < OX

para n > 0.

4. Wi(x) y WX(x) son discos incrustados en R". Las aplicaciones de A al espa-
cio de funciones de incrustaciones C" de discos en R" dadas por x — WZ(x)
y x — Wh(x) son continuas.

El significado de la propiedad 4 y la demostraciéon del teorema de la variedad
estable requiere mas discusién sobre espacios de funciones y sus topologias, lo
cual se escapa de las metas de este apunte.

7.3. Puntos homoclinicos y estructura homoclinica de Poin-
caré

(a)
W (o)

Zo

W* (o)

Figura 7.7: Estructura homoclinica de Poincaré.

Consideremos un punto fijo silla xy de un sistema discreto planar de la forma

v f(z), xcR? (7.1)
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con f un difeomorfismo suficientemente suave con respecto a x. Y supongamos
que el punto silla zy posee multiplicadores positivos. A diferencia de las variedades
estable e inestable de un equilibrio en un sistema continuo, las variedades W*(z)
y W"(z() de un sistema discreto genérico se pueden intersectar transversalmente,
es decir, formando un angulo no nulo. El punto ¢ € W?(xy) N W*(xg) se dice un
punto homoclinico; ver figura [7.7(a).

Una interseccién transversal de W*(xg) y W"(xp), si existe, implica un nimero
infinito de tales intersecciones. ;Cémo es esto posible? Por definicion, ¢ pertenece
a ambas variedades invariantes. Luego, f*(q) — o, si k — oo; asfmismo, f*(q) —
Ty, si k — —oo. Luego, la érbita O(q) = {..., f2(q), f *q),q, f(q), f*(q),...}
que comienza en ¢ también converge (monétonamente) a xy para k — +oo. Esto
quiere decir que todos los puntos en O(q) son homoclinicos. Por lo tanto, hay
una cantidad infinita de intersecciones entre W*(z) y W"(zo); ver figura[7.7(b).
Este nimero infinito de intersecciones fuerza a las variedades a “oscilar” de ma-
nera complicada cerca de xy. Ademas, el teorema conocido como Lambda Lemma
o lema de inclinacion, probado por Palis, implica que la existencia de puntos
homoclinicos obliga a que W"(xy) se acumule en si mismo (similarmente para
W*#(xg)). La red que se forma con las infinitas intersecciones de W*(xqy) y W" ()
y las respectivas acumulaciones de estas variedades en si mismas es llamada una
estructura homoclinica de Poincaré o enredo homoclinico (homoclinic
tangle, en inglés). En conclusion, la presencia de la estructura homoclinica puede
hacer que la interseccion de las variedades W*"(x) con cualquier vecindad de x
sea altamente no trivial.

Las consecuencias dindmicas de la existencia de la estructura homoclinica tam-
bién son dramadticas. Sea S un rectangulo “curvilineo” cerca de W#(xy), y consi-
deremos las iteraciones f*(S). Si existe la estructura homoclinica, la imagen de S
se debe contraer en la direccién de W*(zg), expandir en la direccién de W (x),
y luego doblarse. Luego, para un numero suficientemente grande de iteraciones
N > 0, el conjunto f¥(9) lucird como la banda doblada y expandida @ = f™(9)
de la figura [7.8 La interseccién de S con @) forma varias herraduras de Smale,
donde cada una de ellas posee una estructura hiperbdlica e implica un nimero
infinito de puntos periédicos con periodo arbitrariamente alto, una cantidad no-
numerable de orbitas aperiodicas, transitividad, y sensibilidad a las condiciones
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Figura 7.8: Herraduras de Smale incrustadas en la estructura homoclinica de Poincaré.

iniciales; en definitiva, caos.

La aparicién de una estructura homoclinica también puede darse en aplica-
ciones de retorno de Poincaré de una orbita periddica de un sistema continuo
(un campo de vectores o sistema de EDOs). En tal caso, el punto homoclinico
corresponde a una orbita homoclinica al ciclo, en cuya vecindad hay un conjunto
invariante cadtico que contiene un numero infinito de ciclos de tipo silla y una
cantidad no-numerable de orbitas aperiodicas cadticas.

Ejemplo 43 (El mapeo de Hénon) Considere la transformacién planar no-lineal
F:rzpoi=9y,+1— axi, Yni1 = bxy,.

Aqui a,b € R son parametros. Si b # 0, el mapeo es invertible y diferenciable.
En el limite cuando b — 0, el mapeo F' se aproxima a un equivalente del mapeo
logistico z — 1 — az?.

Al fijar b = 0,3 e incrementar a € (0,1,5), uno encuentra una cascada de dupli-
caciones de periodo que culminan en la generacién del atractor (caético) de Hénon
para a = 1.4; ver figura [7.9 El atractor de Hénon tiene una estructura de Can-
tor en la direccién transversal (es autosimilar/fractal en escalas arbitrariamente

pequenas), pero es suave en la seccién longitudinal.
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Figura 7.9: El atractor caético del mapeo de Hénon.

El atractor es la clausura de una rama de la variedad inestable de un punto
silla p ubicado en el borde del atractor. La variedad inestable W*"(p) (“curva”
roja en la figura traza una curva que se dobla una y otra vez “dibujando”
la forma del atractor. Por otro lado, la variedad estable W*(p) también es una
“curva” (en azul en la figura , la cual realiza excursiones muy grandes, pero
sigue volviendo cerca del atractor. Esto sucede pues W#(p) intersecta la variedad
inestable W"(p) en puntos homoclinicos que convergen al punto silla p en tiempo
positivo y negativo. Por lo tanto, la creacion del atractor extrano del mapeo de
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Hénon también puede explicarse por la presencia de herraduras y, en definitiva,
como el resultado de contraer, estirar y doblar!

0.5

W?(p)

-0.5 ‘
15 T 1.5

Figura 7.10: Las variedades estable e inestable del punto silla p se intersectan en puntos homoclinicos.

7.4. Ejercicios

1. Considere el difeomorfismo F' : R? — R?, dado por

(32.4y), 0<y<$,0<z<1,

y donde F' actia como un doblez no-lineal para % <y< % y0<z<1. Asi
el mapeo queda sélo especificado en el cuadrado unitario S = [0, 1] x [0, 1].

(a) Demuestre que la imagen de S bajo F' tiene la forma de una herradura.
(b) Sean Hy = {(z,y) : 0< 2 <1,0<y <}y H ={(z,y): 0<z <
1,% < y < 1}. Demuestre que F lleva Hy a Vj = {0 < = < %,O <y <1}
mediante una contracciéon de 1/3 en la primera coordenada y una expansién
de 4 en la segunda coordenada. Similarmente, F' lleva Hy en V] = {% <zr<
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1,0 < y < 1} mediante una rotacién en 180 grados, una contraccién de 1/3
en la primera coordenada y una expansion de 4 en la segunda coordenada.

2. Demuestre que el conjunto invariante Ay del mapeo herradura (horseshoe
map) es homeomorfo al conjunto invariante Ay del mapeo logistico con r >

2+ /5.
3. Demuestre que el mapeo de Hénon es invertible si b # 0.
4. Demuestre que el mapeo de Hénon contrae areas si —1 < b < 1.

5. Demuestre que el mapeo de Hénon con —1 < b < 1 tiene un 2-ciclo para
a > a; = 3(1 — b)% ;Para qué valores de a es un ciclo estable?



Capitulo 8

Dinamica en cilindros, toros y circulos

Ademas del espacio euclideano usual R", hay ecuaciones diferenciales ordina-
rias que pueden inducir flujos en espacios de fase mas “exéticos” como cilindros
y toros. A su vez, un sistema dindamico definido en un circulo puede aparecer en
forma natural como la aplicacion de retorno de Poincaré de un flujo en un toro.
Todos estos ejemplos son el tema de estudio de este capitulo.

8.1. Oscilaciones peridédicamente forzadas

Consideremos un sistema no-auténomo de la forma
T = f(x,t), (x,t)€R" xR, (8.1)

donde f(-,t) = f(-,t+T) es una funcién periédica de periodo T' > 0 en t. Podemos
reescribir el sistema en la forma de un sistema auténomo al anadir una nueva
variable. Aqui introducimos # = wt, donde w es un parametro, y consideramos el
sistema como un campo de vectores:

(= fan, »”

0 = w,

con (z,0) € R" x S'. Es decir, el espacio de fase de es un cilindro (n + 1)-
dimensional. De esta manera, la nueva variable 6 refleja la periodicidad de f. Es
natural pensar que la funcién periédica f inducird un efecto en el flujo de (8.2))
que hard que, al menos, éste tienda a parecerse a un comportamiento periédico.
A este fenémeno le llamamos oscilaciones periédicamente forzadas.

215
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Ejemplo 44 Un circuito RC sometido a una fuerza sinusoidal externa se puede
escribir en forma adimensional como

T+ x = Asinwt,

donde w > 0. Al introducir # = wt obtenemos un campo de vectores en el cilindro
R x St

0 = w.
Podemos pensar en utilizar la aplicacion de retorno de Poincaré P para analizar
las oscilaciones forzadas de este flujo. Puesto que 8§ = w > 0, cualquier linea

vertical # = 6 en el cilindro es una seccién transversal al flujo; escojamos > =
{(z,0) : 6 = 0 mod 27}. Consideremos una condicién inicial en ¥ dada por

{:t = —x+ Asinf,

6(0) = 0, x(0) = xy. Entonces el tiempo de vuelo entre intersecciones sucesivas es
T = %T En términos fisicos, observamos el sistema una vez por ciclo y registramos
los valores consecutivos de .

Para calcular P necesitamos resolver la ecuacion diferencial. Su solucion gene-
ral es una suma de soluciones homogéneas y particulares:

x(t) = cre”! + cosinwt + c3 cos wt.

Las constantes ¢y v c3 se pueden hallar explicitamente, pero el punto importante
es que dependen de A y w, pero no de la condicién inicial x(; solamente ¢; depende
de xy. Mas explicitamente, observemos que en t = 0, z(0) = xy = ¢; + ¢3. Luego,

z(t) = (zo — c3)e”" + casinwt + c3 cos wt.

Como P estd definida por x1 = P(x9) = x (%T), sustituyendo en la solucién
obtenemos

2 s s
P(xy) == (g) = (19— c3)e” = + 3 = wpe = + cu,

donde ¢4 = c5(1 — e ).
El grafico de P es una linea recta con pendiente e~ < 1 como se ve en
la figura 8.1 Dado que P tiene pendiente menor que 1, su gréfica intersecta la
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gr(P(z))

Figura 8.1: Diagrama de telarana del circuito forzado sinusoidalmente.

diagonal en un unico punto. Mas aun, el grafico de telarana muestra que el punto
fijo es globalmente estable. En términos fisicos, el circuito siempre se asienta en
la misma oscilacién forzada, sin importar la condicién inicial.

Regresando al caso general (8.1)), si reescalamos el tiempo en la forma ¢ — %,
el campo de vectores (8.2) es C*-equivalente a
— 0 0) € R" x S!;
(4= fo0) @0 , 53

Definimos una seccion transversal
Y ={(z,0) e R" x St 0 =06y},

la cual es global, pues todas las soluciones cruzan Y. transversalmente debido a
6 = 1. El mapeo de retorno de Poincaré (si estd definido globalmente) es:

P:X =3, Pxg) = (xo,6),

donde ® es la componente x en el instante ¢ del flujo ® : R” x St — R" x S! de
(B.3). Notemos que el tiempo de vuelo T es el mismo para todo x € X, pues la
periodicidad de f no depende de . Alternativamente, si x(z,t) es la componente
2 de la solucién de que pasa por xg, entonces P(xg) = z(xo, T + to).

El mapeo de Poincaré también se puede obtener como un sistema dinamico
discreto directamente a partir del flujo ¥ : R” x R — R" del campo de vectores
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dependiente del tiempo . Dado que f es una funcién T-periodica en ¢, tenemos
U(z,nT) = ¥"(z,T) =: V(). El mapeo de Poincaré queda definido entonces
por P(xzy) = Vp(zp) y es otro ejemplo de un sistema dindmico discreto obtenido
a partir de un flujo evaluado en “instantes” fijos.

(a) (b)

R™ x {t} R™ x {t+T} R™ x {t+2T} Q:)
/ / / Q(t+2T, t) o \g

T e(t+T,t)xo ‘~<
'\ N .\ A aperiodicas (g

--o—] e ————

pe1 iodo

0 @
o = £(r) = S
N [T T~ [ T verodo2r P (“Tl)_——;‘tDwodo
o N

= A/"\\/\, - \/- periodo T x*—pg(x*) /,’/_,\_:-_\-_': :: o
) £(1) / £t +T) / 1=p£ o W

t t+7T t+2T «

Figura 8.2: (a) Representacién esquemdtica en el espacio de fase extendido R™ x R de algunas posibles soluciones
del sistema no-auténomo (8.1)). (b) Correspondientes soluciones de la ecuacién auténoma (8.3) en R™ x St. ¥ =
R™ x {0} es una seccién global para el flujo de (8.3]) y nos permite definir el mapeo de Poincaré P.

Algunas posibles érbitas de se ilustran en el bosquejo de la figura .
Observemos que las soluciones no necesariamente son periddicas. Sin embargo, es
facil verificar que si ¢(t) es una solucién de entonces también lo es p(t+7T),
es decir, desplazar una solucién en un periodo del campo de vectores también nos
da una solucion.

La figura nos ayuda a asociar este mapeo de avance de periodo del sistema
no-auténomo (8.1) en el panel (a) con el mapeo de Poincaré P definido en la
seccién global ¥ en el panel (b). Notemos que basta considerar 6y = 0, pues para
cualquier otro angulo 6y # 0, el mapeo de Poincaré asociado es topolégicamente
conjugado. Como es de esperar, se puede probar que P tiene un punto fijo z* si y
s6lo tiene una orbita periddica de periodo 27, es decir, si y solo si el sistema,
no-auténomo tiene una solucién periddica de perfodo 7. La figura [8.2(b)
también muestra un 2-ciclo (punto x; de periodo 2) de P en la forma de una
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orbita periodica de periodo 47 de , la cual, a su vez, corresponde a una
solucién de (8.1]) con periodo 27T en la figura [8.2)(a).

Maés ain, una solucién de (8.1]) es estable (o asintéticamente estable), si y s6lo
si el punto periédico de P asociado es estable (o asintéticamente estable).

OBSERVACION. La aplicacién de retorno de Poincaré podria no estar definida
globalmente. Por ejemplo, el sistema

T = 22
0 = 1,

| -1
con solucién ®'(xg, ) = ( (— — t) -+ 9()), y mapeo de Poincaré

1 - 1
P(l’o) = (x—o — 27'(') s Ty € (—OO, %)

en ¥ = {(z,6) : 0 = 0}. Aqui, las 6rbitas de ®' con xy > 5- se van a oo en un
tiempo t < 2m. Sin embargo, para algin subconjunto U C X, el mapeo P : U — X
queda usualmente bien definido.

Ejemplo 45 Consideremos el sistema lineal sometido a una fuerza externa pe-
riddica:
T+ 2614+ x=r~ycos(wt), 0<p<1,

o bien en forma equivalente,

3.71 = X9,
To = —mx1 — 2Bx9 + v cos(h),
6 = 1.

En este caso (1, 79,0) € R*xS!, y la fuerza externa es de perfodo T' = 27” Como la
EDO de segundo orden es lineal, podemos hallar sus soluciones mediante métodos
convencionales:

z(t) = e (1 cos(wgat) + cosin(wyt)) + A cos(wt) + Bsin(wt), (8.4)
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donde wy = /1 — 32 es la frecuencia natural amortiguada, y Ay B son coeficien-
tes de la solucion particular, dados por:

(1= w?)? 4+ 45%° (1 —w?)? 4+ 45%°
Por otro lado, las constantes c; y ¢o de la solucién homogénea se determinan por
las condiciones iniciales. Sean x(0) = w19, ©(0) = x9. Al sustituir en (8.4) se tiene
r10 =1+ A, x99 = —fc1 + wyces + wB. Luego se obtiene
_ 90 + 6(3?1() — A — LUB)

Cl1 = X109 — A, (6) .
Wd

Ademas, se tiene

xg(t) = Jil(t)
= "= B(cr cos(wat) + casin(wyt)) + wa(—c1 sin(wgt) + ¢ cos(wat)))
—w(Asin(wt) — B cos(wt)).

Si consideramos la seccién transversal global ¥ = {(z1,x2,60) : § = 0}, pode-
mos calcular el mapeo de Poincaré explicitamente a partir del flujo ®' con condi-
cion inicial (x19, 99, 0). De esta manera, P(x1g, z99) viene dado por la proyecciéon
de ®% (219, T20,0) € R2 x St a R, es decir, como la componente (z1(T), z2(T))
del flujo después de un tiempo de vuelo T' = %77 desde (x19, x29,0) € .

Por ejemplo, en el llamado caso de resonancia, w = wg = /1 — 32, obtenemos

P(x10, 290) = ((xm - A)€_¥ + A, (290 — wB)e_¥ + cuB).

Asi, P posee un punto fijo en (z1,z9) = (A,wB) (o equivalentemente, ¢; = ¢y =
0). Por supuesto, el mapeo P es lineal y se tiene:

or, 0P
dx19 Oxag —2np

DP = (7 )
oP, 0P, 0 e
8%10 81’20

: : : _2n8
que corresponde a una matriz con valores propios repetidos p1o = e« < 1.

Luego, las drbitas de P se acercan a (x1,x9) = (A,wB) radialmente como en la
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figura [8.3] Por lo tanto, el oscilador lineal posee una solucién periddica asint6ti-
camente estable.

X2

(A,wB)

T

Figura 8.3: Las érbitas de la aplicacién de Poincaré del sistema lineal sometido a una fuerza externa periédica
se acercan a (x1,x2) = (A,wB) radialmente.

8.1.1. La ecuacién de Duffing

En 1918 Duffing introdujo un modelo de oscilador no lineal con un término
cubico de rigidez para describir el efecto “endurecedor” de un resorte observa-
do en muchos problemas mecanicos. Desde entonces, esta ecuacion, junto con la
ecuacion de Van der Pol, se ha vuelto uno de los ejemplos méas comunes en textos
de oscilaciones no lineales y articulos de investigacién. Aqui discutimos una mo-
dificacién de la ecuacion de Duffing convencional en la cual el término de rigidez
lineal es negativo. La ecuacién que resulta describe la dindmica de una viga o
placa doblada cuando se considera solo un modo de vibracién. El modelo viene
dado por la siguiente ecuaciéon diferencial de segundo orden no auténoma:

&+ 6x — x4+ x> = v cos(wt). (8.5)

Mecanicamente, si 6 = 7 = 0, el modelo representa un cuerpo sometido a una
fuerza conservativa con un potencial de doble pozo; si 6 > 0, la viga presenta
rigidez o resistencia al movimiento, por lo que el sistema se vuelve disipativo. El
término no auténomo cos(wt) en representa una fuerza externa actuando
periodicamente sobre el cuerpo, en este caso de forma cosenoidal. Si v = 0, las
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()
=

Figura 8.4: Retrato de fase de la ecuacién de Duffing sin fuerza externa (y = 0) y coeficiente de rigidez § > 0.

6rbitas de (8.5)) viven en el plano R? y se muestran en la figura para 6 > 0
(caso disipativo): el origen es un punto silla, y hay dos focos estables a cada lado.

Consideremos ahora v # 0. La ecuacién se puede reescribir como un
sistema auténomo

u = v,
v = u—ud+ dv+ ycos(wh), (8.6)
0 = 1.

Aqui (u,v,0) € R? x S, donde S! = R/T es el circulo unitario de perfodo
T = 27 /w. Este producto cartesiano (cilindro tridimensional) puede visualizarse
como un anillo tridimensional donde viven las érbitas de (8.6); ver figura [8.5

En escogemos una seccién transversal ¥ = {(u,v,0) : 6 = 0} y conside-
ramos la aplicacién de retorno de Poincaré P : X — X. Se puede demostrar que
P esta definido globalmente. Claramente, P depende de los parametros 7, ¢, w,
pero en lo que sigue consideramos que 6 > 0 y w > 0 estan fijos y variamos ~;
por eso, escribiremos P = P,

P,y es solamente el mapeo del flujo cada 27 /w unidades de tiempo del problema
sin fuerza externa, i.e., con v = 0. Los puntos de equilibrio de con v =0
corresponden a orbitas periddicas de ; y su estabilidad se preserva. En efecto,
para pequenos valores de v > 0, los dos focos estables del caso v = 0 en la
figura son érbitas periddicas atractoras de periodo 27 /w (o periodo 1 para
P,) y el punto silla se vuelve una drbita de tipo silla. De esta forma, P, sigue
teniendo tres puntos fijos hiperbdlicos. Un bosquejo cualitativamente equivalente
de las érbitas en R? x S! y de la aplicacién de Poincaré para 0 < ~ pequeiio se
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1D 2D u

3D

Figura 8.5: Izquierda: Las érbitas de (8.6) viven en un “anillo tridimensional” R? x S'. Derecha: Bosquejo
esquemético de las soluciones periddicas de (8.6 para v > 0 suficientemente pequefio.

muestra en la figura 8.5

A medida que v se incrementa, ocurre una cascada de duplicacién de periodo
iniciada en las orbitas periddicas estables —i.e., la misma ruta al caos que en el
modelo de Rossler—, la que culmina con la aparicién de comportamiento cadtico
y soluciones aperiodicas.

El cuadro superior izquierdo en la figura muestra la proyeccion de una
solucién de (§8.6) al plano (u,v) en el régimen cadtico. Notemos que las autointer-
secciones de la soluciéon no son tales, sino que son un producto de la proyeccion
de una 6rbita en un espacio 3D al plano 2D (u,v). Esta dérbita esta “visitando”
un conjunto cadtico que vive en R? x S!. Para visualizarlo, simplemente toma-
mos esta misma soluciéon y consideramos su orbita bajo la aplicacién de retorno
de Poincaré en la seccion transversal Y. La figura que emerge es la del objeto
extrano en el cuadro superior derecho de la figura [8.6] Al igual que el atractor
de Hénon y el atractor de Rossler, este objeto extrano posee una fina estructura
autosimilar o fractal, como se aprecia en las imagenes inferiores de la figura [8.6)
la que continua a escalas arbitrariamente pequenas (pero es visible hasta donde
lo permite la resolucién de nuestros célculos numéricos).

La estructura del objeto extrano se debe a la presencia de puntos homoclini-
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Figura 8.6: Una érbita caética en la ecuacién de Duffing (arriba, izquierda); y el correspondiente atractor extraiio
de la aplicacién de Poincaré (arriba, derecha), junto con ampliaciones (abajo) que muestran su naturaleza fractal.
Imagen tomada de P. HOLMES, The dynamical legacy of Liapunov and Poincaré: Reflections on stability, chaos
and randomness, ASME IDETC/CIE Conference, San Diego, Aug 31-Sept 2, 2009.

Figura 8.7: Bosquejo esquemédtico del enredo homoclinico de Poincaré en la seccién transversal y la correspon-
diente organizacion de variedades invariantes en el espacio 3D.

cos en la aplicacién de retorno de (8.6]) (ver seccién [7.3)): un complicado arreglo
de las variedades estable e inestable de la orbita periddica silla de , 0 equi-
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valentemente las del punto silla en la aplicacion de Poincaré. Estas variedades
forman una intrincada red de (infinitas) intersecciones que da lugar al caos. Un
bosquejo de esta estructura homoclinica de Poincaré se muestra en la figura [8.7]
La curva roja representa la orbita periddica silla de . El comportamiento de
una Orbita vecina es un acercamiento asintético en espiral a lo largo de la cara
“no enredada” de la variedad estable (superficie azul), seguido de un lapso de
movimiento cadtico, atrapado dentro del “laberinto”de superficies, y finalmente
un escape asintotico en espiral a lo largo de la mitad no enredada de la variedad
inestable (superficie roja). De esta forma, este “enredo” homoclinico provee un
modelo geométrico para el caos.

8.2. Dinamica en toros

Ademas del plano y el cilindro, otro importante espacio de fase bidimensional
es el toro. Es el espacio de fase natural para sistemas de la forma

él — fl(91792)7
{92 = fo(01,09), (8.7)

donde (61, 65) € S' x St = T?, y donde f; y f» son funciones periédicas en ambos
argumentos.
Por ejemplo, un modelo simple de osciladores acoplados viene dado por

{9:1 = w1+Klsin(92—91),

8.8
02 = wy + Ko sin(@l — 92), ( )

donde 61, 6> son las fases de los osciladores, wi,ws > 0 son sus frecuencias natu-
rales, y K1, K9 > 0 son las constantes de acoplamiento. La ecuacion ha sido
usada para modelar la interaccién entre ritmos circadianos humanos y el ciclo
sueno-vigilia.

Una forma intuitiva de pensar en (8.8]) es imaginar dos amigos trotando en una
pista circular. Aqui, 6, (t) y 02(¢) representan sus posiciones en la pista, y wi, wy son
proporcionales a sus velocidades. Si estuviesen desacoplados, cada uno correria
a su propia velocidad y el mas rapido adelantaria periédicamente al mas lento.
Pero como son amigos, quieren correr juntos y deben ajustar sus velocidades
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naturales. Si sus velocidades son demasiado diferentes, la sincronizacion en las
fases sera imposible y puede que ya no quieran seguir corriendo juntos.

Ahora consideremos de manera mas abstracta, para ilustrar algunas pro-
piedades generales de flujos en un toro. Para visualizar el flujo, imaginemos dos
puntos corriendo alrededor de un circulo a tasas instantaneas 91 y 92. Alternati-
vamente, podemos imaginar un unico punto trazando una érbita en un toro con

coordenadas (1, 602) € S! x S = T?; ver figura 8.8

0, (a) (b)

1

Figura 8.8: Flujo racional en el toro con 2 = 3.

Sistema desacoplado

En este caso K1 = Ky = 0. Luego, ([8.8) se reduce a 91 = wq, 92 = wy. Las
correspondientes ¢rbitas en el cuadrado de la figura son lineas rectas con
pendiente constante

d@g . w9
dfy  w’
Hay dos casos cualitativamente distintos, dependiendo si la pendiente es un niime-
ro racional o irracional.
Si la pendiente es racional, entonces

e%)

p
Wi g
para ciertos enteros p,q sin factor comun. En este caso, todas las orbitas son
orbitas cerradas en el toro, pues 6; completa p revoluciones en el mismo tiempo
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que 65 completa ¢ revoluciones. Por ejemplo, la figura (a) muestra una orbita
en el toro con p = 3,¢q = 2. Cuando se grafica esta misma érbita en el toro nos
da un nudo de trébol como se ve en la figura [8.§(b) desde una vista superior del
toro. Sigamos la orbita anudada y contemos el nimero de revoluciones hechas
por 6y durante el tiempo en que 6; hace una revolucién, donde 6, es la latitud y
05 es longitud. Comenzando en el ecuador exterior en t = 0 la érbita se mueve
hacia la cima de la superficie, se desliza hacia el orificio, viaja a lo largo del fondo
de la superficie, y luego reaparece en el ecuador exterior habiendo recorrido dos
tercios de una vuelta completa alrededor del toro. Luego, 6> hace dos tercios de
una revolucion mientras #; hace una revolucion; es decir, p = 3, ¢ = 2.

De hecho, las orbitas siempre son anudadas si p,q > 2 no tienen factores
comunes. Las curvas resultantes se llaman nudos de toro p : q.

/)

Figura 8.9: Flujo irracional en el toro.

Si la pendiente es irracional como en la figura [8.9) entonces el flujo se dice
cuasiperidodico. Toda orbita da vueltas eternamente en el toro, nunca inter-
sectandose a si misma y nunca cerrandose. Si una orbita se lograra cerrar, nece-
sariamente realizaria un nimero entero de revoluciones en ambos 6; y 6; luego,
la pendiente seria racional, contrario a nuestra suposicion.

Maés atin, cuando la pendiente es irracional, cada érbita es densa en el toro,
es decir, cada érbita pasa arbitrariamente cerca de cualquier punto en el toro.

La cuasiperiodicidad es importante pues es un nuevo tipo de comportamiento
a largo plazo. A diferencia de los tipos mencionados anteriormente (equilibrios,
érbitas cerradas, incluso caos), la cuasiperiodicidad sélo ocurre en el toro.
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Sistema acoplado

Ahora consideremos (§8.8)) en el caso acoplado donde K, Ko > 0. La dindmica
se puede descifrar al mirar la diferencia de fase ¢ = 61 — 0. Entonces (8.8)) se

transforma en

¢ =w —wy — (K7 + Ky)sin ¢. (8.9)
El andlisis se simplifica si introducimos nuevas variables 7 = (K; + K»)t,§ =
W1 — W

K+ Ky y la ecuacion es equivalente a
1 2

¢ = % = — sin(¢). (8.10)
El parametro adimensional § es una medida comparativa de la diferencia entre
las dos frecuencias, relativa a la intensidad K7 + K5 de los acoplamientos.

Sid =0, » =0 es una solucién de y en este caso, si ¢ = 0 es estable,
los osciladores corren al unisono, i.e., con diferencia de fase cero.

Los equilibrios de satisfacen § = sin(¢). Por lo tanto, los dos equilibrios
existen si y solo si —1 < § < 1, o equivalentemente, si |w; — wy| < K7 + Ko.
La figura muestra las lineas de fase de para 0 < 0 < 1 (el caso
—1 < § < 0 es similar). La situacién del panel (a) corresponde a § = 0, con
¢ = 0 como unico equilibrio (estable), y a oscilaciones sincronizadas. En la fi-
gura [8.10|(b), el equilibrio estable es ¢; € (0, 7). Al mirar el gréafico de ¢’ vs ¢,
vemos que todas las orbitas de se acercan asintoticamente al equilibrio
estable. Por lo tanto, en el toro, las érbitas de (8.8)) se acercan a una solucién
de fases enganchadas (phase locked, en inglés) en la cual los osciladores estan
separados por una diferencia de fase constante ¢;. La solucion de enganche de
fase es periddica. De hecho, ambos osciladores corren a una frecuencia constante
dada por w* = 07 = 65 = wy + Ky sin ¢. Sustituyendo el valor de sin ¢ nos da

Lt Kiws + Kawy
Ki+ Ky,

Esta se conoce como la frecuencia de compromiso pues es un valor promedio (pon-
derado) entre las frecuencias naturales de los dos osciladores, esto es, wy < w* <
w;. La figura muestra el retrato de fase en el toro. Las soluciones (periddicas)
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(2) &' (b) &
11 =0 /\ >0
- _ _ o1 P2

—T ) h T —T 0 h T

() ¢/

AR 0 > 0,
\\\ 0 =109 =1
—T 0 — )

Figura 8.10: Soluciones de equilibrio de la ecuacién de la diferencia de fase (8.10]) para varios & representativos.
En § = 4. = 1, ocurre una bifurcacién silla-nodo.

enganchadas estable e inestable aparecen como lineas diagonales de pendiente 1,
pues 0; = 6y = w*. La solucién estable de (8.8)) corresponde a la diferencia de fase
¢1 de (8.10) (linea continua), mientras que la solucién inestable corresponde a la
diferencia de fase ¢y (linea discontinua); compare con la figura 8.10|(b).

Si separamos las frecuencias naturales, por ejemplo al desintonizar uno de los

osciladores logrando que |w; — wo| aumente, entonces las soluciones enganchadas
se acercan entre si y colisionan cuando |w; —ws| = Kj + K3 (o equivalentementre,
cuando § = 6. = 1) en una bifurcacién silla-nodo de 6rbitas periddicas; ver
figura[8.10[c). Después de esta colisién, es decir para |wy—ws| > K1+K3 (0§ > 4.),
uno de los osciladores no puede “mantener el ritmo” del otro y la diferencia de
fase simplemente se incrementa hasta que el ciclo vuelve a empezar de nuevo
cuando ¢ llega a 2m. Este tultimo caso es conocido como phase drift. Dado que
¢’ > 0 en la figura 8.10c) y no es constante, esto implica que el phase drift se
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21 V ; =
p

4

0 01 2

Figura 8.11: Soluciones enganchadas en el toro para los osciladores acoplados.

incrementa pero a una tasa no uniforme. A medida que ¢ sigue aumentando, el
flujo es en general como el del caso desacoplado: Tenemos flujo cuasiperiédico o
bien racional, dependiendo de los parametros. La unica diferencia es que ahora
las orbitas en el cuadrado con lados identificados son curvas y no lineas rectas.

8.2.1. Ruta al caos por cuasiperiodicidad

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales que modela la interaccion
de N osciladores acoplados. Supongamos que la dinamica comienza de nuevo
con un ciclo o solucién periédica. A medida que un parametro de control del
modelo se mueve, aparece una segunda periodicidad (o equivalentemente, una
nueva frecuencia) en una bifurcacién de toro (Neimarck-Sacker), generando la
aparicién de un toro invariante 2D. Podemos pensar que el sistema ([8.8]) modela
el flujo restringido a este toro.

Si la razon entre el periodo del segundo movimiento y el periodo del primero
es un numero irracional, entonces el movimiento en el toro es cuasiperiédico. Las
érbitas del espacio de estados entonces tienden hacia (o residen en) la superficie
de un toro. Bajo ciertas circunstancias, si el parametro de control cambia ain
mas, el movimiento se vuelve cadtico. Esta ruta también es conocida como el
escenario Ruelle-Takens. A medida que el parametro de control varia, uno puede
esperar la aparicién de una tercera frecuencia. Ahora las 6rbitas viven en un to-
ro tridimensional (correspondiente al movimiento cuasiperiédico en un espacio de
estados con cuatro o mas dimensiones). Con cambios adicionales en el parametro,
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cuasiperiodico

ciclo limite

\

punto fijo

cadtico

Figura 8.12: Representacién esquemdtica de la evolucién de atractores en el espacio de estados para la ruta
cuasiperiodica al caos.

el movimiento en el toro puede destruirse y el comportamiento del sistema pue-
de volverse cadtico creando un atractor cadtico. (Sin embargo, algunos sistemas
pueden pasar directamente de un comportamiento con tan solo dos frecuencias
al comportamiento caético). La figura ilustra esquematicamente esta ruta al
caos.

Ejemplo 46 Considere un modelo consistente en dos reacciones quimicas (cada
una a dos variables), las cuales poseen un comportamiento periddico en su estado
desacoplado, y estan acopladas difusivamente por un parametro D:

yi = (xi —vi)/mi — D(yi — vj),
con i,5 = 1,2, y @ # j. Los valores de parametros son pu; = pus = 3, \y =

0,02, Ao = 2, ky = 3,3, ko = 10, 7 = 7 = 1. Note que el sistema dinamico
resultante estd definido en R, La figura muestra distintas soluciones del
modelo en una proyeccién al plano (x1,y;) a medida que el sistema pasa por
una ruta cuasiperidédica al caos. El panel (a) muestra una érbita periédica en
la cual uno de los osciladores pasa por tres ciclos mientras el otro realiza siete
oscilaciones. Los paneles (b) y (c) ilustran dindmica cuasiperiodica y un atractor
cadtico, respectivamente.
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Figura 8.13: Ruta al caos por cuasiperiodicidad en el modelo (8.11)). Imagen tomada de I. R. EPSTEIN &
J. A. PoiMaN, An Introduction to Nonlinear Chemical Dynamics: Oscillations, Waves, Patterns, and Chaos,
Oxford University Press, 1998.

Espectro de potencia de Fourier

Dentro de todas sus aplicaciones conocidas, el andlisis de Fourier también po-
see una utilidad para estudiar dinamica no lineal, y en particular, nos permite
cuantificar las transiciones al caos por cuasiperiodicidad. Concretamente, al cal-
cular el espectro de potencia de una solucién podemos estudiar el cambio en su
periodicidad o contenido de frecuencia.

Asumiendo que una solucién z(t) estd definida para —oco < t < oo, la trans-
formada de Fourier F(w) de x(t) y su inversa estan definidas por las siguientes
relaciones - o

F(w) = / c(t)e ™dt, x(t) = / F(w)e™'dw. (8.12)
—00 —00

A partir de estas definiciones, se puede derivar el teorema de Parseval:

oo o
/ ()Pt = / IF(w)dw. (8.13)
—0o0 —0o0

Si x(t) representa un desplazamiento instantaneo, el lado izquierdo de (8.13)) es
proporcional a la energia total. Dado que el lado derecho debe tener las mismas
dimensiones, entonces |F(w)|? representa la energfa por unidad de intervalo de
frecuencia. Aparte de un factor de normalizacién apropiado, S(w) = |F(w)|* se
llama el espectro de potencia. Nos entrega informacién sobre la distribuciéon
de energia como funciéon de la frecuencia.
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Consideremos nuevamente el ejemplo de N osciladores acoplados en ruta al
caos via cuasiperiodicidad. Podemos integrar numéricamente nuestro modelo de
osciladores acoplados hasta que se asiente en un movimiento estacionario. Des-
cartamos el transiente inicial de la solucion y registramos las coordenadas del
comportamiento asintético como una serie de tiempo o senal. A continuacién
calculamos el espectro de potencias de Fourier de esta senal a partir de la trans-
formada de Fourier de la serie de tiempo. Como esta senal viene dada en forma
discreta, remplazamos la transformada de Fourier continua (8.12) por la trans-
formada de Fourier discreta.

S(w) S(w)

0 1 w 0 1 w

Figura 8.14: Espectro de potencia para perfodo 1 (izquierda) y perfodo 2 (derecha).

Pensemos que estamos en el escenario inicial donde el sistema se asienta en
una solucién periddica. En este caso, este analisis de Fourier nos mostrara una
Unica frecuencia. Si variamos el parametro del modelo y la dindmica se vuelve
periodica o cuasiperiodica en un toro, o incluso cadtica, jcémo se vera el espectro
de frecuencias asociado? Si la senal es periddica o cuasiperiddica, entonces el
espectro de potencias de Fourier consistird de una secuencia de “espigas” en las
frecuencias fundamentales, sus armonicos, y en las frecuencias que sean las sumas
y diferencias de las variadas frecuencias. El punto crucial aqui es que el espectro
consistira de un conjunto discreto de frecuencias como en la figura[8.14] Para una
solucién de periodo (normalizado) 7' = 1, la espiga se ubicard en la frecuencia
principal w = 1. Supongamos que el parametro de control se incrementa, y resulta
en el espectro de potencia de la figura del lado derecho, donde ademas de la
espiga en la frecuencia principal, hay una espiga mas pequena en la frecuencia
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subarménica w/2 = 0,5; esto indica que la solucién tiene periodo T' = 2. Notemos
que también hay una espiga en 3(w/2) = 1,5, indicdndonos que hay algo de energia
en el tercer armoénico de la frecuencia subarmonica. La apariciéon de armoénicos
puede complicar el espectro de potencia, pero solo hay que recordar que para un
periodo n, la espiga de menor frecuencia esté en w/n.

g I

. 'l

0 1 w 0 w

Figura 8.15: A la izquierda la evolucién temporal de un sistema perfodico con dos frecuencias con w; = 2ws. A
la derecha la evolucién cuando las dos frecuencias son inconmensurables, w; = V2ws.

En la figura [8.15| se compara la evolucion de un sistema descrito por dos fre-
cuencias en un toro. A la izquierda, las frecuencias son conmensurables, y el
comportamiento es obviamente periédico. A la derecha, las frecuencias son incon-
mensurables y el comportamiento es bastante irregular y nunca vuelve a repetirse
exactamente. Sin embargo, una medicion del espectro de potencia del comporta-
miento cuasiperiodico revela claramente que solo hay dos frecuencias presentes.

Sin embargo, si la senal no es ni periédica ni cuasiperiédica (por ejemplo,
es cadtica), entonces el espectro de potencia de Fourier serd continuo como el
de la figura [8.16] Cuando la solucién es cadtica, el correspondiente espectro “se
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reparte” en todas las frecuencias. Luego, la aparicién sibita de un continuo de
frecuencias a partir de un espectro discreto, a medida que un parametro varia, es
un indicador de la aparicion de dinamica cadtica.

S(w)

7 VS S
0 1 w

Figura 8.16: Espectro de potencia para un oscilador caético.

8.2.2. Ecuaciones diferenciales no auténomas en el toro

Para cerrar esta seccién, consideremos una ecuacién diferencial escalar no
autonoma

= f(t,xz), con f(t+1l,z)=f(t,z)=f(t,xz+1). (8.14)

Este sistema se diferencia de aquellos estudiados en la seccion en que aqui la
funcién f es periddica tanto en ¢ como en x. Describamos cémo las soluciones de
se pueden ver como érbitas de un par de ecuaciones diferenciales autonomas
en un toro S* x S* de la forma (8.7)). Sin pérdida de generalidad, podemos asumir
que los periodos son 1; si no, siempre podemos reescalar las variables ¢ y x para
que asi sea.

Sea ©(t, 1y, zp) una solucién de (8.14) con ¢(to,to, o) = x¢. Entonces, por la
unicidad de soluciones con respecto a las condiciones iniciales y por la periodicidad
de f, tenemos las siguientes dos propiedades:

Sp(t—i_ 17t0a$0) — @(t,to,@(to,—l—l,to,xo)), (815)
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o(t, to, x0) + 1 = p(t, tg, xo + 1). (8.16)

A continuacién convertimos (8.14]) en el siguiente par de ecuaciones diferen-

ciales autonomas: ;
= 1,

Las orbitas de corresponden a las drbitas de (8.14]). La primera ecuacién
es periddica en @ con cualquier periodo; podemos considerar que el periodo es 1.
Por otro lado, la relacion implica que si identificamos 6 con 6 + k, para
cualquier entero k, entonces las 6rbitas de (8.17) —yv luego, las drbitas de (8.14)—
pueden ser vistas como curvas suaves sobre el cilindro S' x R. Usando la relacién
(8.16)), podemos identificar x con x + k para cualquier entero k; luego las érbitas
de se vuelven curvas suaves en el toro S! x S'. Asi, podemos estudiar ((8.14))
en forma equivalente como (8.17), donde (6, z) € St x St

8.3. Dinamica en circulos

Las ecuaciones diferenciales de la forma definidas en toros vistas en la
seccién anterior también pueden depender de parametros. Podemos estudiar bi-
furcaciones de estos flujos mediante la introduccién de una seccién transversal X
a T?. La interseccién T? N' Y es un circulo topolégico S!. Si cada punto z € S*
regresa a S! por medio del flujo definido por (8.7), podemos definir una aplicacién
de retorno de Poincaré

P =3

Es facil comprobar que P y su inversa P~! son diferenciables. Adem4ds, un punto
fijo de P en S' corresponde a un ciclo de contenido en T2. Luego, para
estudiar bifurcaciones en un toro invariante hay que conocer bifurcaciones de
mapeos del circulo S'. Es conveniente primero dar algunos ejemplos simples para
familiarizarnos con aplicaciones del circulo S'. Aqui denotamos un punto en S!
por su angulo # € R (mod 27). Luego, un punto estd determinado por cualquier
angulo de la forma 6 4 2km para un entero k.

Ejemplo 47 Sea f(0) = 0 + esin(20) para 0 < € < 1/2. Notemos que f tiene
puntos fijos en 0,7/2, 7, y 37/2.
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Calculando las derivadas obtenemos
f10)=f(m)=1+2¢>1,

mientras que
fl(m)2) = f'(3r/2) =1 —2e < 1.

Luego, 0 y m son repulsores y w/2 y 37/2 son atractores.

Miés generalmente, el mapeo f(0) = 0 + ¢(N0) tiene N puntos fijos atractores
y NN puntos fijos repulsores dispuestos en forma alternada alrededor del circulo
siempre que 0 < € < 1/N. (Tarea: complete los detalles.)

Ejemplo 48 (Duplicacién de angulo, parte 1) Sea f(6) = 260. (Note que f(6 +
27) = f(0) en el circulo de manera que este mapeo esta bien definido.)

Es facil probar que f"(f) = 2"6, luego 6 es un punto periédico de periodo n
si y solo si 2" = 0 + 2k7 para algtin entero k, i.e., si y solo si 6 = 2k7 /(2" — 1)
donde 0 < k£ < 2™ — 2 es un entero.

Luego, los puntos periddicos de periodo n para f son las raices (2" — 1)-ésimas
de la unidad. Se sigue que el conjunto de puntos periédicos es denso en S!. (Tarea:
complete los detalles.)

Ejemplo 49 (Duplicacién de dngulo, parte 2) Probaremos que f : St — S! dada
por f(6) = 20 es cadtica.

Por definicion, la distancia angular entre dos puntos se duplica en cada itera-
cién de f. Luego, f es sensible a las condiciones iniciales.

Por otro lado, la transitividad topoldogica también se obtiene de esta observa-
cién pues cualquier arco pequeiio en S' es eventualmente expandido por algin f*
hasta cubrir todo S! y, en particular, cualquier otro arco en St. (Tarea: Complete
los detalles!)

Por 1ltimo, la densidad de los puntos periddicos fue establecida en el ejemplo
anterior.

Ejemplo 50 (Traslaciones del circulo, parte 1) Sean A € Ry T)(0) = 0+2n\. Los
mapeos T) tienen comportamientos muy diferentes dependiendo de la racionalidad
o irracionalidad de A. Si A = p/q, donde p y ¢ son enteros, entonces Ty () =
0 + 2mp = 0, luego todos los puntos de S! son periédicos.
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Por el contrario, si \ es irracional, cada érbita de T) es densa en S'. La razén
es la siguiente. Sea 6 € S'. Los puntos en la érbita de 6 son todos distintos pues
st TY(6) = TY"(0), tendriamos (n — m)\ € Z, luego n = m.

Por otro lado, cualquier conjunto de puntos en el circulo debe tener un punto
limite. Luego, dado un € > 0 arbitrario y dado cualquier # > 0, deben existir
enteros n y m para los cuales |TY(0) — TY"(6)| < e. Sea k = n — m. Entonces
ITF(0) — 0] < €. Ahora, notemos que T) preserva longitudes en S'. Por lo tanto,
T% mapea el arco [0, T¥(0)] al arco [T¥(0), T2%(0)] el cual tiene longitud menor a €.
En particular, se sigue que los puntos 0, T¥(0), T3 (0), ... particionan S! en arcos
de longitud menor que €. Como € era arbitrario, esto completa la demostracion.
(Tarea: complete los detalles.)

En resumen, dependiendo de la naturaleza de A, la dindmica de T es una
version 1D del flujo periddico o cuasiperidédico en sistemas definidos en el toro
vistos en la seccion anterior.

Ejemplo 51 (Traslaciones del circulo, parte 2) Relacionado con el mismo ejemplo
anterior, una rotacién irracional del circulo es topolégicamente transitiva pero no
es sensible a las condiciones iniciales, pues todos los puntos permanecen a la
misma distancia después de cada iteracion.

8.3.1. Numero de rotacién y lenguas de Arnold

Volvamos de nuevo al problema de determinar bifurcaciones de sistemas de
la forma definidos en toros y su relacién con aplicaciones de Poincaré en el
circulo. Para facilitar la comprension de esta exposicion, denotemos como (v, @) €
S! x S! las coordenadas angulares canénicas en el toro. Si tomamos la seccién
transversal

S = {(,0) €T*: ¢ =0},
entonces St = T? N ¥ corresponde a un circulo topoldgico.

Nos interesa caracterizar la dindmica del mapeo de Poincaré P : St — S!
inducido por . Sea v € T? una 6rbita periédica que comienza en (0, ¢g) € S.
Por hipdétesis, v regresa a S! en algin punto (27, P(¢o)) = (0, P(pg)) € St
Ademas, P'(¢) > 0, pues las 6rbitas no se pueden intersectar. Luego, P preserva
la orientacién en S*.
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Si consideramos la diferencia a(p) = P(p) — ¢, definimos el niimero de
rotacion de P como

a a ... a k-1
() = - 1 U TP+ a(PH )

(8.18)
Se puede demostrar que el limite anterior existe y es independiente de la elecciéon
de ¢ € S!. El ntimero p(P) caracteriza el d4ngulo promedio en el cual P rota los
puntos del circulo S'. Intuitivamente, con argumentos similares a los ocupados
en este capitulo, se puede argumentar que p(P) es racional si y solo si P posee
una Srbita periédica. Y si P es de clase C?, entonces p(P) es irracional si y solo
si toda érbita de P es densa en S!.

Por otro lado, el nimero de rotacién p(P) es una funcién continua de los
pardametros de P (y por ende, funcién continua de los parametros del campo de
vectores ) En ese sentido, si p(P) es irracional, una pequena perturbacion
en el campo de vectores deberia ser capaz de crear algunas Orbitas cerradas,
posiblemente con periodos largos. Sin embargo, en presencia de 6rbitas periddicas,
p(P) se vuelve racional. Mas atin, si estas érbitas periédicas son hiperbdlicas,
entonces deben persistir bajo pequenas perturbaciones y el nimero de rotaciéon
permanece constante. Esto sugiere que en las aplicaciones, es mas probable que
encontremos numeros de rotacién racionales, a pesar de la “omnipresencia”’ de
los irracionales.

Lenguas de Arnold
Consideremos la aplicacion
r— F(rywe) =w+x+ 2i sin(2rx)  (mod) 1, (8.19)
T

en donde los puntos 0 y 1 del intervalo unitario estan identificados para que (8.19)

sea un mapeo del circulo. La aplicacién se conoce como mapeo estandar o

canonico del circulo, pues ha jugado un rol ejemplar (algo asi como una “forma

normal”) en el estudio tedrico y numérico de aplicaciones del circulo. El mapeo

del ejemplo 47| es una versién “reescalada” de (8.19) en el caso particular w = 0.
Para 0 < e < 1, el mapeo (8.19) es un difeomorfismo del circulo pues

Flr+ Liw,e) = F(r;w,e) +1 vy Fy(r;w,e) > 0.
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En € = 1, es un homeomorfismo, y para € > 1, ya no es uno-a-uno.

La nocién del nimero de rotacién definida en se puede generalizar para
homeomorfismos del circulo, i.e., para mapeos que no estan definidos como una
aplicacién de retorno de Poincaré. De hecho, cuando 0 < ¢ < 1, el nimero de
rotacién de puede definirse en forma equivalente como el siguiente limite:

n .
plw,€) = lim TE0iw:6) (8.20)

|n|—o0 n
donde n es un entero y los valores de las iteraciones de xy son usados sin (mod) 1.
Aqui resulta conveniente denotar explicitamente la dependencia de p = p(w, €) en
funcién de los pardmetros de (8.19). Se puede probar que los resultados validos
para mapeos de Poincaré también son ciertos con esta definicién del ntimero de
rotacién. A saber, si I es de clase C?, entonces p(w, €) es racional si y solo si F
posee una drbita periddica de algin periodo; y p(w,€) es irracional si y solo si
toda orbita de F' es densa en S!. Cuando € > 1, el niimero de rotacién no esté

definido pues el limite anterior ya no existe.

Cuando € = 0, es simplemente una rotacion alrededor del circulo por
un angulo w, equivalente al mapeo de los ejemplos [50] y [51]. En el otro extremo,
cuando w = 0 y € # 0, hay dos puntos fijosen z = 0y z = % Ambos son
hiperbélicos y el primero es inestable mientras que el segundo es atractor siempre
que 0 < e < 1.

Para cada ¢ = €fijo, con 0 < € < 1, uno puede probar las siguientes propiedades
de p(w, €):

» p(w, €) es una funcién no decreciente y continua de w;

= Para cada niimero racional p/q, existe un intervalo I,,, con interior no vacio,
tal que para todo w € I/, tenemos p(w, €) = p/q;

» Para cada nidmero irracional «, existe un tnico w tal que p(w, €) = a.

Un gréfico tipico de p(w,€) para 0 < € < 1 fijo se muestra en la figura [8.17],
donde se pueden apreciar las propiedades anteriores. Este grafico ha sido denomi-
nada como la “escalera del diablo” (devil’s staircase en inglés) y posee propiedades
fractales o de autosimilaridad pues esta relacionado con el conjunto de Cantor
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estandar de la siguiente manera: Esta funcién es constante en todos los interva-
los eliminados del conjunto de Cantor. Por ejemplo, si w € [1/3,2/3], entonces
p(w,€) =1/2.Siw € [1/9,2/9], entonces p(w,€) = 1/4, siw € [7/9,8/9], entonces
p(w,€) = 3/4. De la figura y de las propiedades de p(w, €) vemos que esta
funcién no es diferenciable en los puntos del conjunto de Cantor, jpero tiene deri-
vada cero en todos los deméas puntos! Pero dado que un conjunto de Cantor tiene
medida cero, esta funcién tiene derivada cero practicamente en todas partes, jy
aun asi logra crecer desde 0 a 1 al “subir” en los puntos del conjunto de Cantor!

p(wa E) !
—
—~
~
—~
w
Figura 8.17: La “escalera del diablo” — El grifico del nimero de rotacién p(w,€) como funcién de w para

0 < € <1 fijo.

En la figura 8.18 mostramos esquemadticamente algunos de los ingredientes
importantes del diagrama de bifurcacién del mapeo estandar (8.19)) en el plano
de pardmetros (w,€). A partir de cada niimero racional p/q en el eje w, se origina
una cuna con un agudo ensanchamiento. Estas cunas poseen interior no vacio
en el cual el nimero de rotacién es constante p(w, €) = p/q. Ademads, ninguna de
estas cunas con numero de rotacion racional se intersecta cuando 0 < € < 1. Estas
cunas se conocen como lenguas de Arnold. Desde cada ntimero irracional en el
eje w, sin embargo, se origina una curva continua (sin interior) y que se extiende
ae=1.

La dinamica del mapeo estandar dentro de cada lengua de Arnold es bastante
simple. Miremos, por ejemplo, la cuna que emerge desde el origen. Dado que
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o)
I
e [
s
I
W=

pP=0

w

Figura 8.18: Diagrama de bifurcacién del mapeo esténdar. Dentro de cada cuiia (o lengua de Arnold) el nimero
de rotacién es racional. Las curvas rojas emanan de nimeros irracionales en el eje w.

p(w,e) =0 =0/1 en esta cuna, el mapeo debe tener un punto fijo. Efectivamente,
para € # 0, los puntos fijos de (8.19)) vienen dados por

—2
sin(2mx) = _mu.
€

Si fijamos € e incrementamos w desde 0, a partir de la ecuaciéon anterior, vemos
que dos puntos fijos (uno estable y otro inestable) eventualmente colisionan y
desaparecen en una bifurcacion silla-nodo. Cuando este evento ocurre, nos salimos
de la cuna 0/1 y las érbitas en S! se vuelven aperiédicas y densas. Un fendmeno
similar ocurre en cada una de las otras cunas, pero el rol de los puntos fijos es
reemplazado por el de los puntos periddicos con periodos apropiados.

Para € > 1, la dindmica de se vuelve méas bien complicada. La dindmica
cualitativa no se puede capturar por la racionalidad o irracionalidad de un solo
nimero (como ocurria si 0 < e < 1). En este caso, el limite en (8.20)) no es tnico,
sino que toma valores en un intervalo de numeros reales. En consecuencia, si
intentamos extender el diagrama de bifurcacion por sobre la linea € = 1, notamos
que las cunas racionales se traslapan y aparecen nuevas cunas —que emanan hacia
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€ > 1— a partir de numeros de rotacion irracionales. Esto senala la presencia de
orbitas muy complicadas y dinamica cadtica.

Dentro de toda esta complejidad, sin embargo, hay varias “constantes uni-
versales” que marcan la transicion al caos para una clase amplia de mapeos,
incluyendo el mapeo estandar. Dado que estas constantes son independientes de
la forma concreta del mapeo, pueden ser utilizables en aplicaciones, algo muy
similar a la constante de Feigenbaum para mapeos del intervalo; ver capitulo [5
A continuacién describimos una de esas constantes universales. Consideremos el
niimero irracional (/5 — 1)/2, la proporcién durea, y su expansién en fracciones

continuas
vVi-1 1

2 1+

Al truncar esta expansion en cada nivel obtenemos una secuencia de ntmeros
racionales p, /¢, la cual converge a (v/5—1)/2. Los enteros p, v ¢, se conocen como
los numeros de Fibonacciy satisfacen las relaciones de recurrencia ¢,.1 = ¢, +qn_1
Y Pni1 = Qn_1 con valores iniciales py = 0, ¢y = 1. Ahora, sea wy, el valor del
pardmetro w en tal que p(ws, 1) = @ Y para cada p,/q, denotemos
como w, al valor de w mds cercano a wy tal que p(wy, 1) = p,/¢y,; ver figura [8.19]
Entonces, se puede comprobar numéricamente que

lfm 2l 9834

Se ha probado que este niimero es el mismo para una amplia clase de mapeos del
circulo en sus puntos de transicién al caos.

8.4. Ejercicios

1. Considere el campo de vectores en el cilindro (y,0) € RxS! dado por y = ay,
6 = 1. Defina un mapeo de Poincaré apropiado y encuentre una férmula
para él. Demuestre que el sistema tiene una érbita periddica. Clasifique su
estabilidad para todos los valores de a € R.
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Figura 8.19: Construyendo una constante universal para el mapeo estandar del circulo.

n+1 1 w

2. Sea (r,0) € Rf x S! y considere el sistema

ro= r(1+acosf —r?),
0 = 1,

donde |a| < 1.

244

a) Demuestre que el circulo » = 0 es una orbita periddica con periodo 27.

Ly = GQW.

b) Demuestre que los multiplicadores de Floquet de = 0 son gy = 1y

Ayuda: Muestre que el sistema linealizado cerca de r = 0 tiene soluciones

de la forma (0,60(t)) y (dr(t),0).

¢) Demuestre que hay dos circulos r =7r_ y r =ry tales que si 0 < r < r_
entonces 77 > 0; y si r > 74 entonces 7 < 0. Luego la regién N = {(r,6) :
r_ < r < ry} es una regién atrapadora. Nuestro préximo objetivo es

probar que el conjunto atractor en N es una orbita periddica.

d) Sea S el rayo {(r,0),r > 0}. Argumente que S es una seccién global, es
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decir, el campo de vectores es transversal en todos los puntos de S. Sea
P :R" — R el mapeo de Poincaré en S.

e) Supongamos que la 6rbita del punto (rr,0) cumple que 0 < P(rg) < r_.
Argumente que P(rp) > rp. Alternativamente, suponga que la érbita
del punto (rg,0) cumple que P(ry) > r,. Entonces argumente que se
debe tener P(ry) < rg.

f) Aplique el teorema del valor intermedio a P(r) para probar que existe
un punto (r*,0) con r; < r* < rg cuya Orbita es periddica.

g) Demuestre que los multiplicadores de Floquet de esta nueva érbita ce-
rrada son 11, = 1y ps = e *™ y, en consecuencia, este ciclo es asintoti-
camente estable.

Ayuda: Para calcular la mtegml fo 2(t)dt use la ecuacién diferencial

para tener r> =1+ acosf — = ..

3. Estudie las érbitas del flujo definido por la ecuacion diferencial & = sin(2xt).

. Cuéantas soluciones periodicas existen? ;Qué se puede decir de su estabili-
dad?

4. Considere la ecuacién diferencial 1-periodica & = —x + cos(27t). Determine
el comportamiento en el largo plazo de las soluciones.

5. Considere la ecuacién diferencial 1-periodica & = —x+cos(27t) — 27 sin(27t).
Determine el comportamiento en el largo plazo de las soluciones.

6. Sea p(t,0, xp) la solucién de una ecuacién 1-periodica & = f(t, x) con (0,0, xy) =
Zg-

a) Demuestre que 0p(t, 0, z()/0xy es la solucién del siguiente problema de
valor inicial para una ecuacién diferencial lineal:

z= _(tv 90(t707x0))zv Z(O) =1,

es decir,

e
B = exp [/ p (s,¢(t,0,20))ds
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b) Si P es el mapeo de Poincaré asociado, demuestre que la derivada de P
viene dada por

1
P'(xy) = exp {/0 g—i(t, @(t,0,20))dt| .

7. Verifique que la ecuacién diferencial

1
i =12 — o) cos*(27t) — sin(4rt)

posee la solucién 1-perfodica ¢(t) = 5= cos?(27t) tal que p(0) = 1/27.
Muestre que esta solucién es asintoticamente estable. Existe otra solucion
1-periodica que es asintéticamente estable, jpuedes hallarla expicitamente?

. Hay otras soluciones 1-periodicas?
8. Verifique que la ecuaciéon diferencial
& = —a® — 2x +sin’®(27t) — 2sin(27t) + 27 cos(27t)

posee una solucién 1-periodica ¢(t) = sin(27t) tal que p(0) = 0. Mues-
tre que esta solucién es inestable. ; Cuantas soluciones 1-periodicas puedes
garantizar?

9. Considere la ecuacion diferencial escalar auténoma | = dx/dt = f(x)| con
un punto de equilibrio z*. Notemos que f puede considerarse (trivialmen-
te) una funcién periodica en ¢t de cualquier periodo arbitrario T > 0, en

particular T = 1. Luego, cuando esta misma ecuacién diferencial es vista
(trivialmente) como un ecuacién diferencial no-auténoma perfodica en ¢ de
periodo 1, el punto de equilibrio z* de la ecuacién auténoma se vuelve una
solucion periodica de periodo 1 de la ecuacién no-auténoma. Demuestre que
el mapeo de Poincaré P(x) de la ecuacién diferencial no-auténoma de periodo
1 en t satisface P(z*) = 2* y P'(z*) = exp(f'(z")).

Sugerencia: Considere la ecuacion variacional cerca de x(t) = x*.

10. Considere la ecuacién diferencial no-autonoma

i = dx/dt = ap + cor® + G(u, t, 7),
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11.

12.

donde p es un parametro escalar, ag y ¢y son constantes satisfaciendo agcy <
0, vy G es una funcién continua y periédica de periodo 1 en ¢ con |G (p, t, x)| <
|| para todo (t,x) € R x R.

a) Demuestre que existe un py > 0 tal que, para todo |u| < o, existen
exactamente dos soluciones periodicas ¥ (u,t) y 12(u, t) de periodo 1 en

t, con la propiedad de 11(0,t) = \/—ag/co y ¥2(0,t) = —+/—ag/co.

b) Demuestre también que estas soluciones 1-periodicas son hiperbdlicas y
que ; es inestable y 1, es asintéticamente estable si ¢y > 0.
Sugerencia: Use las propiedades del flujo cuando p = 0 y la pregunta
anterior.

Considere el sistema |# + x = F(t),| donde F(t) es una funcién diferenciable,
T-periddica. jEs verdad que el sistema necesariamente posee una solucion
T-periddica x(t)? Si es asi, demuéstrelo; si no, encuentre una F' que sirva de
contraejemplo.

(Sistema sobreamortiguado forzado por onda cuadrada) Considere un oscila-
dor lineal sobreamortiguado (por ejemplo, un circuito RC) forzado por una
onda cuadrada. El sistema se puede adimensionalizar a |4 + = = F(t),|donde
F(t) es una onda cuadrada de periodo T'. Mas especificamente, supongamos
que

| +A 0<t<T)2,
F(t>_{ —A, T)2<t<T,

parat € (0,T),y luego F(t) se repite periédicamente para todo t. El objetivo
es mostrar que todas las trayectorias del sistema se acercan a una unica
solucién periddica. Podemos intentar resolver la EDO y obtener z(t), pero
el analisis podria volverse un poco complicado. Por ello, usamos un enfoque
basado en el mapeo de Poincaré: La idea es “observar” y registrar el sistema
una vez por ciclo.

a) Sea x(0) = xy. Demuestre que z(T) = zpe™ ! — A(1 — e~ 1/2)2,

b) Demuestre que el sistema posee una tunica solucién periddica y que sa-
tisface xyp = —Atanh(7/4).
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¢) Interprete los limites de x(7") para T'— 0 y 1" — oo. Explique por qué
son plausibles.

d) Sea x; = z(T") y defina el mapeo de Poincaré P por 1 = P(x). Obtenga
la grafica de P(z) vs x.

e) Usando un diagrama de telarana demuestre que P tiene un punto fijo
globalmente estable.

13. Considere el flujo en el toro T? dado por 91 = Wy, 92 = wo, donde wy /wy
es irracional. Demuestre que cada o6rbita es densa, es decir, dados cualquier
punto p en el toro, cualquier condicién inicial ¢, y cualquier ¢ > 0, existe
un t < oo tal que la orbita que empieza en ¢ pasa a una distancia € de p.
Concluya que el conjunto atractor es todo T2.

14. Considere el sistema
91 =F — sin91 + KSiH(QQ — 91), 92 =F + SiH@Q + KSiH(Ql — (92),
donde E, K > 0.

a) Encuentre y clasifique todos los puntos de equilibrio.

b) Muestre que si E es suficientemente grande, el sistema tiene érbitas
periodicas en el toro. ;Qué tipo de bifurcacion es la que crea las solucio-
nes periodicas?

¢) Encuentre la curva de bifurcacién en el plano (E, K) en la cual se crean
estas 6rbitas periodicas.

15. En un paper sobre sistemas de osciladores neuronales, Ermentrout & Kopell
(1990) ilustraron la nocién de “muerte de un oscilador” con el siguiente
modelo:

0 = wy + sin 0; cos 05, By = wy + sin O cos 01,

donde wy,ws > 0.

a) Bosqueje todos los retratos de fase cualitativamente diferentes que apa-
recen a medida que wq, wo varian.
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16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

24.

b) Encuentre las curvas en el plano de parametros (wy,ws) a lo largo de las

cuales ocurren bifurcaciones, y clasifique estas bifurcaciones.

c) Identifique las regiones del plano (wi,ws) en las cuales se tienen cada
uno de los retratos de fase de (3.1).

Usando un computador, grafique la curva cuyas ecuaciones paramétricas son
x(t) = sin(t), y(t) = sin(wt) para: (a) w = 3, (b) w = 2/3, (¢) w = 5/3,
() w=+v2, (e) w=m, (f) w=3(1+V5).

Considere un par de osciladores armoénicos desacoplados descritos por el sis-
tema 4-dimensional i+ = 0, j+w?y = 0. Demuestre que si x = A(t) sin §(t),
y = B(t)sin ¢(t), entonces A = B =0y 0 =1, ¢ = w. Explique por qué esto
implica que las érbitas en el espacio de fase 4-dimensional estan tipicamen-
te confinadas a toros 2-dimensionales. ;Como se relacionan las curvas de la
pregunta anterior con las érbitas de este sistema?

Pruebe que un difeomorfismo que preserva orientacién en S' debe tener dos
puntos fijos.

Demuestre que el mapeo f(f) = 20 es cadtico en S

Encuentre el ntimero de rotaciéon del campo de vectores no-autéonomo & =
cos(27t) y describa su dindmica.

Sea P la aplicacién de retorno de Poincaré de & = F'(x,t,\), donde A € R
es un pardmetro, v F' es una funcién de clase C? y periodica en t de periodo
1. Suponga que todos los puntos fijos de P son hiperbdlicos para A = 0.
Demuestre que el nimero de rotacién p(f) es constante para || pequeno.

Sea f : St — S! un difeomorfismo que preserva orientacién. Ocupando ([8.20))
demuestre que este limite, si existe, no depende de la eleccion de x.

Suponga que f y g son difeomorfismos en S' que preservan orientacion.
Pruebe que p(f) = p(g~" o fog).

Considere la aplicacién § — 0427\, con 8 € S', A € R. Encuentre el niimero
de rotacion p(A) para los distintos valores de .
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25. Considere la ecuacién escalar no-auténoma & = (1 —w) — 27 sin(2nt), donde
wel0,1]yy>0.

a) Demuestre que esta ecuacion se puede resolver en forma exacta (analiti-
ca).

b) Use esta soluciéon para mostrar que, para v > (1 — w), el mapeo de
Poincaré asociado posee dos puntos fijos hiperbdlicos.

¢) Demuestre que el nimero de rotacién p(y) = 1 para 2y > (1 — w).

d) Describa la bifurcaciéon que ocurre en 2y = (1 — w).



Capitulo 9

El atractor cadtico de Lorenz

En 1963 Edward Lorenz introdujo el siguiente sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias:

& = oy —x)
y = rr—y—zxz, (9.1)
z = xy— bz

Este campo de vectores es una version simplificada de un sistema de EDPs que
modela la velocidad de un fluido y perturbaciones de la temperatura en una capa
bidimensional calentada desde abajo. La intencién de Lorenz era modelar el com-
portamiento del aire en la atmosfera, y en tltimo término, el tiempo atmosférico.
En (9.1) (z(t),y(t), 2(t)) representan amplitudes reescaladas de las variables ori-
ginales, y t es una escala de tiempo reescalada. Los parametros del modelo son: o
(Numero de Prandtl), el cual modula la competencia entre difusiones viscosas y
térmicas; r (Numero de Rayleigh), que simboliza el calor aplicado —este parame-
tro aparece frecuentemente en mecanica de fluidos cuando una capa de fluido es
calentada desde abajo—; b, el cual es un factor geométrico que resulta de obtener
el sistema adimensional.

Para los valores “cldsicos” b = 8/3, 0 = 10, r = 28, el sistema (9.1)) exhibe
soluciones caoticas:

= oscilan en forma irregular, sin repetirse nunca (i.e., son aperiédicas),
= pero siempre permaneciendo en una regién acotada del espacio de fase,

= convergen hacia un conjunto complicado, un “atractor extrano;”

251
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= ademas, dos condiciones iniciales cercanas poseen orbitas que, eventualmen-
te, se separan en forma exponencial (i.e., hay sensibilidad a las condiciones
iniciales);

= y cada orbita parece cubrir todo el atractor extrano.

Puedes ver una animacion que muestra la formacion de este atractor en el siguien-
te video: http://youtu.be/97ryBYOTQOo0. El atractor extrano no es un punto de
equilibrio, ni una érbita periddica, ni siquiera es una superficie. Es un fractal.
.,Como llegd Lorenz a esa conclusion?

9.1. Propiedades del sistema de Lorenz

El sistema (9.1)) posee los siguientes equilibrios:
= 0=(0,0,0),
s pf = (&/b(r —1),£/0(r —1),7r — 1), parar > 1.

Ademas, presenta una simetria con respecto al eje z: Al reemplazar (x,y) —
(—z, —y), las ecuaciones no cambian. Luego, si (z(t),y(t), 2(t)) es una solucién,
también lo es (—z(t), —y(t), 2(t)). En consecuencia, todas las soluciones son, o
bien, simétricas o poseen una contraparte simétrica.

Consideremos b = 8/3 y 0 = 10 fijos. En lo que sigue moveremos el parametro
r hasta r = 28 y mas alla...

9.1.1. El sistema de Lorenz es disipativo

El primer paso para entender la estructura del atractor de Lorenz y el flujo
cadtico de las orbitas en él, es el hecho de que este objeto no posee volumen, es
decir, no es un cuerpo tridimensional en R3. La razén es que los volimenes en el
espacio de fase se contraen bajo el flujo inducido por (9.1]). Veamos por qué.

Sea S(t) una superficie cerrada que encierra un volumen V' (t) en el espacio de
fase. Por ejemplo, S(t) podria estar formada de condiciones iniciales para érbitas.
Después de un tiempo dt, S evoluciona a una nueva superficie S(t + dt). ;Cuél
es el volumen V' (t 4 dt)?


http://youtu.be/97ryBYOTQ0o
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S(t + dt)
V(t)

S(t)

Figura 9.1: Evolucién de un elemento de volumen en el sistema de Lorenz.

Sea n el vector normal unitario a S y denotemos como f al campo de vectores
dado por . Luego, f es la velocidad instantanea de los puntos. Entonces, f-n
es la componente de la velocidad perpendicular a S. En un tiempo dt, un area
dA barre un volumen f - ndt dA; ver figura 9.2

f-ndt{

¢

Figura 9.2: Elemento de volumen en el sistema de Lorenz.

Luego,

V(t+dt) =V(t) +/f-ndtdA.
S

Entonces

V = Ifm V(t+dt)_v(t):/f-ndAz/V-de.
dt—0 dt S v

Sustituyendo por (9.1)):

0 0 0
V-f—%[a(y—x)]—I—a—y[m:—y—a:z]nta[scy—bz]——0—1—b<0.
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Luego obtenemos la EDO |V = — (0 4 1 + b)V < 0, | con solucién
V(t) _ V(O)e_(a+1+b)t.

Por lo tanto, volumenes en el espacio de fase se achican exponencialmente rdpi-

do. Como consecuencia, las orbitas convergen a un conjunto atractor de volumen
cero. ;Cual es ese conjunto atractor? ;Son puntos de equilibrio?

CONSECUENCIAS:

= No hay soluciones cuasiperiddicas:
Si las hubiera, dicha orbita tendria que estar sobre la superficie de un toro,
“fluyendo” indefinidamente sin llegar a cerrarse. Luego, el toro seria inva-
riante bajo el flujo. Entonces, el volumen dentro del toro seria constante en

el tiempo, lo cual contradice la propiedad de contraccién de volumen.

= No existen puntos de equilibrio ni ciclos repulsores:

Supongamos que encerramos un objeto repulsor con una superficie cerrada
de condiciones iniciales (ej, una esfera alrededor del punto de equilibrio o
un tubo delgado alrededor de una érbita periddica). Después de un lapso de
tiempo, la superficie se habra expandido pues las correspondientes érbitas
son repelidas. Luego, el volumen dentro de la superficie se incrementaria.
Esto es claramente una contradiccion.

9.1.2. Bifurcaciones locales en el sistema de Lorenz

El origen 0 = (0,0,0) es un equilibrio para todos los valores de parametros.
La linealizacién de (9.1) en O viene dada por

& = o(y—z)
y = re—y,
z = —bz,

La ecuacion en z es desacoplada. Luego, z(t) — 0 exponencialmente. Por otro
lado, las direcciones x e y son gobernadas por el sistema

(-7 o))
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con traza 7 = —o —1 < 0 y determinante A = (1 —7). Sir < 1: 0 es un atractor.
De hecho, podemos probar que el origen es un atractor global para » < 1 con
ayuda de la funcién de Lyapunov V(z,y, z) = 22® + y* + 2* (Tarea). Sir > 1: 0
es un punto silla, pues A < 0. Méas aun, posee variedades estable e inestable con
dimensiones dimW#*(0) = 2, dimW"(0) = 1.

Lo que ocurre en r = 1 es una bifurcacién pitchfork. Para r» > 1, aparecen dos
nuevos equilibrios simétricos p* = (d=4/b(r — 1), &4/b(r — 1),7—1). Estos puntos
son atractores inmediatamente después de la bifurcacién, es decir, para valores de
r ligeramente mayores a 1, obteniendo un diagrama de bifurcacién parcial como
el de la figura siguiente.

estable

estable —— -~ inestable

estable

Figura 9.3: Diagrama de bifurcacién de la bifurcacién pitchfork en el origen del modelo de Lorenz para r = 1.

Podemos detallar ain més la estabilidad de p™ y p~. Estos equilibrios son
hiperbélicos y atractores para

o(oc+b+3)

1l<r< =
T o—b—1

~ 24.74,

donde se tiene ReAj 2 < 0, A3 < 0. Para r = rg, p* y p~ no son hiperbdlicos, pues
Re(A12) =0, A3 < 0, y ambos pasan por una bifurcacién de Hopf. En cambio, si
r>ry, p*y p~ son equilibrios silla-focos hiperbdlicos, i.e., Re(A12) > 0, A3 < 0.
Las bifurcaciones de Hopf en p' y p~ son subcriticas. Esto implica que existen
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dos ciclos de tipo silla (inestable) I'" y I'™ para r < rg, alrededor de p*™ y p~,
respectivamente. A medida que r — 5, los ciclos I'* se achican alrededor de p*.

ciclo inestable

origen

| |
r=1 r=nrg

Figura 9.4: Diagrama de bifurcacién parcial del modelo de Lorenz.

9.1.3. Bifurcaciones globales y ruta al caos

;Existen los ciclos I'" y I'" para todo r < ry? Ambos ciclos de tipo silla
poseen variedades estable con dimW*(I'*) = 2. Las érbitas en estas variedades
convergen a I'" y I'", respectivamente. Pero 0 es un atractor global para r < 1.
Por lo tanto, los ciclos silla I'" no pueden existir para r < 1. Algo debe ocurrir
para algin valor r = r* €]1,ry[. Este algo es una bifurcacién homoclinica en
Thom =~ 13,926. El diagrama de bifurcacién parcial que emerge es como el de la

figura [9.5]

La secuencia de eventos al incrementar r es la siguiente:

(a) Para 1 < r < rpo, < rg: El origen 0 es silla, p* son atractores; ver figu-

ra[0.6(a).
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X

ciclos '+

—

tipo silla P

-------------------- A== mmpmmmm==== 7

1 Thom ~ 13,926 ra~ 24,06 ry~24,74

| | |
| 1 < |
origen p~— atractores

atractor

Figura 9.5: Diagrama de bifurcacién parcial del modelo de Lorenz.

(b) Para r = rp,, < rg: Se forman 2 6rbitas homoclinicas (simétricas entre si)
que se conectan a 0. Luego W*(0) N W*(0) # 0; ver figura [0.6(b).

(c) Para rje, < r < rg: Tenemos los 2 ciclos I'F de tipo silla. Adema4s las ramas
de W*(0) se intercambian de w-limite en r = ryyy,; ver figura [9.6{c).

Recordemos que nos interesa seguirle la pista al conjunto atractor que exista
en el espacio de fase a medida que el parametro r va aumentando. Para r < 1
hay un tnico atractor en el origen 0. Si 1 < r < rgy hay dos equilibrios atractores
en los puntos p™ y p~. .Y para ry < r, cudl es el atractor? No puede ser el
infinito, pues todas las érbitas penetran en un elipsoide invariante. Por otro lado,
Lorenz dio un argumento convincente para asegurar que cualquier ciclo debe ser
inestable para r > ry, por lo que no hay érbitas periédicas estables. Mas aun,
recordemos que el sistema es disipativo, por lo tanto, el conjunto atractor (sea lo
que sea) tiene volumen cero.

La bifurcacién homoclinica que ocurre para r = 7., marca la aparicién de
dindamica cadtica. Una version simplificada de la secuencia de eventos que lleva a
la creacion del atractor cadtico de la mariposa de Lorenz es la siguiente.

Existen ciertos valores rjet v 74 con rpom < Ther < 74 < rg tal que:

= Para [7hom <7 < Thet| tenemos dos érbitas periddicas (simétricas) de tipo
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Figura 9.6: Bifurcacién homoclinica en el modelo de Lorenz para 740m ~ 13,926. Imagen tomada de AGUIRRE,
DOEDEL, KRAUSKOPF & OSINGA, Investigating the consequences of global bifurcations for two-dimensional inva-
riant manifolds of vector fields, Discrete and Continuous Dynamical Systems, 29 (2011), p. 1309-1344.

silla. La variedad inestable W*(0) del origen converge a los equilibrios p*

(ver figura[0.7(a).).

= Para ocurre una bifurcacién heteroclinica: W%(0) converge a I'f,
formandose una conexion heteroclinica entre el origen y cada uno de los ciclos

(ver figura [9.7(b).).

= Para \rhet <r<ry: \ se tiene el fenémeno de preturbulencia: aparece un con-
junto invariante extrano, pero que no es un atractor, sino un conjunto silla
cadtico (ver figura [9.7)(c).). Para valores de r entre rj; y 74, el conjunto
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invariante extrafno consiste en un numero infinito (numerable) de drbitas
periddicas, un numero infinito (no-numerable) de 6rbitas aperiddicas, y un
nimero infinito (no-numerable) de dérbitas que convergen a 0. Todas estas
érbitas son (individualmente) no-estables.

Figura 9.7: Transicién hacia el régimen de preturbulencia en el sistema de Lorenz. Imagen tomada de DOEDEL,
KRAUSKOPF & OSINGA, Global bifurcations of the Lorenz manifold, Nonlinearity 19 (2006), p. 2947-2972.

Una orbita pre-turbulenta tipica muestra caos transiente: se comporta erratica-
mente “visitando” al conjunto invariante cadtico durante un intervalo de tiempo
finito antes de converger a p™ o p~ como en la figura (No olvidemos que
estos equilibrios siguen siendo atractores para estos valores de parametro, i.e.,
estos eventos ocurren “antes” de la bifurcacion de Hopf subcritica). Sea T'(r) =
el tiempo que le toma a una érbita tipica “visitar” al conjunto invariante cadtico
antes de converger a alguno de los puntos atractores p~. A medida que r se incre-
menta, el tiempo T'(r) que le toma a una drbita en “escapar” del comportamiento
cadtico transiente también aumenta. En promedio de todas las 6rbitas que visitan
al conjunto invariante extrano se tiene:

T(r) — oo, cuando 17 — r4 &~ 24,06.

Luego, para [1 = 4], la silla cadtica se convierte en un atractor cadtico.

Una orbita tipica para valores de r inmediatamente mayores a r4 presenta
un transiente inicial, seguido de una aproximacién al atractor extrano. Una vez
conseguida la convergencia al atractor cadtico, se tiene una “oscilacién” irregular,
la cual persiste para t — 0o, pero nunca se repite exactamente: Es un movimiento
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15

-10 A

I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120
t

Figura 9.8: Serie temporal de la variable z de una drbita pre-turbulenta en el modelo de Lorenz.

aperiédico; ver figura [9.9] Por otro lado, todavia hay érbitas que convergen a p*,
los cuales aun son atractores. A medida que r se incrementa, el sistema pasa
por una secuencia de “explosiones homoclinicas” que generan nuevos conjuntos
invariantes extranos.

En resumen, la ruta al caos que lleva a la creacién del atractor de Lorenz puede
describirse mediante el diagrama de bifurcacién de la figura [9.10}

s Para r = rp,, & 13,926: Ocurre la primera explosién homoclinica.

» Entre 7,0, < 1 < 74 ~ 24,06: Existen dos érbitas periédicas I'* de tipo silla;
el origen 0 es un punto silla; p™ son equilibrios atractores. Ademés tenemos
caos transiente.

» Para r = r4: Aparicion del atractor extrano.

» Para r > ry ~ 24,74: Los ciclos I'* ya no existen al haber desaparecido en

una bifurcacién de Hopf subcritica; el origen 0 es un punto silla; los equili-
brios p* son ambos de tipo silla-foco. El tinico conjunto atractor que queda
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101

| | | | | | | |
60 80 100 120 140 160 180 200
t

Figura 9.9: Serie temporal de la variable z de una érbita que converge al atractor caético de Lorenz.

es el Atractor de Lorenz.

9.2. Estructura del atractor de Lorenz

En un cierto rango de parametros r > r4, no hay puntos de equilibrio atracto-
res ni ciclos atractores. En sus estudios numéricos, Lorenz no pudo seguir usando
herramientas estandar y se enfrento a lo que parecia una paradoja: Todas las érbi-
tas permanecen confinadas en una regién acotada ...y son eventualmente atraidas
a un conjunto de volumen cero, un atractor extrano A. ;jCoémo es A? ;Y cémo
se mueven las 6rbitas una vez que llegan a A?

Lorenz fijé los valores de pardmetros en o = 10, b = 8/3, r = 28 > ry e integro
numéricamente desde una condicién inicial cercana a 0 = (0,0,0). Lorenz sabia
que algo raro tenia que ocurrir, pero tuvo que tener cuidado de interpretar correc-
tamente los calculos numéricos. Esto era a comienzos de los anos 60! Al graficar
las series de tiempo de sus soluciones emergieron comportamientos como el de la
figura 9.9, en donde ploteamos solamente la coordenada x versus ¢. Inicialmente
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X

ciclos =

tipo silla Pt

______ l"__________________'I______T

1 Thom ~ 13,926 ra 24,06 Ty~ 24,74

L | |
|
origen pT atractores
atractor

| |
"' caos transiente !

atractor extrano

Figura 9.10: Diagrama de bifurcacién parcial del modelo de Lorenz.

se observan oscilaciones con una amplitud cresciente, seguidas por cambios de
signo en x, y luego més oscilaciones a intervalos irregulares. Estas oscilaciones
irregulares persisten para ¢ — oo y nunca se vuelven a repetir.

Figura 9.11: Una é6rbita en el atractor de Lorenz en el espacio tridimensional (z,y, z).
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Al visualizar la misma Orbita en el espacio de fase tridimensional aparece la
“mariposa” de Lorenz; ver figura [9.11] La drbita cruza de un “ala” a la otra in-
definidamente sin abandonar nunca el atractor. El nimero de vueltas alrededor
de p* o p~ antes de cambiar de “ala” posee caracteristicas de variable aleatoria.
Esto sucede pues después de la explosion homoclinica se crean un ntimero infinito
de objetos de tipo silla; luego, las érbitas son repelidas desde un objeto inestable
a otro como en un juego de pinball. Ademas, como el sistema es disipativo, las
érbitas estan confinadas (en el largo plazo) a un conjunto acotado de volumen ce-
ro. Sin embargo, permanecen para siempre en este conjunto sin autointersectarse
ni intersectar a otras érbitas. Como consecuencia, el atractor extrano A presenta
las mismas caracteristicas de comportamiento caético estudiadas en el capitulo [5}

» Transitividad: Las orbitas recorren todo A como si se “esparcieran” eter-
namente por toda la mariposa de Lorenz.

= Sensibilidad a las condiciones iniciales: Soluciones cercanas se separan
exponencialmente rapido; ver de nuevo http://youtu.be/97ryBYOTQOo.

= En particular, lo anterior implica que el conjunto de 6rbitas periddicas con-
tenidas en A son densas en A.

Cada érbita en A da un ntmero finito de vueltas alrededor de una rama (o
ala), y luego cambia a la otra rama. Y repite de nuevo el mismo proceso... infinitas
veces. Luego, el atractor A esta formado por dos superficies que se fusionan en
la parte baja. Lorenz hablé de una superficie “ramificada” S. El borde de esta
superficie esta formado por la variedad inestable del origen, esto es, 0S C W*(0).
Sin embargo, el hecho de que S conste de dos laminas que se fusionan en la parte
baja presenta un dilema, pues debe haber unicidad de soluciones: Las orbitas no
pueden cruzarse ni unirse! La explicacion que dio Lorenz fue que las dos superficies
se unen solo en apariencia. La “ilusién” se debe a la fuerte contraccion de volumen
del flujo y por baja resolucién numeérica.

Reemplacemos el flujo reversible 3D de (9.1]) por un semifiujo en S, es decir, las
soluciones se definen para t > 0 solamente. Una semidrbita positiva arbitraria en
S eventualmente debe llegar al intervalo de ramificacién [—a, a] de la figura[0.12]
En ese momento, la érbita “escoge” a cudl rama ira a continuacién: si se queda


http://youtu.be/97ryBYOTQ0o
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en la misma rama o si cambia a la otra. Ademas, esta solucién se mueve (cadtica-
mente) desde una rama a otra a medida que viaja por el atractor sin intersectarse
con otras ni consigo misma (por la propiedad de unicidad de soluciones). Este
comportamiento también es el mismo para cualquier otra 6rbita en A. Luego,
la superficie S debe estar formada por un niimero infinito no-numerable de capas
o laminas, al cual Lorenz llamé “un complejo infinito de superficies.” En resumen,
el atractor de Lorenz A es un conjunto de puntos con volumen cero pero area
infinita; una estructura de superficies que se “acumulan” en si mismas. De hecho,
el atractor de Lorenz es un fractal cuya dimensién (no entera) es dimA ~ 2,05.
Hay varias maneras de definir la dimensién fractal de un objeto y estan dispo-
nibles en muchos textos. Busca tu favorita! Nosotros mencionaremos brevemente
las mds comunes en la seccién [9.3.4]

Figura 9.12: Bosquejo cualitativo de la estructura geométrica del atractor de Lorenz.

9.3. Exploracién: Cuantificando el caos en sistemas con-
tinuos

. Qué tan cadtico es un comportamiento cadtico? Hay varias maneras de dar
una respuesta cuantitativa a esa pregunta. Existen varias razones para querer
cuantificar el comportamiento cadtico: Nos puede ayudar a distinguir si un sistema
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es realmente caodtico o si es simplemente ruido; nos puede ayudar a determinar
cuantas variables son necesarias para modelar la dinamica del sistema; cambios en
los valores del cuantificador pueden estar relacionados con cambios importantes
en el comportamiento dindmico del sistema, etc. Con el modelo de Lorenz
como ejemplo inspirador, en esta secciéon revisaremos algunas de las principales
maneras de cuantificar una dindmica cadtica en un sistema a tiempo continuo.

9.3.1. Exponentes de Lyapunov

Similarmente a lo estudiado en sistemas a tiempo discreto, podemos cuanti-
ficar la sensibilidad a las condiciones iniciales en el atractor de Lorenz al medir
la tasa (promedio) en que dos drbitas cercanas se alejan una de la otra. Sea x(t)
un punto en una érbita en el atractor en el instante t. Si () > 0 es un des-
plazamiento suficientemente pequeno, entonces x(t) 4+ d(¢) es un punto cercano
a x(t) en el instante ¢ (ver figura [9.13); podemos considerar, por ejemplo, que
|0]| = 1071, donde §y = 6(0). En el caso del sistema de Lorenz (9.1]), se puede
comprobar que §(t) crece exponencialmente de la forma ||5(¢)|| ~ ||do]|e*, donde
A = 0,9. Luego, érbitas vecinas se separan exponencialmente rapido. Al graficar
In ||6(¢)|| vs t obtenemos una curva parecida a una recta con pendiente A > 0.
Esta curva tiene altibajos pues la divergencia exponencial varia a lo largo del
atractor. La divergencia tiene un maximo cuando la separaciéon es comparable
con el “diametro” del atractor. El nimero A es el exponente de Lyapunov.

(1) In [[5(¢)]
AN t
o(t) \
x(t) + o(t) pendiente = A

Figura 9.13: Exponentes de Lyapunov en un sistema a tiempo continuo.
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Caso general

Los exponentes de Lyapunov pueden definirse en un contexto mas general. Por
ejemplo, consideremos el campo de vectores

x = f(x), xeR"

Sea x(t,xp) la érbita que pasa por el punto x(0) = x(. Consideremos la linea-
lizacion del flujo a lo largo de x(t,xg), la cual viene dada por

u=Df(x(t))u, ueR" (9.2)

Esta ecuacion lineal no-autonoma gobierna la evolucién en el tiempo de pequenas
perturbaciones u(t) a la solucién x(t,x() de la forma x(t,xq) + u(t). Ademas,
al ser (9.2) un sistema lineal, posee una matriz fundamental de soluciones, la
que llamaremos X (t;x(t,%)). Si v # 0 es un vector unitario en R”, definimos el
coeficiente de expansion a lo largo de la orbita de x( en la direcciéon dada por v
como

pe(x0,v) = [[ Xt x(t, %0))v .
Note que j:(Xg, v) es simplemente la magnitud de una solucién particular de (9.2)).
Este coeficiente mide qué tan grande es la tendencia de las soluciones (en una
aproximacion lineal) a desviarse en la direccién del vector v en cada punto de la
solucién x(t,xg) (parametrizada por t) del sistema original x = f(x). Luego, el
exponente de Lyapunov en la direcciéon v a lo largo de la érbita de xy queda
definido por
1
)\(X()) V) = lim sSup — lOg :UJt<X07 V)7

t—00 t
es decir, como un promedio temporal (en el largo plazo) del logaritmo del coefi-
ciente de expansion.

En general, para un sistema x = f(x),x € R", podemos definir n exponentes
de Lyapunov distintos, dados por las n direcciones linealmente independientes en
una base de R".

Demos una interpretacién de esta cantidad A(xp,Vv) con la ayuda, de nuevo,
del modelo de Lorenz . Consideremos una esfera infinitesimal de condiciones
iniciales en t = 0. Para 0 < t < 1, podemos esperar que esta esfera se deforme en
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todas las direcciones en un elipsoide infinitesimal. Para tiempos mayores ¢ > 1,
el didmetro del elipsoide es controlado por el exponente de Lyapunov A(v) “més
positivo”. Luego, basta que tan solo uno de los n exponentes de Lyapunov sea
positivo para que exista una expansion a una tasa exponencial en alguna direccion
a lo largo de la érbita considerada del sistema. En el caso del atractor de Lorenz,
el valor de X\ obtenido es el exponente de Lyapunov positivo mas grande.

Este hecho trae consecuencias importantes. Si en ¢ = 0 tenemos dos mediciones
iniciales (i.e., condiciones iniciales) cercanas con un error ||dy||, entonces para
t > 0 la discrepancia crece a una tasa ||d(t)|| ~ ||d]|e*. En particular, si a > 0
es la tolerancia para hacer predicciones —i.e., nuestra prediccion del futuro es
aceptable solo si ||§(t)]| < a—, entonces definimos el horizonte de tiempo como el
instante tj,ri.0n tal que nuestra prediccién falla para t > tp00i.0n. En particular,

se tiene |
a
thorizon ~ O | =log —— | .
horizon ()\ og H50H>

Por lo tanto, no importa qué tan chica sea la discrepancia inicial dy, no podremos
predecir por un tiempo mas largo que unos miltiplos de 1/A. Por esta razén, la
existencia de (al menos) un exponente de Lyapunov positivo es evidencia de que
el sistema posee sensibilidad a las condiciones iniciales.

la prediccion falla
aqui

t=0
t= thorz’zon
dos condiciones

iniciales casi indistinguibles

Figura 9.14: Horizonte de tiempo para hacer predicciones en un sistema con sensibilidad a las condiciones
iniciales.

Hasta aqui, nuestro exponente de Lyapunov ha sido calculado para una sola
orbita que comienza en un punto xq. Si calculamos el exponente de Lyapunov para
un conjunto de puntos iniciales (o érbitas) y luego promediamos estos resultados,
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definimos el exponente de Lyapunov promedio para el sistema. En muchos
casos, este valor promedio es considerado como el exponente de Lyapunov del
sistema.

9.3.2. EIl mapeo de Lorenz

Volvamos de nuevo al modelo de Lorenz . Al estudiar detenidamente el
comportamiento de las soluciones en el atractor extrano, Lorenz observéd que una
“Orbita cambia de espiral sélo después de sobrepasar una distancia critica del
centro y esto determina el punto en el cual se entra a la siguiente espiral. A
su vez, esto determina el nimero de circuitos que se ejecutan antes de volver
a cambiar de espiral.” Esto le dio la idea para una codificacion de una érbita:
Una propiedad de un “circuito”’dado predice la misma propiedad en el siguiente
“circuito.” Por ejemplo, si z, es el n-ésimo maximo local de la variable z(t),
Lorenz observd que el valor de z, predice el siguiente maximo local z,,1. ;Cémo
es esto posible?

Lorenz intengré numéricamente por largo tiempo ¢ y midié los maximos locales
de z(t). Obtuvo un grafico z,11 vs z, como el de la figura[0.15] En ella, los datos
parecen coincidir con una curva |z,.1 = f(z,)], la cual se conoce como Mapeo
de Lorenz. De esta manera, Lorenz pudo extraer orden del caos a partir de una
serie temporal

T = {Zo, AR IEER ,ZN}.

Observemos que el grafico de f(z,) en rigor no es una curva. Tiene un grosor
muy pequenio. Luego, f(2) no es una funcién bien definida. Sin embargo, el tra-
tarla como curva resulta conveniente, pues nos entrega informacién aproximada
sobre el comportamiento de una érbita, con tan solo observar una sola variable
(y no las tres). Por otro lado, notemos que el mapeo de Lorenz no es un mapeo
de Poincaré. Si asi fuera, este mapeo tomaria un punto en una superficie trans-
versal 2D, especificado por 2 coordenadas, y nos diria como esas dos coordenadas
cambian después del primer retorno a la misma superficie. Sin embargo, el mapeo
de Lorenz caracteriza la orbita por sélo un ntmero, no dos. En consecuencia,
este enfoque funciona sélo si el atractor es muy “delgado”, o sea, cercano a algo
bidimensional.
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Figura 9.15: Grafica del mapeo de Lorenz 2,1 Vs z,.

9.3.3. Reconstrucciéon del espacio de fase a partir de series de tiempo

El mapeo de Lorenz visto en la seccién [9.3.2] es 1til pues nos muestra que
podemos extraer una relacion para la evolucion de la variable z sin conocer cémo
se comportan las otras dos variables x e y del sistema de Lorenz (9.1)). Esto sugiere
plantearnos el siguiente problema general: Supongamos que en un experimento
solamente contamos con una unica variable observable en el atractor A4 C RY, la
cual es observada en N ocasiones. Es decir, de las d cantidades z, . . ., r4 asociadas
al sistema dindmico, solamente podemos tomar (a lo mas) N mediciones en el
tiempo de una de ellas, digamos, la j-ésima coordenada x;. Tipicamente, este
escenario ocurre cuando no conocemos las ecuaciones explicitas que dan origen a
la dindmica observada ni la regla de evolucién que gobierna la variacion de las
cantidades x1, ..., x4 en el tiempo. En tal caso, es muy probable que ni siquiera
conozcamos la dimension d del espacio de fase, es decir, no sabemos cuantas ni
cuales variables x1,x9,..., 2k, ... estan interrelacionadas de manera subyacente
por el (desconocido) sistema dindmico. Por lo tanto, la dimensién d pasa a ser un
nuevo parametro desconocido del problema.

Llamemos 7 a la serie de tiempo medida de la variable x;, y por simplicidad
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de notacion denotemos las entradas de la serie como

T:{q07q17QQ7'-'7QN}7 quR,Zzl,,N

Pregunta: Si no sabemos cémo modelar el sistema bajo consideraciéon o si no
conocemos las ecuaciones que gobiernan la evoluciéon de la cantidad estudiada,
;podemos decir algo 1til sobre el sistema analizando la serie temporal 77

Ejemplo 52 ;Cual de las series temporales 71, 5 y 73 de la figura proviene
de un sistema cadtico? A primera vista, las tres series lucen erraticas, aperiédi-
cas, sin ningun patron aparente y virtualmente aleatorias. ;Cémo distinguir cual
representa una variable aleatoria y cual proviene de un sistema deterministico
caético? Inspirados en el mapeo de Lorenz de la seccién [9.3.2] podemos respon-
der la pregunta graficando q; vs g1 para cada serie. Esto corresponde a mirar la
dindmica de los vectores (g, gx+1) en un espacio de fase bidimensional. Las series

de tiempo de la figura fueron calculadas a partir de:

(a) 71: Un generador de nimeros aleatorios. Los pares (qx, ¢r+1) se distribuyen
aleatoriamente en el plano formando una “nube” de puntos sin ninguna
estructura.

(b) 7»: El mapeo logistico con r = 4. Los pares (qx, qx+1) se ordenan a lo largo
de la parabola qx1 = 4q,(1 — qx).

(c¢) 73: El mapeo de Hénon. Los pares (g, gx+1) forman el atractor de Hénon.

Al graficar (qg, gr+1) se revela claramente la estructura dindmica subyacente de
cada serie. Este método se llama reconstruccién de atractores o reconstruc-
cion del espacio de fase a partir de una serie de tiempo.

En el ejemplo anterior miramos vectores (g, gx+1) en un espacio de fase bidi-
mensional, es decir, vectores de longitud 2. En general, dada una serie temporal
7 =1q,%,G,---,qn}, uno debe considerar vectores més largos

(@ GhsTs Qoors - - - Qk+(m71)T)
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(a) 71 (b) 7 (c) 73

t t t

Th+1 : IRRULES! \ Qk+1

dk qk

Figura 9.16: Reconstruccién del espacio de fase a partir de una serie de tiempo de (a) un generador
de nimeros aleatorios, (b) el mapeo logistico con r = 4, (¢) mapeo de Hénon.

de longitud m, donde dejamos un espacio de tiempo 17" —llamado retraso o
retardo— entre puntos consecutivos. Si m es suficientemente grande, y si T es
escogido apropiadamente, entonces si los datos estan tomados de una érbita en
un atractor cadtico, al plotear estos vectores (i, qr+T, Gk+2T, - - - Qit(m—1)T) €D
el espacio m-dimensional, veremos una aproximacion del atractor cadtico. En la
practiva uno debe “jugar” con m y T hasta que uno “vea algo”. Afortunada-
mente, contamos con un resultado formal que nos asegura que cualquier atractor
de un sistema dinamico se puede incrustar mediante este método en un espacio
de fase suficientemente grande (i.e., m apropiadamente grande). Este resultado
se conoce como el Teorema de Incrustacion de Takens, cuyo articulo “Detecting
strange attractors in turbulence” [20], contiene la demostracién formal y es uno de
los papers mas citados en matemaética!

En resumen, este método nos permite reconstruir geométricamente un atrac-
tor cadtico de un sistema dinamico a partir de la serie de tiempo de una tnica
variable observada. Ademads, nos entrega informacién sobre el niimero de varia-
bles necesarias para modelar este sistema (cuyas ecuaciones probablemente sean
desconocidas).
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Ejemplo 53 Supongamos que no conocemos las ecuaciones de Lorenz. El método
de incrustacion nos permite reconstruir el atractor extrano a partir de una inica
variable observada, digamos z. ;Como podemos reconstruir el espacio de fase
del sistema de Lorenz si no conocemos las otras dos variables? Una respuesta
intuitiva es que todas las variables de un sistema dinamico estan genéricamente
conectadas a través de las ecuaciones mismas (aunque no las conozcamos explici-
tamente), es decir, las variables se influencian entre si. Si en el instante ¢ sélo
tenemos el valor de la variable z, entonces otra medicion de x en un tiempo
futuro ¢ + T contendra implicitamente informacién sobre las variables y y z.

20 20 20
10 10 10
~ [ "
i & &
> 0 = 0 w0
10 -10 10
-20 20 -20
-20 -10 0 10 20 20 -10 0 10 20 20 -10 0 10 20
X, X, X

Figura 9.17: Tmagen tomada de M. PERC, Introducing nonlinear time series analysis in undergraduate courses,
Fizika A 15 (2006) 2, 91-112.

La figura muestra los espacios de fase reconstruidos con diferentes valores
escogidos para el retardo T y la dimensién m. En el primer caso, T = 3, m = 2,
el retrato de fase se ve un poco comprimido sobre la diagonal; es claro que m = 2
es una dimension muy baja como para capturar toda la estructura del atractor
de Lorenz. En el cuadro de la derecha, T' = 100, m = 4, la imagen resultante es
demasiado compleja; intuitivamente (y con el beneficio de nuestro conocimiento
de las ecuaciones de Lorenz), parece haber informacién sobrante. El retrato de
fase mas preciso es sin duda el del centro, 7' = 17, m = 3, en donde el objeto que
emerge resulta mas similar al verdadero atractor de Lorenz.

Existen algoritmos y paquetes computacionales para calcular valores apropia-
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dos de T"y m; incluso paquetes que implementan tests para decidir si una serie de
tiempo dada proviene de un sistema dindmico deterministico o si es en realidad
la realizacién de una variable estocastica. Todos estos paquetes estan disponibles
en internet para quien los desee implementar!

9.3.4. Dimensiones fractales

Los métodos descritos en las secciones anteriores enfatizan los aspectos dinami-
cos de las orbitas. Una segunda categoria de cuantificadores se enfoca en aspectos
geométricos de los atractores. Por ejemplo, la dimensionalidad de un atractor nos
da una estimacion del nimero de grados de libertad activos para el sistema. Por
otro lado, objetos geométricos con dimensiones no enteras juegan un papel fun-
damental en la dindamica de sistemas caoticos. Estos objetos geométricos han sido
llamados fractales, pues su dimensionalidad no es un nimero entero. Desafor-
tunadamente, hay en uso muchas definiciones diferentes de dimension fractal,
aunque en algunos casos los niimeros son cercanos. Restringiremos esta discusién
a aquellas medidas de dimension que son relativamente mas directas de imple-
mentar para el tipo de datos generados en el estudio de un sistema dinamico.

Dimensién box-counting

La dimensiéon box-counting Dpc de un objeto geométrico (a veces llamada
también dimensién de capacidad) esta determinada por el siguiente proceso: Cons-
truya “cajas” de lado € que cubran el espacio ocupado por el objeto geométrico
en consideraciéon. Aqui suponemos que este conjunto es un subconjunto acotado
del espacio Euclideano R". A medida que el tamano de cada caja disminuye, ne-
cesitaremos que el nimero de cajas necesario para cubrir todo el objeto aumente.
Sea N(¢) el nimero minimo de cubos n-dimensionales de lado € > 0 necesarios
para cubrir el objeto fractal. Luego, esperamos que se tenga la relacion

N(e) = e P,
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para alguna constante apropiada D > 0. Tomando logaritmo a ambos lados de la
ecuacion anterior, el limite (cuando exista)

log N
Diper — Hmog_@,
e—0 log(l/e)

se dice la dimensién box-counting del conjunto en cuestion.

Si aplicamos el método de box-counting a los datos de un sistema dinamico, ya
sea experimental o teérico, podemos determinar la dimension box-counting para
el atractor del sistema. Si el atractor posee una dimensioén no entera, hablamos de
un atractor extrano. Sin embargo, la determinacién de la dimension no siempre
es tan directa. Por ejemplo, en la practica, no podemos tomar el limite ¢ — 0
pues tenemos una precisiéon finita en los datos. Sin embargo, la definicion anterior
implica que para e suficientemente pequeno se tiene

log N(€¢) ~ Dpclog(1/e).

Es decir, aproximamos la dimensiéon box-counting como la pendiente de la recta
que mejor ajuste la relacion entre el logaritmo del niimero minimo de cajas y el
logaritmo de 1/e.

Esta definicion solamente requiere de una métrica o concepto de distancia entre
puntos. En ese sentido, se trata de una medida puramente geométrica del objeto
fractal. Por otro lado, esta medida tampoco discrimina si hay regiones del objeto
que sean mas “densas” que otras (en el sentido probabilistico de la seccién ,
es decir, es independiente de cuantos puntos del objeto caben dentro de un mismo
cubo de lado e.

Dimension de correlacion

La dimension de correlacion ha sido ampliamente usada para caracterizar
atractores extranos. Su ventaja computacional es que ocupa los puntos de las
orbitas directamente y no requiere una particion del espacio de fase.

Supongamos que poseemos un conjunto de N puntos {X;, i = 1,..., N} que
pertenecen a un atractor extrano A. Podemos pensar que los puntos

X;= (2,25, ,2))e ACR?Y, i=1,...,N
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han sido obtenidos a partir de N mediciones sucesivas de un mismo proceso
tomadas en intervalos de tiempo predeterminados de duracion 7 > 0, es decir,
X; = X(t+ir),i=1,...,N. Definimos la correlacién espacial del conjunto
de datos {X;} como

C'(e) = lim %(#(z’,j)\ i<j talque ||X;—X;|| <e).
La norma en la definicién anterior es la norma euclideana de RY, o bien la
norma del supremo. Es posible interpretar la correlacién C'(€) como un promedio
de la distribucién (frecuencia) de los puntos en esferas (o vecindades) de radio e.
Se define la dimensién de correlacion de la coleccion de puntos X; como el
siguiente limite (cuando existe):

1
D, = limsup i AeA Cle) .
es0  loge

La definicién anterior implica que para e suficientemente pequeno se tiene
log C'(€) = D.log(e).

A diferencia de la dimensiéon box-counting, la dimensién de correlacién toma en
cuenta la distribucién de puntos en el atractor. En cierta forma, la dimensién de
correlacion se basa en la probabilidad de que dos puntos escogidos al azar (para
una distribucién de probabilidad dada) estén a una distancia a lo mas e para
e — 0.

Calculo de D, en la practica

Supongamos que tenemos un conjunto de M puntos m-dimensionales de la
forma

(Yks YrsT» YkgoTs - - - yk+(m—1)T)>
generados a partir de la serie original mediante el método de incrustacion visto
en la seccion 9.3.3. Ahora podemos calcular una aproximaciéon de la dimensién

de correlacion D, del conjunto extrano “tedrico” que contiene a estos M vectores
m-~dimensionales.
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El Algoritmo de Grassberger-Procaccia (GPA) nos dice que estimamos
la correlacion C'(e) de la forma

Carle, M) = v (#(.) | i < talque [|Xi— X < ).
Esta norma corresponde a una norma euclidiana m-dimensional o a la norma del
supremo. El conteo se recomienda realizar sobre todos los pares de vectores en
R™ solamente si los pares son estadisticamente independientes. En la practiva
esto se logra al tener una frecuencia adecuada de muestreo de la serie original Y
o un 7" apropiado en las érbitas reconstruidas.
Por otro lado, el Algoritmo de Denker-Keller (DKA) estima la correlacion

C'(e) de la forma

1

CDK(EaM) = lM(M—l)

(#(z’,j)\ i <j talque ||X¢—Xj\|<e).

Aqui, al igual que para el GPA, esta norma corresponde a una norma euclidiana
m-~dimensional o a la norma del supremo. Se puede demostrar que esta estimaciéon
satisface Cpg (e, M) — C(€) para M — oo, es decir, esta estimacion converge
al valor verdadero de la correlaciéon en sentido estadistico.
Dado que
log C(€) ~ D.log(e)

para € suficientemente pequeno, para ambas estimaciones de C'(¢), estimamos D..
como la pendiente de log(C'(€)) versus log(e) —es decir, asumiendo una depen-
dencia lineal de ambas cantidades— en un intervalo apropiado de €. Sin embargo,
para valores muy grandes de € no se puede esperar una dependencia lineal de
C'(€), pues las correlaciones son, por definicién, a lo més iguales a 1. Esto se ex-
plica al tomar e tan grande tal que los tamanos de las esferas m-dimensionales
usadas para el conteo de C'(€) se vuelven comparables con el didmetro del atrac-
tor. Por otro lado, para valores muy pequenos de ¢, los errores de estimacion se
vuelven muy grandes. Aun asi, para muchos sistemas conocidos sabemos que tal
dependencia lineal de log(C'(€)) con respecto a log(¢e) es una buena aproximacion
para valores intermedios de €. Notemos que consideraciones andlogas en relaciéon
al tamano de e podrian ser convenientes para la estimacién de Dpc.
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9.4.

Ejercicios

Los siguientes problemas propuestos estan todos asociados a las ecuaciones de

Lorenz. La excepcién es la pregunta 8.

1.

Considerando la funcién de Lyapunov V (z,y, z) = %xQ + 1% + 2%, demuestre
que el origen (x,y, z) = (0,0,0) es un equilibrio globalmente estable si r < 1.

. Verifique que el origen sufre una bifurcacion pitchfork en r = 1.

. Sir > 1, demuestre que el origen es una silla hiperbdlica.

Demuestre que la ecuacién caracteristica para los valores propios de p* es

N+ (0 +b+ DA+ (r+0)bA+2bo(r — 1) = 0.

. Busque valores propios de p* de la forma A = 4-iw, donde w # 0, y demuestre

o+b+3

o ) . Encuentre

que ocurre una bifurcacion de Hopf cuando r = rg = o (
también el tercer valor propio de los equilibrios p*.

. (Horizonte de tiempo) Para ilustrar el “horizonte de tiempo” después del cual

predecir se vuelve imposible (sensibilidad con respecto a las condiciones ini-
ciales), integre numéricamente (use un computador) las ecuaciones de Lorenz
para r = 28, 0 = 10 y b = 8/3. Comience dos trayectorias desde condiciones
iniciales cercanas, y grafique z(t) vs t para ambas en el mismo gréafico.

(Experimentos numéricos) Para cada uno de los valores de r dados abajo,
use un computador para explorar la dindmica del sistema de Lorenz, asu-
miendo ¢ = 10 y b = 8/3. En cada caso, grafique z(t) vs t, y(t) vs t, y x
vs z. Investigue las consecuencias de escoger condiciones iniciales distintas
y diferentes tiempos de integracion. Ademas, en algunos casos, podria ser
conveniente ignorar el comportamiento transiente, y graficar sélo el compor-
tamiento sostenido en el largo plazo.

(a) r =10. (b) r = 22 (caos transiente), (c) r = 24,5 (coexistencia de caos y
equilibrios estables), (d) 7 = 100 (sorpresa), (e) r = 126,52, (f) r = 400.
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8. Considere el campo de vectores escalar y lineal £ = ax, * € R, donde a es
una constante. Demuestre que el exponente de Lyapunov de cada orbita de
este sistema es a.



Capitulo 10

Bonus: Bifurcaciéon y caos — o las rutas
al caos mas comunes

10.1. Duplicacién de periodo

Como discutimos anteriormente, la ruta al caos via duplicacién de periodo
comienza con un ciclo. Esta orbita peridédica puede haber “nacido” de una bifur-
cacion involucrando un punto de equilibrio, pero eso no nos incumbe por ahora. A
medida que algin parametro de control cambia, este ciclo se vuelve inestable. De
nuevo, esto se aprecia mejor si visualizamos la dindamica restringida a una seccién
transversal de Poincaré. Si la bifurcacién que ocurre en el punto fijo del mapeo
de Poincaré asociado es una bifurcacién flip, entonces el nuevo movimiento en el
espacio de fase completo sigue siendo periédico pero posee un periodo el doble de
largo que el del movimiento original. En la seccion de Poincaré, este nuevo ciclo
exhibe dos puntos fijos; ver figura [4.7 Para que este evento ocurra, necesitamos
que el espacio de fase sea de dimension tres o mas.

A medida que el parametro de control cambia atin mas, este ciclo de periodo dos
puede volverse inestable y dar nacimiento a un ciclo de periodo cuatro con cuatro
puntos de interseccion en la seccién de Poincaré. Este proceso de duplicacién
de periodo puede continuar hasta que el periodo se vuelve infinito; es decir, la
orbita nunca se repite a si misma. La orbita es entonces cadtica. Para apreciar
esta concatenacién de eventos de bifurcacion que lleva a dinamica cadtica, véase
la descripcién del mapeo logistico en la seccién [5.1]

279
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10.2. Cuasiperiodicidad

En el escenario cuasiperiddico, el sistema comienza de nuevo con un ciclo. A
medida que un parametro de control se mueve, aparece una segunda periodicidad
(o equivalentemente, una nueva frecuencia) en el comportamiento del sistema
mediante una bifurcacién de toro (Neimarck-Sacker); ver seccién [4.4]

Si la razon entre el periodo del segundo movimiento y el periodo del primero
no es un numero racional, entonces decimos que el movimiento es cuasiperiédico.
Las érbitas del espacio de estados entonces tienden hacia (o residen en) la super-
ficie de un toro. Bajo ciertas circunstancias, si el parametro de control cambia
aun mas, el movimiento se vuelve cadtico. Esta ruta también es conocida como el
escenario Ruelle-Takens. A medida que el parametro de control varia, uno puede
esperar la aparicién de una tercera frecuencia. Ahora las 6rbitas viven en un to-
ro tridimensional (correspondiente al movimiento cuasiperiédico en un espacio de
estados con cuatro o mas dimensiones). Con cambios adicionales en el parametro,
el movimiento en el toro puede destruirse y el comportamiento del sistema pue-
de volverse cadtico creando un atractor cadtico. (Sin embargo, algunos sistemas
pueden pasar directamente de un comportamiento con tan solo dos frecuencias al
comportamiento cadtico).

10.3. Intermitencia y crisis

La ruta de intermitencia al caos se caracteriza por una dinamica cuyas orbitas
tipicas muestran rafagas de comportamiento cadtico ocurriendo en forma irre-
gular intercaladas con intervalos de comportamiento aparentemente periédico. A
medida que un parametro de control varia, las rafagas cadticas se vuelven mas lar-
gas y ocurren con mayor frecuencia hasta que, eventualmente, la érbita es cadtica
todo el tiempo.

Una crists es una bifurcacion en la cual un atractor cadtico y su cuenca de
atraccién desaparecen subitamente o cambian de tamano de sibito a medida que
se ajusta un parametro de control. Alternativamente, si el parametro se cambia
en la direccion opuesta, el atractor cadtico aparece sibitamente “de la nada” o
el tamano del atractor puede agrandarse en forma stubita.
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10.4. Caos de Shilnikov

Esta situacién ocurre en espacios de dimension al menos tres cuando un punto
silla posee un valor propio positivo A y un par de valores propios complejos
conjugados estables av+1¢3: el punto silla se dice un silla-foco y tiene una variedad
inestable unidimensional y una variedad estable bidimensional.

L. P. Shilnikov prob6 que si se forma una érbita homoclinica a este silla-foco
y si A > |a] —esto es, las drbitas son repelidas mas réapidamente a lo largo de
la variedad inestable que lo que son atraidas a lo largo de la variedad estable—,
entonces ocurre dinamica cadtica en un rango de parametros alrededor del valor en
que se forma la 6rbita homoclinica. Mas técnicamente, es posible hallar dinamica
de herraduras en aplicaciones de Poincaré definidas en secciones transversales a
la 6rbita homoclinica.



Capitulo 11

Epilogo

Para terminar, algunos mensajes finales o moralejas para llevarse como heren-
cia de este curso...

1. Existen muchos tipos de comportamiento asintotico para cantidades que evo-
lucionan en el tiempo:
Periodico, cuasiperiodico, aperiodico, cadtico.

2. Incluso los sistemas no-lineales mas sencillos (definidos por ecuaciones muy
simples) pueden presentar un comportamiento extremadamente complicado
— Caos.

3. Un sistema que depende de parametros puede exhibir bifurcaciones, es decir,
cambios dramaticos en su comportamiento cualitativo al variar uno o mas
parametros.

4. Las transiciones de dinamicas simples a dindmicas “complicadas” suelen ocu-
rrir como secuencias de bifurcaciones que desembocan en caos a medida que
uno o mas parametros del sistema varian.

5. Existen conjuntos invariantes “extranos” geométricamente no-triviales y con
caracteristicas propias de conjuntos fractales (dimensién no entera, autosi-
milaridad, etc), usualmente en la forma de conjuntos de Cantor topoldgicos
y sus generalizaciones correspondientes en dimensiones mayores (Ej: Cantor
de superficies, etc.).

282
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6. La dindmica restringida a estos conjuntos invariantes extranos suele ser igual-
mente no-trivial (caética), y puede explicarse geométricamente como conse-
cuencia de un mecanismo iterativo de “estirar, contraer y doblar” el espacio
de fase, y el cual es cualitativamente equivalente a un shift actuando en un
espacio de secuencias (bi)infinitas con un ntimero determinado de simbolos
— dinamica simbdlica.

7. La codificaciéon de érbitas de un sistema cadtico mediante una dinamica
simbodlica nos proporciona un mecanismo computable para entender y des-
cribir completamente comportamientos altamente complejos.

8. En el proceso de aprender y entender todo lo anterior, conocimos y aplicamos
4 maneras de simplificar el estudio de un sistema dinamico:

a) Linealizacién — Teorema de Hartman-Grobman (caso hiperbdlico).

b) Caracterizar la estructura local del espacio de fase — Teorema de la
variedad estable (caso hiperbdlico).

¢) Aplicar cambios de coordenadas — Equivalencias y conjugaciones.

d) Reducir la dimensiéon — Aplicacién de retorno de Poincaré.
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