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PRELUDIO

Bifurcacion y Caos son dos términos que han dominado la investigacién en
dindmica no-lineal en las ultimas décadas. Su importancia ha traspasado las
fronteras de la matematica al marcar presencia desde la fisica tedrica hasta las
neurociencias pasando por practicamente todas las areas de vanguardia de la in-
genieria. La asociacion entre bifurcaciones y caos no es gratuita: Muchas veces la
ocurrencia de ciertas bifurcaciones puede gatillar la aparicion de caos en un siste-
ma. Por lo tanto, el reconocer e identificar las bifurcaciones de un sistema puede
ser crucial para entender los mecanismos matematicos subyacentes que explican
una transicién entre una dinamica “simple” y un comportamiento cadtico.

Estas notas estan creadas para servir como acompanamiento en un curso in-
troductorio a la teoria de bifurcaciones distribuidos en 25 sesiones de clases de
70 minutos cada una. Este curso esta pensado para estudiantes de doctorado con
un interés en el area (amplia) de sistemas dinamicos. Pero también puede ser
tomado por estudiantes avanzados de pregrado y aquellos iniciando una maestria
en matematicas. En este texto se pone énfasis en ensenar las técnicas, métodos
y fundamentos de la teoria que sustenta el andlisis de bifurcaciones en sistemas
dindamicos en la forma de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias y mapeos.
En concreto, el estudiante serd capaz de tomar un sistema dinamico especifico
y describir los cambios cualitativos de la dinamica a medida que se varian los
parametros del sistema, identificando las transiciones criticas y la aparicién de
caos.

Para este curso son necesarios conocimientos soélidos de sistemas dinamicos
y teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales, ademés de calculo diferencial e
integral, dlgebra lineal, andlisis real y nociones generales de topologia.

La mayor parte de este texto no corresponde a una obra original, sino a una
recopilacién de extractos de diversas fuentes. La principal fuente es el ya clasico
libro de Yu. Kuznetsov [23]. La elaboracion particular de cada capitulo individual
ha sido completada con los siguientes textos:

= Capitulo 1: [6], (13, 17, 18, 23, 25].
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Capitulo 2: [6] 13} 17, 23] 25).

Capitulo 3: [6, 13, [I7, 18, 23, 25).

Capitulo 5: [12, 17, 23, 25].

Capitulo 6:

[
[

Capitulo 4: [6] 17, 18, 23].
[
113, 17, 18, 23, 25).
[

» Capitulo 7: [3] 17, 23, 25, 29].

Una lista méas amplia de textos sugeridos se puede hallar en la Bibliografia al
final de estos apuntes. En este listado (a todas luces incompleto) el lector podra
hallar algunos de los trabajos pioneros que ayudaron a construir la teoria tal como
hoy la entendemos [3, [4], 9, [12] [15], 24, B0, 31, 35] ademas de referencias a la obra de
Shilnikov en bifurcaciones globales [2]; también textos sobre la teoria general de
sistemas dindmicos y que incluyen capitulos dedicados a bifurcaciones [6], 111, 14,
25, 27, 28]; los fundamentos de la relacién entre bifurcaciones globales y caos [17,
20), 211, 26, 29]; la conexidén con teoria de catéastrofe [5], [16]; y variadas aplicaciones
de la teorfa de bifurcaciones en otras ciencias y disciplinas [1, [7, 19 22, [33], 34].

El texto que tienen en sus manos ha sido revisado y complementado gracias
a los certeros aportes, observaciones y sugerencias de los estudiantes del curso.
Cualquier error u omisién que perdurare, serd corregido para la siguiente version
del ramo.

pablo aguirre
DMAT — UTFSM, MMXXITII.
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Capitulo 1

Conceptos preliminares

1.1. ;Para qué estudiar bifurcaciones?

Un ejemplo introductorio. Considere el oscilador armoénico con friccion.
Fisicamente, este sistema puede interpretarse como una masa unida a un resorte,
el cual esta sujeto a una pared, y cuya energia es disipada por el roce con el suelo.
La segunda ley de Newton nos dice que el desplazamiento de la masa con respecto
a su posicion de reposo viene dado por la EDO de 2do orden:

i —ci+wlr=0

{ o=y,

Y = cy— wa.

Este es un sistema lineal y por lo tanto no es dificil hallar una solucién explicita.
Sin embargo, dado que se trata de un sistema fisico, también podemos dar una
descripcién intuitiva del comportamiento de las soluciones como en la figura [I.1]
Si ¢ = 0, en la figura [1.1{(b), no se considera roce con el suelo y el sistema con-
serva la energia. La dindmica resultante corresponde a un movimiento oscilatorio
perfectamente sinusoidal. El origen en el plano (x,y) es un centro, un equilibrio
estable en sentido Lyapunov (pero no es asintéticamente estable) rodeado de un
continuo de drbitas periédicas. Si ¢ < 0, en la figura [I.I(a), el sistema masa-
resorte pierde energia debido al roce, por lo tanto la amplitud de las oscilaciones
decrece hasta converger al estado de reposo en el origen, el cual es un equilibrio

o equivalentemente
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atractor. Por ultimo, si ¢ > 0 —caso fisicamente improbable—, en la figura|l.1{(c),
la amplitud de las oscilaciones crece y el origen es un repulsor.

c <0 c = c >0

|| || ||

<

N

N N A
NP ZA NN

Figura 1.1: Diferentes retratos de fase del oscilador arménico dependiendo del signo de c.

En conclusion, la dinamica del sistema cambia drasticamente al variar el
parametro ¢ cuando ¢ ~ 0. Decimos que ¢ = 0 es un valor de bifurcacion,
pues la dinamica para todo ¢ < 0 suficientemente pequeno es cualitativamente
distinta que para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno.

En este ejemplo, fuimos capaces de deducir propiedades de estabilidad de los
equilibrios facilmente. En general, sin embargo, debemos recurrir a alguna teoria
que nos diga qué consecuencias puede tener el mover un parametro para la estruc-
tura topolodgica de las 6rbitas de un sistema dinamico. Esto es de especial interés
pues tipicamente uno no conoce los valores exactos de los parametros de un mo-
delo. No sabemos exactamente el valor del coeficiente de friccién para el péndulo
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planar amortiguado, pero hay uno; no sabemos exactamente el efecto inhibidor de
una especie sobre otra, pero parece haber uno; etcetera. Por lo tanto, el modelo
es tipicamente de la forma general

&= f(x; ),
en el caso de un sistema dinamico continuo, o bien
x> f2a),

en el caso de un sistema dindamico a tiempo discreto, donde x € R" son variables
de estado y @ € R™ es un vector de parametros. Puede que solo se sepa que
el valor del pardmetro « se halla en un cierto intervalo o regién. Sin conocer
exactamente «, ;qué se puede decir sobre el sistema si variamos el parametro a7
Hay dos posibilidades:

1. El sistema permanence topoldgicamente equivalente al original.

2. El sistema no es topolégicamente equivalente al originial.

Definicién 1 La aparicion de un retrato de fase topologicamente no-equivalente
bajo variacion de pardametros se dice una bifurcacion.

Es decir, una bifurcacién es un cambio del tipo topoldgico del sistema a medida
que sus parametros pasan por un valor de bifurcacién.

El objetivo de estos apuntes (y del curso que lo acompana) es presentar una
clasificacién y métodos para el analisis de bifurcaciones, y las consecuencias de la
ocurrencia de estos eventos para la dinamica de un sistema dado.

1.2. Bifurcaciones locales vs bifurcaciones globales

Ejemplo 1 (Bifurcaciéon de Andronov-Hopf)
Considere el sistema planar

T = ax) — 12 — x1(af + 13),
To = T+ axy — To(x} + 23),
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con (z1,72) € R?, o € R. En coordenadas polares se tiene el sistema equivalente

p = pla—rp’),
b = 1,

con p > 0,0 < 0 < 27. Notemos que este ultimo sistema se puede integrar
explicitamente. Pero dado que las ecuaciones para p y 6 son independientes,
podemos dibujar facilmente los retratos de fase en una vecindad del origen.

Figura 1.2: Retratos de fase cerca de una bifurcacién de Andronov-Hopf.

Para a < 0, el origen es un foco atractor, pues p < 0y luego p(t) — 0 a medida
que t — oo. Por otro lado, si a > 0, se tiene p > 0 para p suficientemente pequeno
(luego, decimos que el origen es un foco inestable); pero si p es suficientemente
grande, p < 0. Es facil ver de la ecuacién para p que el sistema tiene una érbita
periddica para todo o > 0 de radio py = v/a y que esta érbita es estable. Por lo
tanto, a® = 0 es un valor de bifurcacién. ;La razén? Un espacio de fase con un
ciclo limite (caso a > 0) no se puede deformar homeomérficamente a otro espacio
de fase con solo un punto de equilibrio y sin érbitas periédicas (caso o« < 0). Uno
se refiere al ciclo limite como un invariante topoldgico, un objeto o caracteristica
que debe preservarse bajo homeomorfismos.

Decimos que en este ejemplo ocurre una Bifurcacion de Andronov-Hopf a
medida que « cruza el valor a* = 0; este fendémeno se caracteriza por la aparicién
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de oscilaciones de pequena amplitud desde el estado de equilibrio.
Esta bifurcacién es de tipo local. Es decir, es posible detectarla fijando cual-
quier vecindad suficientemente pequena del equilibrio.

OBSERVACIONES:

1. Podemos definir bifurcaciones locales en sistemas discretos de manera analo-
ga, es decir, como aquellas detectables en cualquier vecindad suficientemente
pequena de puntos fijos.

2. Aquellas bifurcaciones de ciclos que correspondan a bifurcaciones locales en
mapeos de retorno de Poincaré se llaman bifurcaciones locales de érbitas
periodicas.

3. También existen bifurcaciones que no se pueden detectar con solo estudiar
un sistema en vecindades pequenas de equilibrios, puntos fijos o ciclos. Tales
bifurcaciones se dicen globales. El siguiente es un ejemplo de una bifurcacion
global.

Ejemplo 2 (Bifurcacién heteroclinica)
Considere el sistema planar

2

r1= 1-— x% — QT1T9,
.fg = X129 + Oz(l — 5(;1),

con (x1,79) € R? a € R. Este sistema posee dos puntos de equilibrio de tipo
silla: P, = (—1,0) y P, = (1,0).

Cuando a = 0, el eje horizontal x; es invariante. Esto implica que los puntos
silla estan conectados por una orbita que es asintotica a una de ellas para t — oo,
y a la otra para t — —oo. Esta dérbita se llama heteroclinica. (Similarmente,
una orbita que es asintética al mismo punto de equilibrio para t — 400 se llama
homoclinica.)

Sin embargo, para « # 0, el eje x1 ya no es invariante y la conexiéon desaparece;
ver figura[l.3] Esta es claramente una bifurcacién global: Para detectarla debemos
estudiar una regién que cubra ambos puntos de equilibrio silla.
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Figura 1.3: Retratos de fase cerca de una bifurcacién heteroclinica.

También existen fenémenos que involucran bifurcaciones locales y globales
simultaneamente como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3 (Bifurcacién homoclinica silla-nodo)
Considere el sistema planar
i = x1(1 — 2?2 —23) — 29(1 + a + 1),
iy = x1(1 4 a+21) +ao(1 — 2] — 5),

con (r1,79) € R% o € R. En coordenadas polares se tiene el sistema equivalente

{ p = p(l—p°),
0 = 1+a+ pcosé.
De aqui es inmediato concluir que el circulo unitario S' = {(p,0) : p = 1} es
invariante. Consideremos un anillo delgado U alrededor de S!. Para a = 0 existe
un equilibrio xy = (pg, 0y) = (1,7) con valores propios Ay = 0, Ay = —2 (Tarea:
verificar esta afirmacién). Para a > 0, el equilibrio desaparece, mientras que para
a < 0, xg se “divide” en dos equilibrios: una silla y un nodo. Este fenémeno es un
evento local y se conoce como una bifurcacién silla-nodo. Sin embargo, para
a > 0 existe un ciclo que coincide con S!. Como S! es invariante para todo «,
entonces para o = 0 también hay una conexiéon homoclinica al equilibrio xy. Por
lo tanto, lo que esta ocurriendo en v = 0 se llama una bifurcacion homoclinica
silla-nodo.
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Figura 1.4: Retratos de fase cerca de una bifurcacién homoclinica silla-nodo.

1.3. Diagramas de bifurcacién y codimensién

En los tres ejemplos anteriores, el valor de bifurcaciéon a@ = o* define una se-
paracion o transicion entre los retratos de fase topologicamente diferentes. Existe
una vecindad de a* tal que para todo a < a* en esta vecindad, los retratos de
fase son topologicamente equivalentes entre si; mientras que para todo a@ > a* en
esta vecindad, los retratos de fase son topolégicamente equivalentes entre si. Pero
los retratos de fase para a < a* y a > a* no son topoldgicamente equivalentes.

Definiciéon 2 Un diagrama de bifurcaciéon de un sistema dindmico es una
estratificacion de su espacio de parametros inducida por la equivalencia topoldgica,
Junto con retratos de fase representativos para cada estrato.

Ejemplo 4 Considere el campo de vectores & = ax — 23, ¢ € R, a € R. Este
sistema posee un equilibrio en xy = 0 para todo a. Como f'(0) = «, entonces
xo es estable para a < 0 e inestable para a > 0. Ademaés, para o > 0 hay otros
dos equilibrios que se ramifican desde el origen en z;s(e) = ++/a, los cuales
son ambos estables. Este fenémeno se conoce como bifurcaciéon pitchfork. El
diagrama de bifurcacién en el espacio producto («, x) se muestra en la figura .

Notemos que este sistema posee una simetria pues es invariante bajo la trans-
formacién x — —x. Estudiaremos algunas bifurcaciones en sistemas que poseen
ciertas simetrias mas adelante.
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Figura 1.5: Diagrama de bifurcacién de una bifurcacién pitchfork.

En los casos mas simples, si el espacio de parametros de un sistema es R,
los diagramas de bifurcacion se componen de un numero finito de regiones de
R™. Dentro de cada region los retratos de fase resultantes son topoldgicamente
equivalentes entre si. Cada region abierta es separada por fronteras de bifurca-
cién (que corresponden a subvariedades suaves de R™). Estas fronteras se pueden
intersectar o unir. Estas intersecciones subdividen las fronteras en subregiones y
asi sucesivamente. Una frontera de bifurcacién queda especificada por un objeto
(un punto de equilibrio, un ciclo, etc) —el cual estd “pasando por la bifurcacién—
y alguna condicién (tipicamente algebraica) que determina de cudl bifurcacién se
trata (Hopf, silla-nodo, pitchfork, etc).

Ejemplo 5 Considere el diagrama de bifurcacion en el espacio de pardmetros
R™, con m = 3, como en la figura asociado a las bifurcaciones de un punto
de equilibrio de un sistema en R", n > 3. Adn cuando los valores propios Aj 23
de este equilibrio dependen de los pardmetros (i, as, ag), obviaremos esta de-
pendencia para simplificar la notacién. El espacio tridimensional esta dividido
por dos fronteras de bifurcacion correspondientes a una superficie de bifurcacién
silla-nodo (L P) y una superficie de bifurcacién de Hopf (H), respectivamente. La
superficie H estd definida por la condicién de bifurcacién (condicién algebraica)
Re(A12) = 0 impuesta sobre los valores propios de un punto de equilibrio. Es
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decir,
H = {(041, 052,043) - R?) : Re()\l’g) = 0}

Por otro lado, la superficie LP corresponde a

LP = {(011,042,&3) c R?) D A3 = 0}

Figura 1.6: Diagrama de bifurcacién de una bifurcacién pitchfork.

Cada vez que el punto (i, as, a3) cruza una de estas fronteras, ocurre la
bifurcacién correspondiente en el sistema.

Si adoptamos un lenguaje de variedades, notemos que tanto H como LP son
dos subvariedades de dimensiéon 2 en un espacio de dimension 3, es decir poseen
codimension 1. Ambas superficies se intersectan a lo largo de la curva

HNLP = {(aj,az,a3) € R*: Re(M\12) =0, A3 = 0},

la cual es una subvariedad de dimensién 1, es decir, de codimension 2, que de-
termina la ocurrencia simultanea de una bifurcacion de Hopf y una bifurcacién
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silla-nodo en un mismo punto de equilibrio (fenémeno también conocido como
bifurcacion zero-Hopf). De esta manera, tanto H como LP quedan divididas en
dos subfronteras a lo largo de la curva H N LP.

Definicion 3 Una bifurcacion es de codimension k si el conjunto de bifurcacion
queda determinado por k condiciones independientes sobre los pardametros.

En base al ejemplo 5], la codimensién puede entenderse equivalentemente como:

i) La diferencia entre la dimensién del espacio de pardmetros m y la dimensién
de la correspondiente frontera de bifurcacién.

ii) El nimero minimo de parametros que es necesario “mover” para hallar una
bifurcacién en el espacio de parametros. En la figura [1.6|es necesario variar al
menos un parametro —dejando los demas fijos— para cruzar la superficie H
(o LP); en cambio, se requiere mover al menos dos parametros para cruzar
la frontera H N LP desde una ubicacién arbitraria en el espacio (aq, ag, as).

En general, el nimero minimo de parametros libres que se necesitan para en-
contrar una bifurcacién de codimension k es exactamente k. Por ejemplo, para
satisfacer una tinica condicién de bifurcacién necesitamos mover un inico parame-
tro del sistema. Si hay dos condiciones, debemos variar dos parametros, etc. En
otras palabras, debemos controlar k& parametros para alcanzar una frontera de
bifurcacién de codimension k.

OBSERVACIONES:

1. Un diagrama de bifurcacién se puede componer de un nimero infinito de
estratos o fronteras (incluso en sistemas dindmicos continuos definidos en
regiones acotadas del plano).

2. Para sistemas en dimensiéon n > 3 incluso los valores de bifurcacién podrian
acumularse densamente en algunas regiones del espacio de parametros y el
diagrama de bifurcacion podria tener una estructura tipo Cantor con ciertos
patrones repitiéndose en escalas mas y mas pequenas. Aun asi, el conoci-
miento parcial del diagrama de bifurcaciéon nos da informaciéon importante
sobre el comportamiento de un sistema.
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1.4. Equivalencia topolégica

A pesar de la complejidad que pueden llegar a tener algunos diagramas de
bifurcacién, afortunadamente las bifurcaciones “interactian” entre si siguiendo
ciertas reglas. Eso hace que los diagramas de bifurcacion que aparecen en mu-
chas aplicaciones se vean similares. Por ello, necesitamos un criterio para decidir
cuando dos sistemas dindamicos parametro-dependientes tienen diagramas de bi-
furcacién equivalentes.

Definiciéon 4 Consideremos dos familias de sistemas dependientes de pardme-
tros:

= f(z,a), x€R" aeR™, (1.1)
y=g(y,B), yeR", feR™, (1.2)

donde f y g son suaves. La familia (1.1)) se dice topolégicamente equivalente
a la familia (1.2)) si se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Emiste un homeomorfismo del espacio de pardmetros
p:R" = R"™ B =pa);

2. Existe un homeomorfismo (pardametro-dependiente) del espacio de fase
he : R" = R", y = hy(x),

que mapea drbitas de (1.1)) —en los valores de pardmetro a— en drbitas de
(1.2) —en wvalores de pardmetro = p(a)—, preservando la direccion del
tiempo.

OBSERVACIONES:

1. El homeomorfismo p transforma el diagrama de bifurcacién de ((1.1]) en el

de (T2).

2. El homeomorfismo h, mapea los correspondientes retratos de fase.
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3. Por definicién dos sistemas parametro-dependientes topolégicamente equi-
valentes poseen diagramas de bifurcacién topoldgicamente equivalentes.

4. No es necesario que h, dependa continuamente de «. En tal caso, la trans-
formacion

(x, 04) = (hp(a) (x),p(&))

serfa un homeomorfismo en el espacio producto R" x R™.

5. Los sistemas y (1.2)) se dicen localmente topolégicamente equiva-
lentes cerca de (zg, ") si la definicién anterior se cumple en una pequena
vecindad de a = a* con p(a*) = f* y tal que h, mapea 6rbitas de (1.1)) en
una vecindad U, de z( en drbitas de en h(U,) con h,(xg) = yo.

La nocién de equivalencia topologica refuerza la idea que para estudiar una
bifurcacién de codimension k basta hacerlo en sistemas genéricos con k parame-
tros. En efecto, si se tiene un sistema m-paramétrico con m > k, el diagrama
topoldgicamente equivalente cerca de la frontera de bifurcacion se puede obtener
al “mover” el diagrama k-paramétrico en las direcciones complementarias.

Ejemplo 6 Como ya vimos la bifurcacion de Hopf es una bifurcacion de codi-
mension £ = 1. Si m = 1, ocurre en valores de parametros aislados. Si m = 2,
generalmente ocurre en curvas especificas (subvariedades unidimensionales) en
el espacio de pardmetros. Si cruzamos esta curva transversalmente (i.e., en un
angulo no nulo), los diagramas de bifurcacién resultantes seran topoldgicamente
equivalentes al diagrama de bifurcacién original uniparamétrico. Lo mismo es ver-
dad si cruzamos transversalmente una superficie bidimensional correspondiente a
la bifurcacién de Hopf en un sistema con m = 3 como en el ejemplo [5

1.5. Desdoblamientos versales

Con estas nociones podemos considerar el problema de clasificar todos los
posibles diagramas de bifurcacion de sistemas genéricos y que dependan de la
menor cantidad de parametros necesarios. La teoria comienza con un campo de
vectores particular, digamos fy(x). Para estudiar la dependencia de la dindmica
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con respecto a los parametros, este campo de vectores es desplegado o desdoblado
(del inglés unfolded):

Definicion 5 Una familia de campos de vectores f(x, 1) que depende de un vector
de pardmetros 1 € R™ es un desdoblamiento (o deformacién) de fy(z) si
f(a:,()) - fO(x)

Un desdoblamiento f(x, ;1) puede entenderse como una perturbacién parametro-
dependiente del sistema original fy(z). En lo que sigue nos enfocamos en una
vecindad de un valor de bifurcacién del parametro el que, sin pérdida de generali-
dad, asumimos que es p = 0. Tipicamente, asumiremos que el campo fy(x) posee
una 6rbita degenerada en este valor del parametro (por ejemplo, un equilibrio no
hiperbdlico); esto se llama una condicién de singularidad. En todos los capitulos
siguientes, excepto el ultimo, nos restringiremos a bifurcaciones que son locales
en el espacio de fase.

Por el momento, tampoco nos ocuparemos de cudl es el espacio de funciones
que consideramos en un desdoblamiento ni de la definicién rigurosa de la vecindad
particular de fj. Diremos un poco sobre esto mas adelante en la seccién y algo
més a medida que tratemos con bifurcaciones especificas a partir del capitulo [3]

Aunque dos sistemas dinamicos equivalentes dependan de los mismos parame-
tros, es posible que algunos de estos aparezcan en uno de los sistemas en una
manera trivial.

Ejemplo 7 Los campos de vectores f(x; py, po) = p1+2%y g(@; 1, o) = pu1/ o+
2y? son conjugados —y por ende, topoldgicamente equivalentes— bajo la trans-
formacion y = h(x; py, o) = x/pe siempre que ps # 0. (Usando la notacién de la
definicion , p es la identidad.) Luego, aunque f dependa formalmente de ambos
parametros, en realidad solo depende del primero. En otras palabras, el diagrama
de bifurcacion de g depende esencialmente de solo 1 pardmetro y no de ambos.

Este ejemplo ilustra uno de los principales mecanismos para reducir un siste-
mas de EDOs a una llamada forma normal que contenga un niimero minimal de
parametros. Por tanto, es 1til tener una nocién de equivalencia que permita una
reparametrizaciéon de los campos de vectores y que produzcan una reduccion en
el nimero de parametros “activos” en una bifurcacion.
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Definicion 6 Una familia y = g(y, ), y € R", B € R™, se dice inducida por la
familia & = f(x,a), x € R", a € R™, si existe un mapeo continuo o = p(f), tal

que g(y, B) = f(y,p(B))-

En esta definicion, p es una reparametrizacion actuando sobre el parametro 3
de g para transformar a este ultimo en f. Luego, dos familias poseen la misma
dindmica si una es inducida por un campo de vectores topoldgicamente equiva-
lente a la segunda.

Ejemplo 8 El campo de vectores g(x,v) = v1+1v5—x* con dos pardmetros en R es
inducido por f(x, 1) = p1 — 22 usando la reparametrizacién p; = p(v) = vy +13.
Aunque g depende de dos parametros, solo uno es esencial. Luego, f es una versién
algebraicamente més simple de g.

Por otro lado, el campo de vectores k(x,\) = A\; + 2Xoz — 2° no es inducido
por f; mas bien lo contrario —f es inducido por k a través del mapeo A = p(p1) =
(111,0). En este sentido, f parece ser una versiéon “incompleta” de k.

Sin embargo, el campo k es conjugado a g usando la traslacién y = h(z, \) =
T — Ay, pues g(y, \) = k(y + Xa, ) = A\ + A3 — 2. Dado que g es inducido por f,
podemos afirmar que el flujo de k£ es conjugado a un flujo inducido por f. Por lo
tanto, f describe la dindmica de las dos familias a dos pardmetros g y k.

En el ejemplo anterior, los campos f,g y k son todos desdoblamientos del
campo singular fo(x) = —z?, pero la familia f era la mas simple de ellas y presenta
la misma dindmica que g y k. Sin embargo, también podriamos considerar otros
desdoblamientos de fy mas generales, por ejemplo de la forma f (r,a) = aq +
o + (a3 — 1)z? + O(2?). De todos los posibles desdoblamientos de un sistema,
buscamos uno que logre capturar todas las posibles dinamicas no equivalentes que
pueden aparecer al perturbar el sistema singular.

Definicién 7 Una familia de deformaciones f(x;u) de fy se dice un desdobla-
miento versal si cualquier otro desdoblamiento en alguna vecindad de fy es
localmente topoldgicamente equivalente a una familia inducida por f(z, u).

El término versal es una manera informal de decir universal. Denota el hecho
que la familia versal f(z;u) “despliega” o “desdobla” (del inglés unfolds) todos
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los posibles retratos de fase no-equivalentes de sistemas vecinos a f; al mover
apropiadamente p en una vecindad de p = 0; luego, el diagrama de bifurcacién
resultante es “universal” para la bifurcacién en cuestién.

Ejemplo 9 Supongamos que x € R y que fy = 0. Consideremos el comporta-
miento del equilibrio no hiperbdlico en zy = 0 (atn cuando todos los puntos en
R son equilibrios!). La familia f(z, ) = —uix + pex? es un desdoblamiento de
fo, v siempre tiene un equilibrio en xy = 0 para todo valor de pu = (i1, p2). Sin
embargo, la familia f no es versal porque, por ejemplo, el campo de vectores
g(x,v) = v también es un desdoblamiento de f; y no tiene equilibrios cuando
v # 0y, luego, no puede ser equivalente a f.

Atun cuando f no es versal, el desdoblamiento f en algiin sentido posee de-
masiados pardametros. En efecto, la conjugacién y = h(z) = pox transforma f
en el campo k(y, 1) = —p1y + y?, asi que basta una familia uniparamétrica para
describir la dindmica de f cuando us # 0.

1.6. Estabilidad estructural

Existen sistemas dindmicos cuyo retrato de fase (en algin dominio) no cam-
bia cualitativamente bajo perturbaciones suficientemente pequenas; estos son los
sistemas estructuralmente estables. Por tanto, nos interesa estudiar cuando la pro-
piedad de equivalencia topoldgica se preserva (o se rompe) en una vecindad de un
sistema en particular al mover un parametro. La nocién de estabilidad estructural
también nos permite dar un marco formal para los resultados que se desarrollan
a lo largo de la teoria de bifurcaciones; por ejemplo, dado un desdoblamiento o
familia f(x, 1), nos ayuda a establecer en qué regiones del espacio de parametros
los retratos de fase respectivos son equivalentes. Esta misma nociéon también da
pie a estudiar qué propiedades pueden ser genéricas en un sistema dinamico, i.e.,
dadas ciertas condiciones, cuales son las caracteristicas o ingredientes dinamicos
tipicos que uno puede esperar que muestre un sistema dindmico (y cuéles no lo
son!).

Considere el sistema

= f(x), xeR" (1.3)
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donde f es suave, y supongamos que f posee un equilibrio hiperbdlico en =z,
f(zg) = 0. Sea € € R pequenio y consideremos una perturbaciéon dada por:

= f(x)+eg(x), x€R", (1.4)

con g suave; aqui, € podria ser positivo o negativo. Por la dependencia suave de
las soluciones con respecto a los pardmetros, es claro que si € — 0 en (1.4)), uno
recupera el sistema original ([L.3)).

Busquemos equilibrios de ([1.4]). La expresion

F(x,e) = f(z) +eg(x) =0

define una ecuacién para puntos de equilibrio de ((1.4)) con F'(x(,0) = 0. Por otro
lado, también tenemos que la matriz Jacobiana

Fx(ZC(),O) = Df(CCQ) = AO

es invertible, pues z( es hiperbdlico. Luego, por el teorema de la funcién implicita,

existe una funcién suave x = x(¢), con z(0) = z( tal que F(z(€),e) = 0, para

todo |e| pequeno. Es decir, localmente es posible definir una familia de equilibrios

de , parametrizada por €, que contiene a x. ;Cudl es la estabilidad de z(e)?
La matriz Jacobiana de en z(€) es

Ac = (Df(z) 4+ €Dg(x)) |s—a(o),

la cual varia en forma suave con € y coincide con Ay en € = 0. Por otro lado, los
valores propios de una matriz que depende suavemente de un parametro cambian
continuamente con la variacién de este parametro (la variacion es suave si los
valores propios permanecen simples). Por lo tanto, z(€) no tendra valores propios
en el eje imaginario para ningun |e| suficientemente pequeno. Luego, z(€) es un
equilibrio hiperbdlico para todo |e| suficientemente pequeno. Ademads, los nime-
ros ny y n_ de valores propios inestables y estables de A, no cambian debido a
la continuidad. En resumen, los sistemas y (1.4)) son localmente topoldgi-
camente equivalentes cerca de los equilibrios. De hecho, para todo |e| pequeno,
existe una vecindad U, C R" del equilibrio z(¢€) en la cual es topolégicamente
equivalente a ([1.3]) en U.
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En estas condiciones, decimos que el equilibrio hiperbdlico x( de (|1.3) persiste
bajo pequenas perturbaciones suaves de la forma ([1.4)). Mediante argumentos
similares, se tiene que el siguiente resultado.

Teorema 1 Considere el sistema
T = f(x), xeR"

donde f es suave, y supongamos que [ posee un equilibrio hiperbolico en x,
f(xg) = 0. Entonces para todo |e| suficientemente pequeno, en un sistema suave

de la forma
t=G(x,e), x€R" eeR,

donde G(x,0) = f(x), eziste un equilibrio x(e) con x(0) = xy tal que el retrato
de fase local en una vecindad de z(€) serd cualitativamente equivalente al de una
vecindad de xy.

Como consecuencia, al perturbar un sistema cerca de un equilibrio hiperbdlico,
éste persiste: sus coordenadas pueden variar un poco pero su estabilidad local se
preserva. Este resultado también nos dice que, localmente, la cantidad de equili-
brios hiperbdlicos no puede cambiar ante pequenas perturbaciones del parametro
ni tampoco pueden aparecer érbitas periodicas infinitesimales.

A continuacion veremos qué otras caracteristicas genéricas deberia cumplir un
sistema para que la propiedad de equivalencia topolégica se preserve al mover
un parametro (...y qué esperar si estas condiciones no se cumplen!). Nuestro
problema ahora se enmarca en un espacio normado de campos de vectores.

Definicion 8 Consideremos los dos sistemas
T = f(x), ©€R",
y=g9y), yeR",

con f y g suaves. Definimos la distancia entre ((1.5)) y (1.6) en una region cerrada
Q C R" por

If =gl = ilelg{lf(fﬁ) —g(x)| +[Df(x) = Dg(x)]} .
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Decimos que los sistemas (1.5)) y (1.6) son e-cercanos en € si || f —g|| < €. Aqui,
2|2 = Y1, a7 es la norma Euclideana, y |A|* = 2. es la norma considerada

i.j i
para matrices.

OBSERVACIONES:

1. Con esta definicién, dos sistemas son cercanos si los lados derechos de las
ecuaciones son cercanos y ademds sus primeras derivadas parciales son cer-
canas. Luego, con esta métrica, uno dice que los sistemas son C*-cercanos.

2. La distancia entre (1.5) y (1.6) es proporcional a |e|. De hecho, se tiene
|/ — gll = C|e|, para alguna constante C' > 0.

3. La definicion anterior también se puede aplicar a sistemas discretos.

4. ;Qué pasa si no se consideran las primeras derivadas en la definiciéon ante-
rior? En la figura siguiente se ven las graficas esquematicas de dos sistemas
unidimensionales de la forma y con n = 1. El sistema posee
un solo equilibrio, pero el sistema tiene cinco. Si consideramos solo la
norma CY] esto es, sup,cq {|f(x) — g(x)|} < ¢, entonces f y g son e-cercanos.
Sin embargo, tienen un nimero diferente de puntos de equilibrio en cualquier
vecindad del equilibrio de y claramente no son topoldgicamente equi-
valentes.

= T

R
S H(x)

o
/?r&)
£

Figura 1.7: Al considerar la distancia C°, f y g son e-cercanos. Sin embargo, no son topolégicamente equivalentes
pues tienen una cantidad distinta de puntos de equiiibrio. Al tomar la distancia C* los sistemas f y g claramente
ya no Son €-cercanos.
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Definicién 9 Sea 2 C R" un conjunto abierto. Un campo de vectores f suave en
R"™ se dice estructuralmente estable si existe ¢ > 0 tal que para todo campo g
suave que sea e-cercano a f, se tiene que f y g son topologicamente equivalentes
en Q. Es decir, existe un homeomorfismo ¢ : 0 — Q que lleva orbitas de f
en orbitas de g y preserva su orientacion en el tiempo. Si un campo f no es
estructuralmente estable, se dice que f es estructuralmente inestable.

Ejemplo 10 En la figura vemos dos sistemas estructuralmente estables (lado
izquierdo) y dos estructuralmente inestables (lado derecho). En estos tltimos
casos, una pequena perturbacién puede provocar que el equilibrio (resp. el ciclo
limite) en la frontera de €2 se mueva hacia el interior o el exterior de {2 modificando
la cantidad de conjuntos invariantes del sistema en (2.

=7 <2

Pl

Figura 1.8: Ejemplos esqueméticos de sistemas estructuralmente estables e inestable en el plano.

Ejemplo 11 Consideremos el sistema

T = -Y,

y=

con (z,y) € R?. Este sistema no es estructuralmente estable en ningtin compacto
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K C R? que contenga al origen. Veamos por qué. Sea

- (115)-(2) ()

con |u| pequeno. Luego, dado que K es compacto,

I = ol =mge{ie| (4 )+ (3 )|} = e (ot ).

Sea d = diam(K), esto es, d = maxg ‘ ( . ) — ( 2 ) es la mayor distancia

Y1 Y2
entre dos puntos de K. Si escojemos |u| = dL—i—Z’ con € > 0, se tiene:
€
— gl < d+1) < ——(d+1) <e.
If =gl <lul(d+1) < === (d+1) <e

Por lo tanto, f y g son e-cercanos. Sin embargo, por otro lado, los posibles retratos
de fase de g son como en la figura [1.9.

u<0 u=0 u>0

Figura 1.9: Retratos de fase representativos —para u < 0 y u > 0, respectivamente— de perturbaciones e-
cercanas a un centro lineal (1 = 0), el cual es estructuralmente inestable.

Claramente, f no es topolégicamente equivalente a g para p # 0. Por lo tanto,
f no es estructuralmente estable. En este caso, u = 0 es un valor de bifurcacion

para g.

Ejemplo 12 Considere el sistema planar

&=y,
y= py+a—a’
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con (x,y) € R2. Los retratos de fase posibles son los de la figura m para |u|
suficientemente pequerno.

porE e S D

Figura 1.10: Retratos de fase representativos —para u < 0 y u > 0, respectivamente— de perturbaciones -
cercanas a un sistema conservativo (u = 0), el cual es estructuralmente inestable.

Si < 0, el sistema posee dos focos estables hiperbdlicos y un punto silla
hiperbodlico. Estos focos se vuelven inestables si g > 0. La transiciéon ocurre en
1 =0 en que el sistema es conservativo, con cantidad conservada dada por

T -t

E(r,y)=——+.

Luego, las o6rbitas del sistema com g = 0 estan contenidas en las curvas de nivel
de E. En particular, hay dos centros rodeados por familias de orbitas periddicas
—una cantidad infinita. Ademas, las variedades estable e inestable del punto si-
lla se intersectan a lo largo de dos conexiones homoclinicas. Cada una de estas
intersecciones es no-transversal, pues ocurre a lo largo de toda la conexién. Por
el contrario, si u # 0, vemos que estas conexiones se rompen. No solo el compor-
tamiento cualitativo cerca de los puntos de equilibrio (£1,0) cambia a medida
que p varia desde cero, sino que tampoco hay conexiones entre puntos silla pa-
ra i # 0, es decir, no persisten bajo pequenas perturbaciones. En definitiva, el
sistema con p = 0 es estructuralmente inestable.

1.6.1. Sistemas estructuralmente estables en R2

En el caso planar podemos caracterizar completamente qué propiedades debe
tener un sistema dinamico estructuralmente estable.
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Teorema 2 (Andronov & Pontryagin, 1937) Un sistema dindmico suave & =
f(x), x € R?, es estructuralmente estable en una regién D C R? si y solo si

1.

El campo posee una cantidad finita de puntos de equilibrio y ciclos limite
en D, y todos son hiperbdlicos.

2. No existen conexiones homoclinicas ni heteroclinicas.

COMENTARIOS:

1.

Este teorema nos da una descripcién completa de los sistemas estructural-
mente estables en el plano. También existe una generalizaciéon probada por
Peixoto (1962) para sistemas definidos en variedades compactas de dimen-
sién dos.

. En el espacio de sistemas planares de clase C" sobre la regién D C R?, aque-

llos campos que son estructuralmente estables forman un conjunto abierto
y denso. Es decir, un sistema tipico (i.e., genérico) en el plano satisface las
condiciones de Andronov & Pontryagin. Por lo tanto, si un flujo contiene,
por ejemplo, un equilibrio no hiperbélico, entonces una pequena perturba-
ciéon basta para volverlo hiperbdlico; similarmente, un equilibrio hiperbdlico
permanece hiperbolico bajo cualquier perturbacién suficientemente pequena.

. El teorema anterior implica que tipicamente un campo de vectores bidi-

mensional puede tener solamente equilibrios atractores, repulsores, sillas, y
orbitas cerradas estables e inestables en su conjunto invariante. En efecto, el
teorema de Poincaré-Bendixson implica que no pueden haber conjuntos limi-
te distintos a equilibrios, érbitas cerradas y érbitas homo/heteroclinicas, y
éstas tltimas estan descartadas por las hipétesis de Andronov & Pontryagin.

1.6.2. Estabilidad estructural y codimension

Si uno considera el diagrama de bifurcacion de un sistema planar genérico
dependiendo de k parametros, éste define una familia

t = f(z,a), aeR,
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de sistemas estructuralmente estables en las regiones abiertas k-dimensionales
cuyas fronteras estén formadas por conjuntos de bifurcacion. Por ejemplo, consi-
dere el diagrama de la figura [I.11] La variedad B es una frontera de bifurcacién
(de codimension 1 en el espacio k-dimensional) y la familia & = f(x,«) define
sistemas estructuralmente estables en los abiertos A; y As. Cualquier sistema
en R? que no satisfaga al menos una de las caracteristicas del teorema anterior
es estructuralmente inestable. En particular, tal sistema se encuentra en alguna
frontera de bifurcacién en el espacio de parametros, por ejemplo la variedad B.

Sin embargo, si restringimos la familia a B y consideramos la topologia induci-
da en B, entonces el sistema (restringido) también serd estructuralmente estable
en conjuntos abiertos de B (i.e., de codimensién 1 en R¥) delimitados por sub-
variedades que definan bifurcaciones de codimensién 2 o mayor. Justamente, la
codimensién de la subvariedad nos indica la codimension de la bifurcacion respec-
tiva, es decir, el numero de condiciones algebraicas independientes que definen
esa variedad.

|
|

Figura 1.11: Representacién esquemética de un espacio de parametros subdividido por una frontera de bifurcacién
de codimensién uno. La familia & = f(x, «) define sistemas estructuralmente estables en los abiertos A; y As.

Atn cuando este ejemplo esta planteado para sistemas planares, las conclusio-
nes analogas en espacios de estado de dimensién arbitraria siguen siendo validas.
En atencion a esta ultima observacion es posible dar la siguiente definicién equi-
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valente de codimension.

Definicién 10 Una bifurcacion posee codimension m si ocurre en forma es-
tructuralmente estable en sistemas genéricos a m parametros.

1.6.3. Sistemas de Morse-Smale

El teorema anterior, en general, no es valido en el caso n-dimensional, n > 3.
Ni siquiera es valido en sistemas bidimensionales cuyo espacio de fase no sea
R?. Atn asi, podemos decir al menos qué propiedades uno deberia esperar para
que un sistema sea candidato a ser estructuralmente estable. Por ejemplo, el
siguiente teorema es una formalizacion del resultado demostrado al inicio de este
capitulo, a saber, nos dice que en el caso general n-dimensional, bajo pequenas
perturbaciones, un equilibrio hiperbdlico varia sus coordenadas en forma continua
y su estabilidad se preserva.

Teorema 3 Sea f un campo de vectores suave en un abierto @ C R" con un
punto de equilibrio hiperbdlico xy. Entonces para todo € > 0, existe & > 0 tal
que para todo campo de wvectores g, d-cercano a f, existe yy en una vecindad
de xg, y € Ne(xy), de tamano €, tal que yo es un equilibrio hiperbolico de g.
Ademds, D f(xg) y Dg(yo) tienen el mismo nimero de valores propios con parte
real negativa y positiva, respectivamente.

Asimimo, dado que el teorema anterior también es cierto en el caso discre-
to, podemos enunciar una versién analoga para el caso de orbitas periddicas de
campos de vectores.

Teorema 4 Sea f un campo de vectores suave en un abierto 0 C R" con una
orbita periodica hiperbolica I'. Entonces para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que
para todo campo de vectores g, d-cercano a f, existe una orbita periddica I de g
contenida en una e-vecindad tubular de I'. Mds ain, las variedades estable W*(I')
y We(I") y las inestables W"(I") y W*(I") tienen las mismas dimensiones.

Para entender qué propiedades son caracteristicas en un sistema estructural-
mente estable en el caso n-dimensional, recordemos la nocion de punto no-errante.
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Definicién 11 Un punto v € Q C R" se dice un punto no-errante del flujo ®!
definido por el campo de vectores & = f(x), si para toda vecindad U de x y para
todo T' > 0, existe t > T tal que

U)NU # 0.

El conjunto no-errante del flujo ®' consiste de todos los puntos no-errantes
en 2.

En esta definiciéon, un punto no-errante es aquel cuya orbita constantemente
se acerca al mismo punto, pudiendo alejarse de él, pero regresando eventualmente
una y otra vez.

Ejemplo 13 Los puntos de equilibrio y puntos en orbitas periddicas son no-
errantes.

Ejemplo 14 Sea S el cuadrado unitario con lados opuestos identificados for-
mando un toro T?, y sean (x,y) coordenadas en S, las cuales estdn identificadas
modulo 1. El sistema

T = Wi,

?J = Wy,

con wi,ws € R?, define el flujo en el toro T?
O (0, yo) = (wit + o, wat + yo)".

No es dificil ver que si wy/ws es racional, entonces todos los puntos en S estan
en Orbitas periddicas. Por otro lado, si wy/ws es irracional, todos los puntos en
S estan en érbitas que nunca se cierran, pero que cubren densamente a T?. Am-
bos casos claramente no son topoldgicamente equivalentes entre si. En ambos
casos, todos los puntos de T? son no-errantes. Ademés, en ambos casos, el siste-
ma es estructuralmente inestable pues cualquier pequena perturbacion € £ 0 en
”;—‘:6 cambia el caso racional en irracional o viceversa. Luego, en ambos
casos, tenemos un sistema bidimensional (pero no definido en R?) estructuralmen-
te inestable cuyo conjunto no-errante se compone de todo el espacio de fase T?.

la razon
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Los ejemplos anteriores nos sugieren ciertas propiedades deseadas que uno
intuitivamente esperaria en un sistema genérico.

Definicién 12 Un sistema de Morse-Smale es uno para el cual:

1. El nimero de puntos de equilibrio y orbitas periodicas es finito y cada uno
es hiperbolico.

2. Todas las variedades estables e inestables que se intersecten lo hacen trans-
versalmente.

3. Los conjuntos mo-errantes consisten unicamente de puntos de equilibrio y
orbitas periddicas.

Se puede demostrar que los sistemas de Morse-Smale restringidos a domi-
nios n-dimensionales compactos son estructuralmente estables. Sin embargo, el
reciproco no es cierto. De hecho, existen sistemas (muchos de ellos provenientes
de modelos aplicados concretos) que no satisfacen estas condiciones de Morse-
Smale y que, atin asi, son estructuralmente estables. El mismo Smale construydé
un famoso contraejemplo: un sistema estructuralmente estable con un conjunto
no-errante que contiene un conjunto invariante cadtico (i.e., no es ni un punto
de equilibrio ni una 6rbita periédica) y un nimero infinito de érbitas periddicas
en una regiéon compacta: La herradura de Smale. Efectivamente, una pequena
perturbacién C''-cercana del mapeo puede deformar la herradura, pero el conjun-
to hiperbdlico invariante persiste. Mas adelante estudiaremos bifurcaciones que
generan herraduras de Smale en secciones transversales de Poincaré.



Capitulo 2

Formas normales

Para bifurcaciones locales de equilibrios y puntos fijos, podemos hallar diagra-
mas de bifurcacién universales gracias a las formas normales topologicas. Esta
es una de las nociones centrales en la teoria de bifurcaciones pues nos permite
reducir el analisis de una bifurcacion local de codimensién k al de alguna familia
topoldégicamente equivalente con exactamente k£ parametros y que solo contenga
aquellos términos algebraicos relevantes para la bifurcacion de interés.

2.1. Forma normal de Poincaré

Para simplificar la exposicién consideremos primeramente un sistema de EDOs
que no depende de parametros

i = f(2), (2.1)
donde f es suave y posee un punto de equilibrio en xy = 0. (Si xy # 0, siempre

podemos llevar el punto z( al origen mediante una traslacién.) Nuestro objetivo
es hallar un cambio de coordenadas

v = h(y) (2.2)

con h(0) = 0 tal que el sistema (2.1)) se vuelva “lo mas simple posible” en las
nuevas coordenadas y.
Por la regla de la cadena, en las coordenadas y se tiene el sistema equivalente:

Dh(y)y = f(h(y))

31
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o bien,
y = (Dh(y)) " f(h(y)), (2.3)

En el mejor de los casos, el nuevo sistema es lineal. Pero en general, no
lo sera. Repitamos la pregunta: ;Cémo definir A tal que se vuelva “lo mas
simple posible” en las nuevas coordenadas y? Notemos que el sistema puede
ser expandido en serie de potencias alrededor del origen. En tal caso, queremos
hallar una secuencia de transformaciones de coordenadas:

i ho hgs oo B,

que vayan removiendo progresivamente la mayor cantidad de términos de grado
1,2,3,...,s,..., etc, respectivamente, de la serie de Taylor de (2.1) y que dejen
solo aquellos términos esenciales que capturen la dindmica. En otras palabras,

= h; remueve los términos “superfluos”de grado 1;

hs remueve los términos “superfluos”de grado 2;

hs remueve los términos “superfluos”de grado s;
m etc.

De esta manera, luego podemos definir el cambio de coordenadas (2.2) como
h:hsohs—lo"'thOhla

la cual elimina los términos superfluos hasta grado s de la expansion en serie de
potencias de (2.1)) alrededor del origen.
Eliminando términos de grado 1.

El primer paso es separar la parte lineal de (2.1)) en x = 0 escribiendo

&= Df(0)z+ f(z), (2.4)
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donde f(z) = f(z) — Df(0)x. Por definicién, f(z) = O(|z|?). Para lograr esto,
comencemos llevando la matriz D f(0) a su forma diagonal o a su forma canénica
de Jordan. Sea T' la matriz de vectores propios (generalizados) de D f(0). Luego,
aplicando la transformacion

x="Tv

se tiene x = TV, o bien,
b=T'a=T"(Df(0)x+ f(z)),

llevando (2.1)) en
=T Df0)Tv+T*f(Tv).

Notemos que J = T 1D f(0)T es la forma candnica (real) de Jordan de D f(0)
—o0 bien, su diagonalizacién, segtin corresponda. Si ademés denotamos F'(v) =
T~ f(Tv) entonces obtenemos

T =Jr+ F(x), (2.5)

donde hemos vuelto a usar la letra x para economizar notacion. De esta manera
hemos simplificado la parte lineal de (2.1]) lo maximo posible.

Eliminando términos cuadraticos.

Expandiendo F'(x) en (2.5]) en serie de Taylor alrededor de x = 0 tenemos:
t=Jr+ Fy(x)+ Fs3(x)+ -+ F_i(z) + O(|z]"), (2.6)

donde Fj(z) representa los términos de orden i en la expansion.
Consideremos la transformacion

r=y+h(y), yeR (2.7)

donde hs(y) es un polinomio (vectorial) homogéneo de grado 2, es decir, hs(y)
tiene la forma

ha(y) = (ha(y), ... hs(y))',
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donde cada hi(y) es un polinomio homogéneo de grado 2 en y = (y1, 42, .- -, Yn)-
Por ejemplo, si n = 2, se tiene
hy(y1, y2) = anoyi + anyiye + coows;  ha(y1,y2) = Baoyi + Bubnys + Boats,

con coeficientes «;j, 3;; por determinar.

Sustituyendo (2.7]) en (2.6)) obtenemos

&= (I +Dho(y))y = Jy+ Jho(y) + F5> (y + ha(y)) + F3 (y + ha(y))
e By (y+ he(y) + O(lyl),

donde I es la matriz identidad n x n. Notemos que cada término
Fi (y + ha(y)) = Fe(y) + Oyl + ...+ O(|y*), 2<k<r—1.
Luego, podemos reescribir:

(I+Dha(y)) g = Jy+ Jhay) + Fo(y) + F5(y) + ...+ Fr_1(y) + O(ly["), (2.8)

en donde la tilde en F}, denota que los términos de grado k han sido modificados
por el cambio de coordenadas. Notemos que el término cuadratico Fi(y) en ([2.8))
es el mismo que en ([2.6)).

Ahora bien, se puede probar que para y en una vecindad del origen la matriz
(I + Dhy(y)) en (2-8) es invertible (Tarea: comprobar!). Més atin, (I + Dhy(y)) ™"

puede representarse en una expansion en serie de la forma
(I + Dha(y)) ™" = I = Dha(y) + O(ly[*).
Sustituyendo esta expresion en tenemos
y=Jy+ Jha(y) — Dha(y)Jy + Fa(y) + F3(y) + ... + Faa(y) + O(Jyl"), (2.9)

el cual corresponde al sistema en las nuevas coordenadas y. Los términos cuadrati-

cos de ([2.9)) son en definitiva
Jha(y) — Dha(y)Jy + Fa(y). (2.10)

Hasta este punto hy en (2.7) ha sido arbitrario. Ahora buscaremos un hy es-
pecifico de tal forma de simplificar al maximo los términos cuadraticos de (2.9)).
Idealmente

Jhy(y) — Dha(y)Jy = —Fs(y)

y se eliminarian todos los términos cuadraticos.
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OBSERVACIONES:

1. Si podemos eliminar todos los términos hasta grado k > 2 mediante una
sucesion de transformaciones suaves e invertibles h;, entonces el campo re-
sultante se puede linealizar hasta cualquier orden algebraico. Por ejemplo,
esto es lo que ocurre —bajo ciertas condiciones—para un equilibrio hiperbodli-
co. (Note que, en rigor, esto no es equivalente al resultado del teorema de
Hartman-Grobman. ; Por qué?)

2. Sin embargo, en la teoria de bifurcaciones estamos interesados en puntos de
equilibrio no-hiperbdlicos, es decir, en puntos de equilibrio con algin valor
propio con parte real nula. En tal caso, la parte lineal no basta para deter-
minar la dindmica. Es decir, existen términos no lineales de resonancia en el
campo vectorial que no se pueden eliminar mediante cambios de coordena-
das. La forma normal, en tal caso, nos entrega aquellos términos resonantes
esenciales.

Con lo anterior en mente, volvemos a la pregunta: ;Cémo hallar hy tal que la
expresion se simplifique al maximo, es decir, que solo sobrevivan los térmi-
nos resonantes? Para responder esta pregunta debemos definir ciertos conceptos
previos.

Sea Hj. el espacio vectorial de campos de vectores en R” cuyas componentes
son polinomios homogéneos de grado k. Por ejemplo, si n = k = 2 el espacio Hy
posee la base candnica

By = {(2%,0), (zy,0), (¥°,0), (0,2%), (0, zy), (0,4*)}.

Consideremos el operador lineal en Hy, llamado operador homoldégico, de-
finido por el Corchete de Lie:

[’,L]I Hk—>Hk,
Y > [Y,L] = (DL)Y — (DY)L,

donde L = Df(0)x, x = (z1,...,2,) € R". El operador homolégico (también
conocido como operador de la derivada de Lie) es una aplicacién bilineal en
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las dos componentes y se tiene la forma explicita:

(a_Ll 8L1\

8371 Gxn
y! L y!
N L" YY"
oL" oL"
le 8$n )
LS
0x ox,,
Ll
I
oYy”" aYy”"

o equivalentemente en forma mas compacta:

. N~ [OL . oYl .
Y L' = Y7 — L/ =1,...,n.
N e ) BRSO

J=1

Supongamos que D f(0) = J estd en su forma canoénica de Jordan. Luego, L =
Df(0)x = Jz, y entonces DL = J. Por definicién, el polinomio hy € H,. Luego,

[ha(y), L] = Jha(y) — Dha(y)Jy € [Ho, L],

donde [Hj, L] es la imagen del operador | - , L]. Asi los términos cuadraticos en
(2.10) quedan:
[ha(y), L] + Fa(y) € Ho. (2.11)

Del algebra lineal se tiene que Hs puede representarse como
Hy = [Hy, L] ® Gy,

donde G es un subespacio vectorial complementario de [Hs, L] en Hj.
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Caso 1. Si Fy € [Hj, L], entonces es posible hallar hy tal que

[ha(y), L] = —Fa(y).

Es decir, todos los términos cuadraticos se pueden eliminar. (En particular, si
[Hs, L] = H entonces todos los términos cuadraticos se pueden eliminar.)

Caso 2. Si Fy ¢ [Hs, L], denotemos

Fy(y) = Fy(y) + F3'(y),

donde Fy € [H,, L] son los términos “superfluos” y Ff € Gy son los términos
resonantes. Por lo tanto podemos escoger ho tal que solo aquellos términos de F5
que estan en Go sobrevivan en ([2.11)). Es decir, escogemos hs tal que

[ha(y), L] = =F5 ().
Luego, la expresion se reduce a
[haly), L] + Fy (y) + Fy'(y) = Fy'(y).
En tal caso, el sistema después del cambio de coordenadas queda:
g=Jy+F(y) + Fy) + ...+ Foi(y) + Oyl (2.12)

en donde habremos reducido lo mas posible los términos cuadraticos.

Eliminando términos cubicos.

Sea el cambio de coordenadas y — y + hs(y), con hs(y) € Hs, el espacio
vectorial de campos de vectores cuyas funciones coordenada son polinomios ho-
mogéneos de grado 3. Sustituyendo en y después de un poco de algebra
obtenemos

A

g = Jy+ F(y) + Jhs(y) — Dha(y)Jy + F3(y) + Fa(y) ... + Fr_1(y) + O(y["),
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donde los términos Fk(y), 4 < k <r—1, indican que el cambio de coordenadas ha
modificado los términos de orden mayor a tres. Los términos ctibicos son ahora

Jhs(y) — Dhy(y)Jy + F3(y) = [hs(y), L] + F3(y), (2.13)

donde la aplicacién lineal [ - | L] : H3 — Hj queda ahora definida por el operador
homoldgico en Hj. Si denotamos su imagen por [H3, L] entonces

H3 = [H3, L] © G3,
donde G5 es un subespacio vectorial complementario de [H3, L] en Hsz. Denotemos
Fy(y) = F'(y) + F3'(y),

donde F¥ (y) € [Hs, L]y Ff(y) € Gs. Luego, los términos ctibicos (2.13)) se pueden
simplificar al escoger h3(y) tal que

[ha(y), L] = —F5 (y).
De forma inductiva obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 5 (Forma Normal) Sea & = f(x) un sistema de clase C", con f(0) =0
y Jx = L, donde J es la forma canonica de Jordan —o la diagonalizacion, segun
corresponda— de D f(0). Considere el operador homolégico | - , L] : Hy — Hy
y sea G un subespacio vectorial complementario de la imagen [Hy, L] en Hy, es
decir, Hy = [Hy, L] ® Gi. Entonces existe un cambio de coordenadas analitico en
una vecindad de r = 0 que transforma el sistema en

g =Jy+ F(y) + F ) +...+ FL )+ Oyl), (2.14)
dondeFIfEGk, 2<k<r-—1.

Definicién 13 Bajo las hipotesis del teorema anterior, decimos que el sistema
(2.14) corresponde a una forma normal hasta orden r — 1 de © = f(x). Los
términos F,f, 2 < k<r—1, se dicen términos resonantes.
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OBSERVACIONES:

1. La estructura de los términos no lineales en (2.14) queda enteramente de-
terminada por la parte lineal del campo vectorial a través del operador ho-
mologico.

2. Al simplificar términos de orden k, no se afecta ningtin otro término de orden
menor. Sin embargo, los términos de orden mayor si se ven modificados. Esto
sucede en cada etapa de la aplicaciéon de este método. Por lo tanto, para
calcular los coeficientes de cada término de la forma normal en términos
del campo original, uno debe hacer un seguimiento de cémo los términos de
orden superior van modificAndose por los sucesivos cambios de coordenadas.

3. En el mismo espiritu, también es posible enunciar un teorema de la forma
normal para puntos fijos de sistemas dindmicos discretos.

Ejemplo 15 Consideremos el siguiente sistema planar

X &= Xi(x,y) = —y+ agpr? + anzy + apy® + TOS,
" y= Xo(m,y) =+ byx® + biyzy + boey? + TOS,

donde T'OS denota los términos de orden superior. Encontremos una forma nor-
mal de grado 2. Claramente (0,0) es un punto de equilibrio. Ademés

DX(0,0)=J = (? _(1)>

estd en su forma de Jordan y posee valores propios Aj 2 = =£i; luego el origen es
un equilibrio no-hiperbdlico.

S (R}

Luego, definimos el operador homoldgico | - ;L] : Hy — H,, donde Hj es el
espacio vectorial de campos de vectores en R? cuyas componentes son polinomios
homogéneos de grado 2. Sea la base candnica de Ho

By = {(2%,0), (xy,0), (°,0), (0,2%), (0, zy), (0,4*)}.
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Dada la linealidad de [ - , L] basta buscar las imagenes de los vectores en esta
base para determinar la imagen [Hs, L] y su complemento Gbs.

Para facilitar los calculos es conveniente utilizar la siguiente notacion para el
campo de vectores:

0 0
X=X—4+Xo—.
15 + X2 a9y
Con esta notacion, la base B queda de la forma

0 0 0 0 0 0
_ )20 O 9,0 L0 0 50
B = {a: Yor? ar” Gy’xyﬁy’y 8y}'

ox’
Se tiene
ox, ox,
(3) (-G DG 5 o |
Xo(z,y) )\ = 1 0 Xo(z,y) 09Xy 0X, x )
oxr 0Oy
Luego,

GGG 5) G)-(a) ()
- (%),

Realizando las cuentas de manera andloga con el resto de los elementos de las
base By obtenemos el cuadro resumen [2.1]

Sea A la matriz asociada a la transformacion lineal | -, ( _xy )] en la base
BQ. ASf,
( 0 -1 0 -1 0 O \
2 0 -2 0 -1 0
0o 1 0 0 0 -1
A= 1 0 0 0 -1 0
o 1 0 2 0 =2
\o 0 1 0 1 o0/
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Cuadro 2.1:
-y 2 2
SO " y
0 0 0 0 0 0 0
9 Oy 2 4 2 L 2 . n Y 9| ol L2
ox xy(?x e dy (v = )8x +$y8y xy@x Ty oy
0 , 0 0 0 5 9 5 0 0
oy Vgr TG, | T TW T, | Ty, ~ 2

Luego, det(A) #0 y [ - ( _:zzy )] es un isomorfismo. Por lo tanto,

()]

y todos los términos cuadraticos del campo X pueden eliminarse mediante un
cambio de coordenadas apropiado. Por lo tanto, la forma normal hasta orden 2

buscada es
{U’: —U+O(|(U,U)|3),
0= u+O(|(u,v)).

Ejemplo 16 Consideremos el siguiente sistema planar

X b= Xi(z,y) =y + agzr® + anzy + apy® + TOS,
"y = Xo(m,y) = bygz? + biizy + beey® + TOS,

donde T'OS denota los términos de orden superior. Encontremos una forma nor-
mal de grado 2. Claramente (0,0) es un punto de equilibrio. Ademas

DX(0,0):J:(S é)

estd en su forma de Jordan y ambos valores propios son A; 2 = 0; luego el origen
es un equilibrio no-hiperbdlico.



Introduccion a la Teoria de Bifurcaciones — Pablo Aguirre 42

(1)) (3)

Luego, definimos el operador homolégico | - , L] : Hy — Hy, donde Hj es el
espacio vectorial de campos de vectores en R? cuyas componentes son polinomios
homogéneos de grado 2. Sea la base candénica de Ho

By = {(2%,0), (zy,0), (¥°,0), (0,2%), (0, zy), (0,4*)}.

Dada la linealidad de | - , L] basta buscar las imégenes de los vectores en esta
base para determinar la imagen [Hs, L] y su complemento Gbs.
Se tiene

ox, ox,
. (z, or 0

e @l 2 e
or 0Oy

(o) (o)) = (00)(5)-(%0)(5)
_ (Y,

Realizando las cuentas de manera analoga con el resto de los elemento de las base
Bs obtenemos el cuadro resumen [2.2]

Sea A la matriz asociada a la transformacién lineal [ - ( Y )] en la base B,.

0
Asi,
[0 00 1 00
2 00 0 10
0-10 0 01
A=1 0 00 0 00
0 00 -2 00
\ 0 00 010/
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Cuadro 2.2:
-y 2 2
S v |
0 0 , 0
9 —2:1:3/% —y 9 0
0 5 0 0 0 0 0
_ — _ Qry— Y 2
oy i xy@y Yor Y dy arr

Luego, det(A) =0y [ - ( ?(J) )} no es un isomorfismo. Por lo tanto, el subes-

pacio G5 no es trivial. La imagen de Hy por operador homoldgico esta generada

por
N S 9y @ 20 20 5 0 O 50 0
[HQ’(O)]_<{ Y e o or T P Vay War TV oy an) )

Por lo tanto, una base de [HQ, ( g )] es

(9,0 ,0 o 9,0
b= {xyax’y oz’ " Bz 2xy8y’xy8x Y 8y}

(1) -

Luego, dimGy = 2, pues Hy = [Hz, ( )} @ G4. Por lo tanto una base para G5

(raeg)

y se tiene
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Por el teorema de la forma normal existe un cambio de coordenadas analitico tal
que el sistema original en las nuevas coordenadas tiene la forma:

{u:v+awLHXWHM%
0=y’ + O(|(u,v)]).

OBSERVACION. En el ejemplo anterior notemos que la base de [Hg, ( g )]

no es unica. Luego las formas normales generalmente tampoco son tnicas. Por

ejemplo, los vectores
z? 0
%ﬂfy ) 1,2

son linealmente independientes y son ortogonales a cada columna de la matriz A.
Por lo tanto, generan G5. Asi, la forma normal nos queda:

w= v+ au®+ O(|(u,v)?),
= agu® + azuv + O(|(u,v)?).

Otra posibilidad es:

{u=v+0m%®ma

= ayu®+ asuv + O(|(u,v)[3).

2.2. Formas normales topolégicas de bifurcaciones

Considere el campo de vectores
= f(r,a), x€R" aecR™, (2.15)

con f suficientemente suave en (x, «). Supongamos que f(0,0) = 0. Nuestro deseo
sigue siendo simplificar eliminando los términos superfluos que no influyen
en la dindmica por medio de cambios de coordenadas (difeomorfismos). En este
caso el truco es extender el sistema a uno més grande:

{?Z:ﬂ%®’ (2.16)

a = 0.
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Uno puede calcular una forma normal para (2.16|) imponiendo que las transfor-
maciones de coordenadas H(x,«) sean de la forma

H(z,a) = (h(z,a),a) = (y, a).

De esta forma se deja la ecuaciéon & = 0 invariante. En la practica uno procede
como en el caso ya descrito anteriormente pero los coeficientes de deben
considerarse como series de potencias tanto en x como en el parametro .

Supongamos que presenta una bifurcaciéon X de codimension k (i.e.,
que satisface k condiciones algebraicas) en el equilibrio z* = 0 cuando a = 0.
Y supongamos que —por ejemplo, ocupando el teorema de la forma normal—
logramos construir un sistema “simple”

y=g(y,B;0), yeR", BeR™ oeR, (2.17)
polinomial en y;, ¢ = 1,...,n, que tenga para § = 0 un equilibrio en y* = 0
satisfaciendo las mismas k condiciones de bifurcacién que (2.15). Aqui el vector
o = (o1,...,07) corresponde a los coeficientes de los polinomios de (2.17)); por
ejemplo,
o; = { L Z 7 Z:O’
:|:1, 1T = 19.

Definicion 14 FEl sistema se dice una forma normal topoloégica para
la bifurcacion X st cualquier sistema genérico con equilibrio en x* = 0
satisfaciendo las mismas condiciones de bifurcacion en o = 0 es localmente to-
poldgicamente equivalente cerca del origen a para ciertos valores de los
coeficientes o;.

En muchos casos se puede probar que las formas normales topoldgicas que deri-
vemos son deformaciones versales de las correspondientes bifurcaciones. Nos con-
centraremos en formas normales topolégicas con el minimo ntimero de parametros
necesarios, también llamadas desdoblamientos miniversales —tan solo k parame-
tros si la codimension de la bifurcacién es k. En ese sentido, una forma normal
topoldgica para una bifurcaciéon es una version simplificada y cualitativamente
equivalente de todo campo de vectores que exhibe esa misma bifurcacion.



Capitulo 3

Bifurcaciones locales de codimension
uno en sistemas dinamicos continuos

Considere el campo de vectores
t=f(r,a), ze€R" «a€cR,

donde f es suave con respecto a (z,«). Sea x = z( un equilibrio hiperbdlico para
a = «p. Si uno realiza una pequena perturbacion del parametro «, el equilibrio
mueve un poco su ubicaciéon pero sigue siendo hiperbdlico, i.e., su estabilidad
no cambia. Pero si la variacion del parametro es lo suficientemente grande, hay
(genéricamente) dos maneras en que el equilibrio podria perder su hiperbolicidad:

1. Un valor propio simple se anula; por ej., Ay = 0.

2. Un par de valores propios complejos conjugados se ubica en el eje imaginario;
por €j., A2 = Fiwy, wy > 0.

En este capitulo veremos que un sistema dinamico continuo con un punto de
equilibrio no hiperbdlico satisfaciendo una de las condiciones de arriba es estruc-
turalmente inestable y veremos el analisis de las correspondientes bifurcaciones
de los retratos de fase locales bajo variacién del pardmetro.

Definicién 15 La bifurcacion genérica asociada con la aparicion de un valor pro-
pio nulo, A; = 0, se llama bifurcacién fold. También se conoce como bifurca-
cién silla-nodo (SN), punto limite (LP) o tangente. Es posible encontrarla
en sistema de dimension n > 1.

46
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Definicién 16 La bifurcacion genérica asociada a la presencia de un par de valo-
res propios complejos conjugados con parte real nula, A\; o = £iwp, wp > 0, se llama
bifurcacién de Hopf. También se conoce como bifurcacién Andronov-Hopf
o incluso bifurcaciéon Poincaré-Andronov-Hopf. Para que esta bifurcacién
ocurra la dimension del espacio de fase debe ser n > 2.

3.1. Bifurcacion fold o silla-nodo

Consideremos el campo de vectores en la recta real

t=a+r?=: f(r,a), z€R, ack (3.1)

En a = 0 el sistema tiene un equilibrio no-hiperbdlico xy = 0 con valor propio A =
f:(0,0) = 0. La figura [3.1] muestra los distintos retratos de fase no equivalentes
cerca de a = 0.

Figura 3.1:

Para a < 0 existen dos equilibrios hiperbdlicos ubicados en las coordenadas
CBLQ(OK) = :|:\/ — Q.

Uno de ellos es estable y el otro inestable. Para a > 0, sin embargo, ya no hay
equilibrios. Podemos visualizar como ocurre este cambio en la dindmica a medida
que o« — 07: los equilibrios x12(cr) se acercan entre si y colisionan en el limite
a = 0 formando un solo equilibrio xy = 0 con valor propio A = 0, y luego
desaparecen para « > (0. Notemos que %ZCLQ(O{) — 00 a medida que a — 07
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Definicién 17 La ecuacidn algebraica f(x, ) = 0 define una variedad de equi-
librios en el espacio producto (x,a) € R x R.

En este caso la variedad de equilibrios es la pardbola o = —x? graficada
en la figura [3.2] Aqui se aprecia claramente cémo el proceso de acercamiento y
“aniquilacién”de los dos equilibrios ocurre de manera continua en o = 0.

La representacion de la figura posee varias ventajas: Nos muestra todo el
panorama de los efectos de la bifurcacion en una misma figura. Mas atn, fijando
el valor de o podemos determinar el niimero de equilibrios del sistema y el retrato
de fase para ese valor particular del parametro.

OBSERVACIONES.

1. La proyeccion de la variedad de equilibrios en el eje del parametro « tiene una
singularidad de tipo fold en (z,a) = (0,0): La curva definida por a + 22 =
0 efectivamente “se dobla” en este punto, lo que le da el nombre a esta
bifurcacién.

2. El nombre de silla-nodo serd mas evidente al observar esta bifurcacién en
sistemas de dimensién mayor, lo cual haremos en el capitulo 5]
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2

3. El sistema * = a — z* se puede analizar de manera analoga. En tal caso, los

equilibrios aparecen para a > 0.

El siguiente lema nos dice que si uno agrega términos de orden superior a (3.1)),
localmente estos no producen ningin efecto en la bifurcacion fold.

Lema 1 FEl sistema
i=a+2*+ 0%
es localmente topologicamente equivalente cerca del origen al sistema
& =a+ 2
DEMOSTRACION.

Paso 1. Anélisis de los equilibrios.
Reescribamos el sistema en la forma

j=F(y,a) =a+y’+ ¥y, ), (3.2)

donde ¥ = O(y?) es una funcién suave de (y, «) cerca de (0,0). Sea

M ={(y,): Fly,a) =a+y*+¢(y,a) =0}

la variedad de equilibrios de (3.2)) cerca de (0,0) en el plano (y,«). La curva M
pasa por el origen, pues F'(0,0) = 0. Ademas 0F/0«a(0,0) = 1. Luego por el
teorema de la funcion implicita, M se puede representar localmente como

M ={(y,a): a=gy)},

donde g es suave y estd definida para todo |y| pequenio. Més aun,

9(y) = -y + O(y°),

y se tiene el grafico de la figura [3.3] Luego, para todo a < 0 suficientemente

pequeno, existen dos equilibrios de cerca del origen, y; o(«), los cuales estan

cerca de los equilibrios x1 2(«) = £1/—a para los mismos valores del pardmetro.
Paso 2. Construccion de un homeomorfismo.
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Figura 3.3:

Para |a| pequenio construimos un mapeo

y = ha()

de la siguiente forma: Para o > 0: ho(z) = z (i.e., identidad); para a < 0:
ho(z) = a(a) + b(a)z (funcién lineal), donde los coeficientes a,b quedan tnica-
mente determinados por las condiciones

ha(zj(@)) = yjla),  j =12

es decir, los equilibrios son llevados en equilibrios. (Tarea: hallar a,b.) El mapeo
asi construido h, : R — R es un homeomorfismo que mapea drbitas de (3.1]) cerca
del origen en o6rbitas de (3.2)), preservando la orientacién del tiempo.
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3.1.1. Forma normal topoldgica de la bifurcacién fold

A continuacién demostramos que el sistema (3.1)) (mddulo un posible cambio
de signo del término x?) es una forma normal topolégica de un sistema unidi-
mensional que pasa por una bifurcacién fold. (Veremos en el capitulo |5 que esta
ecuacién también describe, en cierto sentido, a la bifurcacién fold en un sistema
n-dimensional genérico.)

Supongamos que el sistema,

= f(zr,a), zeR, «ackR, (3.3)

con f suave, tiene en o = 0 el equilibrio x = 0 con A = f,.(0,0) = 0. Expandimos
f es una serie de Taylor con respecto a z en xz = 0:

flz,a) = fola) + fila)z + fola)z® + O(?),
donde
= fo(0) = f(0,0) =0, (condicion de equilibrio);
= f1(0) = f.(0,0) =0, (condicion de bifurcacion fold).

Nuestra estrategia es transformar (3.3)) en la forma (3.1)), incluyendo hasta térmi-
nos de orden 2, mediante cambios de coordenadas y de parametros invertibles y
suaves (i.e., difeomorfismos).

Paso 1. Traslacion.
Sea la nueva variable
y=x+d(a),
donde § = d(«r) es una funcién a priori desconocida que definiremos después. La
transformacion inversa es x = y — §. Sustituyendo y en (3.3)) tenemos:

g =i = fola)+ fil@)(y =) + fa(@)(y = 6)° + ...
Entonces, reescribiendo el campo como una expansion en y:
g = (fola) = fi(@)d + f2()” + O(5%))

+ (fl(cv) — 2fo(a)d + 0(52)) Y (3.4)
+ (fal@) +0(6)) v + O(y”)
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Notemos que si fi(a) — 2fa(a)d + O(6%) = 0, aniquilariamos los términos de
orden 1 en y, acercdndonos a la forma (3.1)). Veamos cémo esto puede ser posible.

Supongamos que

1
Entonces existe una funcién suave d(a) que aniquila los términos de orden 1 en y
para todo |«| suficientemente pequeno. En efecto, el coeficiente del término lineal

Fla,6) == fi(a) — 2fa()5 + 8%4(a, )

para algua funcién suave . Se tiene:

= [7(0,0) = 0;

= 55(0,0) = =2/5(0) # 0 (por B.5));

= 55(0,0) = f{(0).
Luego, por el teorema de la funcién implicita, existe localmente una tinica funcién
suave 6 = d(«a) tal que §(0) =0y F (o, 6(c)) = 0.

Se tiene entonces .

_ fi(0)

=ap0)" T

5(a)

(tarea: verificar!)
Con esta eleccién para d(«), la ecuacién para y ahora no contiene términos
lineales. Al expandir los coeficientes de (3.4)) en términos de « tenemos:

g = (f5(0)a +0(a?)) + (f2(0) + O(a)) y* + O(y). (3.6)

Paso 2. Introducir un nuevo parametro.
Considerando el coeficiente constante en (3.6]), sea

1= (@) = fi(0)a + a’g(a),
donde ¢ es alguna funcién suave. Tenemos:

= p(0) =0;
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= 1£(0) = fo(0) = £a(0,0).
Ahora supongamos que
fa(0,0) # 0. (3.7)

Entonces el teorema de la funcion inversa implica la existencia y unicidad local
de una funcién inversa suave o = a(p) con «(0) = 0. Por lo tanto, en (3.6 se
tiene

g =n+by’ +0@y’),
donde b(x) es una funcién suave con b(0) = f2(0) # 0 (por (3.5))). En particular,
el signo de b(0) es constante.

Paso 3. Reescalamiento final.
Definiendo una nueva variable v = |b(u)|y y un nuevo pardametro 8 = |b(u)|u,
tenemos

b = B+ sv:+ 0?),

donde s = sign(b(0)) = +1. En resumen, hemos probado el siguiente resultado.
Teorema 6 Suponga un sistema unidimensional
t=f(r,a), xR, «a€eR,

con [ suave. Suponga que en o = 0 se tiene el equilibrio x = 0. Sea A = f,(0,0) =
0. Supongamos ademads que se satisfacen las siguientes condiciones:

(A.1) fu:(0,0) # 0;
(A.2) £,(0,0) # 0.

Entonces ezisten cambios invertibles de coordenadas (x — v) y de pardmetros
(o — B) que transforman el sistema en

b =B+ +0(?).

Ocupando el lema[l]podemos eliminar los términos O(v?) en el teorema anterior
y arribar finalmente al resultado deseado.
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Teorema 7 (Forma normal topoldgica de la bifurcacion fold)
Cualquier sistema genérico unidimensional

= f(r,a), xR, «a€eR,

con [ suave, que posee en o = 0 el equilibrio x = 0 con A = f,(0,0) = 0 y que
satisfaga las condiciones (A.1) y (A.2) es localmente topoldgicamente equivalente
cerca del origen a una de las siguientes formas normales:

b=+

OBSERVACIONES. Las condiciones (A.1) y (A.2) de los teoremas anteriores son
condiciones de no-degeneracion. Nos especifican cuales sistemas uniparamétricos
exhibiendo una bifurcacién fold se pueden considerar como genéricos:

(A.1) Condicién de genericidad. Condicién algebraica de los coeficientes en la
expansion de Taylor de f(x, «) con respecto a x en (z, ) = (0,0). Garantiza
que el equilibrio z = 0 no sea “tan” degenerado, es decir, que sea “tipico”

dentro de la clase de equilibrios que satisfacen las condiciones de bifurcacion
dadas.

(A.2) Condicién de transversalidad. Condiciones en las cuales hay derivadas
de f con respecto a a en (z,«) = (0,0). Asegura que los pardmetros “des-
pliegan” o “desdoblan” (del inglés unfold) esta singularidad en una forma
genérica. Es decir, los retratos de fase topoldgicamente no equivalentes en
torno al valor de bifurcacion se pueden hallar de manera estructuralmente
estable a medida que el parametro cruza transversalmente el conjunto de
bifurcacién.

3.1.2. Bifurcaciones fold degeneradas

Si en los teoremas anteriores no se satisface la condicién de transversalidad
(A.2), entonces la bifurcacién puede ser algo distinta en caracter. Por ejemplo, el
campo de vectores

&= f(x,p) = pr + 22,
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posee en p = 0 un equilibrio z = 0 con A = f,(0,0) = 0 por lo que satisface
la condicién de bifurcacion fold, pero no se satisface (A.2) pues f,(0,0) = 0. De
hecho, en este sistema siempre hay dos equilibrios, en x =0y x = —pu. Y en u =
0 ambos equilibrios estan intercambiando estabilidad, por lo que efectivamente
estd ocurriendo una bifurcacion. Este fenémeno se conoce como bifurcacion
transcritica. Sin embargo, este sistema siempre posee un equilibrio en z = 0,
independiente del valor del parametro p € R; luego, esta bifurcacion transcritica
no es una deformacién versal de la singularidad fold 2% pues existen deformaciones
mas generales que para ciertos valores de parametros no poseen ningun equilibrio.
De todas maneras, uno puede encontrar esta bifurcacién en sistemas con una
simetria especial —por ejemplo, un sistema que requiera que x = 0 sea siempre
un equilibrio.

Otra bifurcacion fold interesante ocurre cuando la condicion de genericidad
(A.1) es violada, es decir, cuando el término cuadratico de la expansién de Taylor
se anula. Esto corresponde al campo de vectores

f(2,0) = dz’ + g(2),

donde g(z) = o(23). Una deformacién de este sistema, en general, contiene todos
los términos de orden inferior,

f(,1) = alp) + bu)a + c(p)a® + da® + gz, ).

Un caso especial de este sistema ocurre cuando a(u) = ¢(u) = 0. Esto da lugar a la
bifurcacion pitchfork, la cual corresponde a un equilibrio perdiendo estabilidad
por la creaciéon de dos nuevos equilibrios simétricos, como vimos anteriormente
en el ejemplo [

3.2. Bifurcacién de Hopf

Considere el sistema planar visto inicialmente en el ejemplo [I]:

{ i1 = axy — o — x1(2} + 23), (3.8)

B9 = 11+ axe — xo(2? + 23),
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con (x1,79) € R?, o € R. Este sistema posee un equilibrio en el origen (x1, z5) =
(0,0) para todo a. La matriz jacobiana asociada es

=00

con valores propios A\;2 = « % ¢. Claramente, para a = 0, este equilibrio es
no hiperbdlico; para a < 0, el origen es un foco estable, y para a > 0 es foco
inestable, por lo que esta ocurriendo una bifurcacién en a = 0.

Introduciendo coordenadas polares p = x3 + x3, @ = arctan (i—j), se tiene el

sistema, equivalente
¢ = 1

el cual se puede extender continuamente a p > 0, 0 < ¢ < 27. Notemos que las
ecuaciones para p y ¢ son desacopladas. Luego, es facil analizar las soluciones
y las bifurcaciones. A partir de la primera ecuacién de vemos que p = 0
es un equilibrio linealmente estable para o < 0 y no linealmente estable (i.e., la
convergencia no es exponencial) para a = 0; mientras que para « > 0 el origen
es linealmente inestable y el punto p =/« es atractor; ver figura .

O

a

Figura 3.4: Diagrama de bifurcacién para p en (3.9).

Por otro lado, la ecuacién ¢ = 1 describe una rotacion a velocidad constante.
Al superponer los movimientos independientes definidos por las dos ecuaciones de
obtenemos los retratos de fase de la figura [3.5 De esta manera, para a > 0
descubrimos que existe un ciclo limite estable de radio constante y/a rodeando al
foco inestable en el origen.

En el espacio extendido (1,2, ) el diagrama de bifurcacién incluye una fa-
milia de ciclos (parametrizada por «) formando una superficie paraboloide que
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9H® E@

Figura 3.5: Bifurcacién de Hopf supercritica.

se abre hacia el semiespacio a > 0 como en la figura [3.6] Esto se conoce como
bifurcacion de Hopf supercritica.

Yy

Figura 3.6: Bifurcacién de Hopf supercritica en el espacio extendido (1, z2, @).

OBSERVACIONES.

1. Hay dos tipos de bifurcacion de Hopf genéricas. Uno es el caso supercritico
mostrado arriba; el otro es la bifurcacion de Hopf subcritica, una de
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cuyas realizaciones estd presente en el campo de vectores

i1 = aw) — z9 + x1(2? + 13),
Ty = 1+ aze + xTo(2? + 3).

El diagrama de bifurcacion de la bifurcaciéon de Hopf subcritica se muestra
en la figura [3.7]

©® T

Figura 3.7: Bifurcacién de Hopf subcritica.

2. En ambos casos el equilibrio pierde estabilidad en @ = 0 cuando « es cre-
ciente.

a) En el caso supercritico, el equilibrio es reemplazado por un ciclo es-
table infinitesimal. Luego, las soluciones permanecen en una vecindad
del equilibrio. Uno habla que el sistema permanece “bajo control”. Si «
vuelve a ser negativo, el sistema regresa al equilibrio estable.

b) En el caso subcritico, la regién de atraccién del equilibrio estd acotada
por un ciclo inestable que existe para a < 0, ver figuras y 3.8 A
medida que «a crece y se acerca a a = 0, el ciclo se achica y eventualmente
desaparece. Luego, las érbitas ya no estan confinadas a una vecindad
del equilibrio. Si a vuelve a ser negativo, el sistema, en general, no
regresa al equilibrio estable, pues puede que haya abandonado su regién
de atraccién; compare las figuras y [3.6] con las figuras y 3.8
respectivamente.
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Figura 3.8: Bifurcacién de Hopf subcritica en el espacio extendido (1, z2, ).

3. En el caso en que el sistema tenga la misma parte lineal A de (3.8)), pero
sin términos no-lineales, se obtiene un caso degenerado. En efecto, el sistema
(lineal) en coordenadas complejas 2 = (a+1)z también posee un foco estable
para a < 0, y un foco estable para a > 0. Sin embargo, no hay ciclos para
a # 0. Més aun, si a = 0, el origen se vuelve un centro, i.e., un equilibrio no-
hiperbdlico rodeado de un continuo de érbitas peridédicas. Podemos pensar
que el diagrama de bifurcacion resultante en la figura muestra el mismo
paraboloide compuesto de érbitas periodicas de los casos super- y subcritico
pero ahora “degenerado” al plano o = 0.

El siguiente lema nos dice que si uno agrega términos de orden superior a ((3.8]),
localmente estos no producen ningin efecto en la bifurcacion de Hopf.

Lema 2 Consideremos el sistema planar

(2)=(5 D) ()@ () +olar). e

donde x = (x1,22)", ||z]|* = 2% + 23, y los términos O (||z||*) puede depender
en forma suave de . Entonces, (3.10) es localmente topologicamente equivalente
cerca del origen a (3.8)).
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Xv

Figura 3.9:

DEMOSTRACION. Reescribamos el enunciado en notacién compleja equivalen-
te:

El sistema
= (a+i)z—z[z]>+ O (]z]") (3.11)

es localmente topologicamente equivalente cerca del origen a

i=(a+1i)z — z|z|% (3.12)

Paso 1. Existencia y unicidad del ciclo.
La ecuacién (3.11)) en coordenadas polares (p, ) nos queda:

p = pla—p°)+@(p,p),
T 313

donde ® = O(|p|*) y ¥ = O(|p|®), v la dependencia con respecto a « de estas
funciones no se indica para simplificar la notacion.
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Figura 3.10:

Si po > 0 es suficientemente grande, una érbita de (3.13) comenzando en
(p,©) = (po,0) es como en la figura y tiene la forma general

{ p = plg;po),
po = p(0,po),

donde p satisface

dp _ pla—p) +2(p,p) _ )
dp 1+ 9(p9) = pla = p*) + R(p, ¢), (3.14)

donde R = O(|p|®). {Cémo podemos hallar el punto p; en la figura Para
eso necesitaremos construir la aplicacion de retorno de Poincaré definida en la
seccion p = 0.

Notemos que la transicion de a es equivalente a introducir una
nueva parametrizacion del tiempo en la cual ¢ = 1. Luego, el tiempo de retorno
al semieje ¢ = 0 es el mismo para todas las orbitas en este eje con pg > 0 y es
igual a 27.

Dado que p(p;0) = 0, podemos escribir la serie de Taylor para p(y;pg) en
potencias de pg cerca de py = 0:

p = ui(p)po + u2()pg + us(p)py + O(|pol*). (3.15)
Luego,
d
E8 () po + ub(ip) g2 + h(2)p% + O(|polH). (3.16)

dgo_
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Sustituyendo (3.15)) y (3.16) en (3.14) obtenemos:

uh (0)po + uh(0)pf + us(0)pg + Olpol*) = (ua(@)po + ua(e)pf + us(e)pd + O(lpol*))
x (o= (us()po + ua()of + us() + Ollol)?)
+R(p, ).

[gualando términos en las correspondientes potencias de py obtenemos un sistema
de EDOs para las incégnitas ug, us, ug. Al agregar condiciones iniciales u1(0) =
1,u2(0) = u3(0) = 0, estas EDOs se pueden resolver y obtener:

(1 — e2%)ea¢
20 '

ui(p) = e, ua(p) =0, uz(p)=

(Notemos que estas expresiones son independientes de R(p, ¢).)
Por lo tanto, el mapeo de retorno py — p1 = p(27, py) tiene la forma:

pr =€ py — e (21 + O(av)) py + Olpy). (3.17)

Podemos analizar los puntos fijos de (3.17)) para pg y || suficientemente pequenos
en la figura[3.11]. Si av < 0 existe una vecindad del origen en la cual el mapeo tiene
un solo punto fijo en p = 0. Pero si a > 0 es suficientemente pequeno aparece un
punto fijo adicional en p = \/a+- - -. La estabilidad de estos puntos fijos también
se puede obtener de ([3.17]).

Tomando en cuenta que cada punto fijo positivo del mapeo de retorno co-
rresponde a un ciclo limite del sistema, podemos concluir que el sistema ((3.13)
0 con cualquier término O(|z|*) posee un tnico ciclo limite (estable) bi-
furcdndose del origen y existiendo para « > 0 como en el sistema (3.12)). Por lo
tanto, lo términos de orden superior no afectan la bifurcacién del ciclo limite en
una vecindad de z = 0 para |« suficientemente pequeno.

Paso 2. Construccion de un homeomorfismo.

Fijemos un « pequeno. pero positivo. Ambos sistemas (3.11)) y (3.12)) tienen
un ciclo limite en alguna vecindad del origen. Asumamos que aplicamos un rees-
calamiento del tiempo en de manera que el tiempo de retorno al semieje
¢ = 0 es 27 (como en el paso anterior). Asumamos también que aplicamos un
reescalamiento lineal de coordenadas en tal que el punto de interseccion
del ciclo con el semieje ¢ = 0 es en z7 = \/a.
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. e o 4
shipugitindod %sﬁm@rk *
(‘ R il / 5

Figura 3.11:

Definamos un mapeo z — Z de la siguiente forma (ver también figura .
Tomemos un punto z = x; + ize en (3.12)). Encontremos valores (pg, 79), donde
7 es el tiempo requerido para que una drbita que parte en (py,0) en el semieje
¢ = 0 llegue al punto z. Ahora, tomemos el sistema (3.11]). Partiendo del punto
(po,0) en el semieje ¢ = 0 construyamos una 6rbita de (3.11)) en el intervalo de
tiempo [0, 7p]. Denotemos el extremo de esta érbita en t = 75 como Z = 1 + ids.
Ademsés, definamos Z = 0 como imagen de z = 0. El mapeo asi construido es un
homeomorfismo. Para a > 0 mapea érbitas de en una vecindad del origen
en 6rbitas de (3.11]) preservando la direccion del tiempo. El caso a < 0 se puede
considerar de la misma manera sin necesidad de reescalar las coordenadas.

3.2.1. Forma normal topoldgica de la bifurcacién de Hopf

En esta seccién probaremos que cualquier sistema bidimensional genérico que
pase por una bifurcacion de Hopf se puede transformar en la forma

(2)-(F 0) (o) =a=a () ~ou.
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Figura 3.12:

Consideremos un sistema de la forma
&= f(r,a), == (x,12) €R? a€R,

con f suave, el cual tiene el equilibrio x+ = 0 para @ = 0 con valores propios
A12 = Fiwy, wy > 0. Dado que Df(0,0) es invertible (;por qué?), por el teorema
de la funcién implicita, el sistema posee un equilibrio () en alguna vecindad
del origen para todo « suficientemente pequeno tal que x((0) = 0. Mediante una
traslacion (que podria depender de «v), podemos asumir que z = 0 es el equilibrio
del sistema para todo || suficientemente pequeno. Luego, consideramos el sistema

T = Ala)r + F(z,a), (3.18)

donde F' es una funcion vectorial suave cuyas componentes ] o poseen expansio-
nes de Taylor en z partiendo de los términos cuadréticos, es decir, F' = O(||z||?).

Ademas,
_ [ ale) b(a)
)= (e o
donde a, b, ¢, d son funciones suaves de «. Los valores propios de A(«a) satisfacen
A — oA+ A =0, donde
o=o0(a) =a(a)+da) =tr(4), A=A(a)=ala)d(a)—bla)c(a)=det(A).

Luego,

Aala) = (a(a) + \/o2(a) — 4A(a)) .

N | —
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La bifurcacién nde hopf implica

Para |a| pequenio podemos introducir

pla) = so(a), w(a) =3 (VIA@) ~o%(a)).

Luego,
M) = Ma), ofa) = Aa),

donde
AMa) = pla) +iw(a), p(0) =0, w(0)=uwy> 0. (3.19)

Notemos que A(«) es un niimero complejo para todo |« suficientemente pequeno.
Sea q(a) € C? un vector propio (complejo) de A(«a) correspondiente a A(«a):

A(a)g(a) = AMa)q(a),

y sea p(a) € C? un vector propio (complejo) de AT (a) correspondiente a \(«):

AT (@)p(a) = Ma)p(«).

Podemos normalizar p con respecto a ¢ tal que

(p(a),q(a)) = 1.

(Aqui, (,) es el producto interno en C2: (p, q¢) = prq1 +Page.) Asi, cualquier vector
r € R? se puede representar para todo |«| suficientemente pequeno como

r = zq(a) + Zq() (3.20)

en forma unica, para algin z € C por determinar. En efecto, tomando producto
escalar en (3.20]) con p(«):

(p(a), z) = (p(a), zq(a) + Zq())

(@) +Z(p(a), q(a)).

I
B
=
£
=
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Por un lado, (p(«a), ¢(a)) = 1. Y por otro lado,

Entonces

Pero A(a) # A(a), pues w(a) > 0. Luego, (p(a), ¢(a)

N
—_
|
—
>
—~
£
1
[
>
—
e
~—
SN———
=
e
~—
>Q
—~
e
=
I
)

) = 0. Por lo tanto,

Z = <p(05), ZE>

es la formula explicita para determinar el valor de z que hace posible la igualdad
[3.20).

Ocupando la representacién ([3.20)) y tomando producto escalar en (3.18) con
p(«), la variable z satisface la EDO:

2= Ma)z + (pla), F(zq(a) + zq(a), a)).
Por lo tanto obtenemos el siguiente lema.

Lema 3 El sistema (3.18)) se puede escribir para |o| suficientemente pequenio en
la forma

2= Ma)z+9(2,7, ),
donde z € C y g(2,2,a) = (p(a), F(zq(a) + zq(a), a)) = O(|z]*) es una funcion
suave de (z,Z, ).

La introduccién de la variable compleja z puede verse como un cambio de
coordenadas lineal y = T'(«)x, con z = y; + iy,. Las componentes (y1,y2) son las
coordenadas de x escritas en la base {2Re(q), —2Im(q)} de vectores propios gene-

ralizados (reales) de A(«). En esta base, la matriz A(«) tiene la forma candénica
(real) de Jordan
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Por lo tanto, la transformacién T'(«) “simplifica” al maximo los términos lineales.
Esta es la misma idea de las formas normales! Justamente, los siguientes pasos
para la obtencién de nuestro resultado consisten en reducir los términos de orden
superior via el teorema de la forma normal. A continuacién daremos un bosque-
jo de estos pasos. (Los detalles de estos resultados involucran muchos célculos
intermedios y pueden revisarse en la bibliografia.)

En primer lugar, se puede probar que todos los términos cuadraticos se pueden
anular mediante cambios de coordenadas complejos, obteniéndose

2= Ma)z + r(a)2%2 + O(|z]Y),

donde ¢;(«) es el tnico término cibico resonante (complejo).
El siguiente paso es introducir un rescalamiento del tiempo

T =w(a)t

(con w(a) > 0) y un nuevo pardmetro

Esta parametrizacion es valida solo si es invertible para todo |a| pequeno cerca
de a = 0, esto es, si

0 (0) - QO _HOO) _ )

donde hemos ocupado la igualdad ©(0) = £(0) = 0 de (3.19). Por lo tanto, si
1/(0) # 0 obtenemos el sistema

E = (B e+ d(B)zl=f + O(l=f),
o (o(®)
“D = ad)

es una funcién que toma valores complejos.
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Ahora introducimos una reparametrizacién no-lineal del tiempo definiendo la
nueva variable independiente:

0 =46(r,5),
donde
df = (1+ ex(B)|z*)dr

es cercano a la identidad en una vecindad de z =0y

er() = Im(d1(5)).

Luego el sistema nos queda de la forma

dz : 2 4
= (B+ i)z + (A2 + O(l21")
donde
L(B) = Re(di(B)) — Be1(B) € R
y ademas (6:(0)
Re C1 0 — Re

A continuacién definimos una nueva variable compleja para [ suficientemente

pequeno:
U

VIL@B)|

si [1(0) # 0 (o equivalentemente, si Re(c;(0)) # 0). Asi obtenemos el sistema
)

du . (B
o~ T

= (B + D)u + sulul)® + O(Julh),

ulul* + O(Jul*)

con

s = sign(l1(0)) = sign (Re(c1(0))) .
Definicién 18 La funcion reall1(3) se llama primera cantidad de Lyapunov.

De todo lo anterior y tomando en cuenta el Lema previo obtenemos el siguiente
resultado final.
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Teorema 8 (Forma normal topoldgica de la bifurcacion de Hopf)
Supongamos un sistema bidimensional

&= f(z,a), rcR*ack, (3.21)

con f suave. Supongamos que el sistema posee para todo o pequeno un equilibrio
en x =0 con valores propios

A2(a) = pla) iw(a),

donde pu(0) = 0, w(0) = wy > 0. Supongamos que las siguientes condiciones se
satisfacen:

1. 11(0) # 0, donde 1y es la primera cantidad de Lyapunov;

2. 1/ (0) #0.

Entonces el sistema es topologicamente equivalente cerca del origen a una de las
siguientes formas normales:

(5)=(7 5) ()= (),

El signo de {1 (0) nos indica si la bifurcacion de Hopf es supercritica o subcritica.
En efecto, si [1(0) < 0, se trata del caso supercritico, mientras que si [1(0) > 0 es
una bifurcacién de Hopf suberitica. Existen férmulas explicitas para calcular [1(0)
explicitamente a partir de f en . Por ejemplo, supongamos que aplicamos
la transformacién de coordenadas T'(«r) de la demostracién del Lema[3|—definida
por los vectores propios generalizados de D f(0,a) = A(a)— de manera que para
a = 0 el sistema 2-dimensional toma la forma

.I'/ = —wy+P(m,y),
y = wr+Q(z,y).

Entonces la primera cantidad de Lyapunov {;(0) se puede calcular como:

) (3.22)
+ ; (ny(Pxx + Pyy) - Qxy(@xx + ny> — ProQua + PW/QW/) ’
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donde todas las derivadas estan evaluadas en (0,0).

Por otro lado, muchos paquetes computacionales ya tienen incorporadas en
sus rutinas la evaluacién de [1(0), lo cual hace que no sea indispensable saber la
férmula de memoria.

Ejemplo 17 Bifurcacién de Hopf en un modelo depredador-presa (Holling 1965).
Consideremos el siguiente modelo

. CT1T2
1 = re(l—xp) — ;
i o+ 1
. 12
Iy = —d.ﬁlﬁg—l— )
o+ x4

donde o es un parametro de control y r,c,a,d > 0. Supongamos ademas que
c>d.

Para tratar con un sistema polinomial equivalente rescalamos el tiempo en la
forma t = (o + x1)7 obteniendo el sistema

] = rey(a+ )1 — 1) — (cxrime),
rh = —adry+ (¢ — d)xix0.

El sistema posee el equilibrio no-trivial Ey = (O‘—d ! (1 — a—d)) , con matriz

c—d’ c—d c—d
jacobiana
ard(c+d) (c—d acd
ol —
A(Oz)z (C—d)2 c+d c—d
ar(c—d(1+ a))
0
c—d
Luego,
_o(a) ardc+d) (c—d
M) === ~c—az \e34 %)
—d *d(c —d

Se tiene pu(og) = 0 para ap = Z—I— 7 Més ain, wi(ag) = % > 0. Por lo

tanto en a = o, el equilibrio Ej tiene valores propios A; o(a) = Fiwy y ocurre
una bifurcacién de Hopf. El equilibrio es estable para o > g e inestable para
a < ap. La condicién de transversalidad también se satisface

, _ agrd(c+d) rd
M(ao)——m——m<0-



Introduccion a la Teoria de Bifurcaciones — Pablo Aguirre 71

Por ultimo, al calcular la primera cantidad de Lyapunov obtenemos

2d2
)

ll(a’o) = —

Por lo tanto la bifurcaciéon de Hopf es supercritica y un tnico ciclo limite se
bifurca desde Ey y existe para a < ay.



Capitulo 4

Bifurcaciones locales de codimension
uno en sistemas dinamicos discretos

Consideremos un sistema dindmico a tiempo discreto
r— flr,a), z€R" aceR,

donde f es suave con respecto a (x,a). Sea zp un punto fijo hiperbdlico para
o = «y, es decir,

= 29 = f(o, Oéo),
= D, f(xg, ap) no tiene valores propios en el circulo unitario.

A medida que variamos el parametro o podemos monitorear la coordenada x
del punto fijo y sus valores propios 1, ..., u,. Al igual que en el caso continuo,
las bifurcaciones mas simples ocurren cuando x( pierde hiperbolicidad, es decir,
cuando hay un valor propio, digamos j1, con |u1| = 1, i.e., sobre el circulo unitario
en el plano complejo. Geométricamente hay 3 formas en que esto pueda ocurrir
y se muestran en la figura [4.1]

Definicién 19 (a) La bifurcacion asociada con la aparicion de p; = 1 se lla-
ma bifurcaciéon fold o tangente. También es conocida como bifurcacion
Limit Point (LP) y Silla Nodo (SN).

(b) La bifurcacion asociada con la aparicion de uy = —1, es una bifurcacién
flip o0 duplicacion de periodo (“period-doubling” en inglés).

72
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0 (W] |

(2) ¢ (%) C Cc)

Mo Ay
1 B

Figura 4.1:

A

P

(c¢) La bifurcacion asociada a la presencia de un par de valores propios complejos
conjugados con modulo 1, 112 = et 0 < 0, < 7, se llama bifurcacién
Neimarck-Sacker o bifurcacién de toro.

Notemos que los casos (a) y (b) pueden ocurrir en sistemas discretos de di-
mensién n > 1, mientras que para que ocurra el caso (c¢) es necesario que n > 2.
Todos estos casos son bifurcaciones de codimension 1, siempre que se satisfagan
ciertas condiciones de no-degeneracién. Un punto fijo satisfaciendo cualquiera de
las condiciones de arriba es estructuralmente inestable.

Ejemplo 18 Bifurcaciones en el mapeo de Hénon.
Consideremos el siguiente sistema bidimensional:

(§>H<a—@yx—y2)'

Busquemos valores de parametros (a, ) tales que ocurra alguna de las bifurca-
ciones estudiadas en esta seccién (Omitiremos por ahora la verificacién de las
condiciones de genericidad, pero se sugiere su completacién como tarea).

Los puntos fijos satisfacen x = vy, y = a — Bz —y?. Luego, todos los puntos fijos
estan sobre la recta y = x. Ademas, la coordenada y de un punto fijo satisface
y> + (1 + B)y — a = 0. Por lo tanto, el sistema posee a lo mds dos puntos fijos.

La matriz Jacobiana del sistema viene dada por

Az, y; 0, B) = ( _50 _2; ) :
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Para que ocurra una bifurcacion silla-nodo se debe satisfacer det(A — I) = 0,
donde I es la matriz identidad de tamano 2 x 2. Asi, A tendra un valor propio 1.
Esto nos lleva a la ecuacién 1 + 8 4 2y = 0. Luego, el sistema algebraico

v+ (1+By—a= 0,
1+58+2y= 0,

en las incognitas («, #) nos da el conjunto de valores de («, §) para los cuales hay
una bifurcacion silla-nodo. Al resolver obtenemos

T = {(ﬁ,a) € R?| a:—%},

la cual representa una curva en el plano (f,a) a lo largo de la cual existe un
punto fijo con multiplicador p; = 1.

Similarmente, la condiciéon para la bifurcacion flip se puede escribir como
det(A+ 1) =0, la cual lleva a 1 + § — 2y = 0. Luego, resolvemos el sistema

y2+(1+6)y_Q: 07

1+8—-2y= 0.
Eliminando y, obtenemos que el mapeo tiene un punto fijo con multiplicador
1 = —1 cuando los parametros estan en la curva
3(1 + B)?
r={.) e a0,

Finalmente, para analizar la ocurrencia de una bifurcaciéon Neimarck-Sacker,
notemos que el producto de los multiplicadores de la forma p; o(a*) = exp(£if))
es puipa = 1 = det(A), que es equivalente a la ecuaciéon 1 — 5 = 0. El diagrama
de bifurcacién resultante en el plano (3, o) muestra las tres curvas de bifurcacién
obtenidas.

Sin embargo, notemos que la curva de bifurcaciéon Neimarck-Sacker esta aco-
tada por las curvas f y T, esto es,

NS={(8,a) eR*|B=1,-1<a<3}.
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o
3
f
NS
- E
T —1
B=1

Figura 4.2: Diagrama de bifurcacién del mapeo de Hénon.

La razén es que una bifurcacion Neimarck-Sacker solo puede considerarse cuando
exista un punto fijo. Luego, esto ocurre para valores de (3, a) arriba de la curva T,
i.e., para a > —1 si f = 1. Ademds, notemos que la condiciéon popus = 1 también
es valida para multiplicadores reales de la forma pu; = v, uo = %, lv| > 1, veR.
En ese caso, el punto fijo seria de tipo silla y no podria pasar por una bifurcacién
Neimarck-Sacker. Esto impone la condicion extra a < 3 si § = 1.

Habiendo podido hallar explicitamente el diagrama de bifurcacion en el ejemplo
anterior, quedan pendientes las preguntas: ;Cudles son los posibles retratos de
fase para valores de parametros en las regiones abiertas en el plano (3, a)? ; Cémo
cambia el retrato de fase al atravesar una u otra curva de bifurcacion? En las
siguientes secciones responderemos estas preguntas y daremos las formas normales
topoldgicas de estas bifurcaciones.
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Figura 4.3:

4.1. Bifurcacion fold
Considere el siguiente sistema dinamico discreto unidimensional
v a+z+ i = f(z,a) = fu (). (4.1)

El mapeo f,(z) es invertible para |a| pequeno en una vecindad del origen. Para
a = 0 hay un punto fijo no hiperbdélico en xy = 0 con valor propio u = f,(0,0) = 1.
Se obtienen las dinamicas de la figura para |a| pequeno en una vecindad del
origen. Si v < 0, existen dos puntos fijos en 1 5(a) = £1/—a, donde x; es repulsor
y x9 es atractor. A medida que « tiende a cero por la izquierda, los puntos fijos
r12(a) se acercan y, en el limite cuando o = 0, colisionan en zy = 0, el cual es
semiestable. Para o > 0, ya no hay puntos fijos.

El diagrama de bifurcacién resultante en el plano (z, «) se muestra en la figu-
ra . La ecuaciéon x — f(x,a) = 0 define una variedad de puntos fijos dada, en
este caso, por @ = —z°. En definitiva, el fenémeno es completamente andlogo a
la bifurcacién fold del caso continuo. El caso x — o+ = — 2 es similar; el andlisis
revela que los dos puntos fijos existen para a > 0.

Ahora agreguemos téminos de orden superior a (4.1)):

v a+z+ 2t + oYz, a) = Fy(o), (4.2)

donde 9 (z, a) depende de forma suave en (z, ). Para |a| suficientemente pequeno
el nimero y la estabilidad de los puntos fijos es el mismo que en (4.1)) en una ve-
cindad de x = 0. Luego es posible construir una conjugacién topologica local entre
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Figura 4.4:

y , esto es, un homeomorfismo h, de una vecindad de x = 0 mapeando
érbitas de (4.1)) en 6rbitas de para cada |a| pequeno: f, = h ! (fo(ha)),
para todo (x,«a) cerca de (0,0). Sin embargo, la construccién de h, no es tan
simple como en el caso continuo. La razén es que un homeomorfismo que mapee
puntos fijos de (4.1)) en puntos fijos de (4.2)) no necesariamente mapea 6rbitas en
orbitas. De todas formas se tiene el siguiente resultado.

Lema 4 FEl sistema
T+ a+x+2*+ 0(2?)

es localmente topologicamente conjugado cerca del origen al sistema
T a+x+ 2t

Ahora probaremos que (4.1)) es una forma normal topoldgica de un sistema
unidimensional discreto genérico que tenga una bifurcacién fold.

Teorema 9 Supongamos un sistema unidimensional

r— flr,a), ze€R, a€eR,
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con f suave, el cual posee en o = 0 un punto fijo xo =0, y sea
= £.(0,0) = 1.
Ademas, suponga que se cumplen las siguientes condiciones de no-degeneracion:
(G) f2x(0,0) # 0;
(T) fa(0,0) # 0.

Entonces el sistema es localmente topologicamente equivalente cerca del origen a
alguna de las siguientes formas normales topologicas:

y B+yty’
DEMOSTRACION. Expandemos f(x,«) en una serie de Taylor con respecto a
renz=0:
f(z,a) = fola) + fi(@)x + fola)z® + O(x?).
Por hipotesis se satisfacen las siguientes dos condiciones:
= fo(0) = f(0,0) =0 (el origen es un punto fijo);
= f1(0) = f.(0,0) = 1 (ocurre una bifurcacién fold).

Luego podemos escribir:
f(z,a) = fo(a) + [1 + gla)]z + fola)z? + O(2?),

donde g(«) es suave y g(0) = 0.
A continuacion hacemos una traslaciéon de coordenadas & = x + d, donde
0 = §(«a) se debe determinar. Sea & = f(z, «) la imagen de z. Luego:

E=i+8=f(r.a)+6=f(6—b,a)+5

Expandiendo esta tltima expresion con respecto a & y escribiendo a su vez cada
coeficiente como expansion en J se tiene:

§=fola) + 1+ g(a)](€ = 6) + fo(a)(§ = 6)* + O(&*) + 6
=fola) — g(a)d + fo(@)d” + O(6°)
+ &+ [g(a) — 2f2(@)d + O(6%))¢
+ [f2(a) + O(9))€" + O(&Y).
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Asumiendo que f>(0) = 3/.,(0,0) # 0, entonces existe una funcién suave §(c)
que aniquila los términos g(a) — 2f2(a)d + O(6?) en el coeficiente de orden 1 de

la expansién anterior para todo || suficientemente pequeno, esto es,
F(a,6) == g(a) — 2£(a)8 + 6%p(a,6) = 0,

para alguna funcién suave ¢. Se tiene:
oF oF

- - _9 - —d

lo que implica la existencia y unicidad de § = §(«) tal que 6(0) =0y F(o, 0(a)) =

0. Entonces,

F(0,0) =0,

g'(0) 2
d(a) = 2f2(0)a + O(a?),

para |«| suficientemente pequeno. Luego,
¢ = [f5(0)a+ ?¢(a)] + £+ [£2(0) + O(@)]E* + O(&?),

donde 1 es una funcién suave y donde hemos expandido cada coeficiente en
términos de a.

Sea el nuevo pardmetro p = p(a) = f5(0)a + a*(a), esto es, el término
constante en la expresién para &. Tenemos:
L. p(0) =0;

2. 1'(0) = f(0) = g—i(0,0). (Recordemos que fo(a) = (0, @).)

Luego si asumimos que 2—2(0, 0) = f4(0,0) # 0, entonces el teorema de la funcién
inversa implica que localmente existe una tnica funcién inversa o = a(u) con
a(0) = 0. Por lo tanto,

E=p+E+b()e + 0%,

donde b(i) es una funcién suave con b(0) = f(0) # 0.
Ahora sean n = |b(u)|€ y 5 = |b(1)|p, y obtenemos el sistema topoldgicamente
equivalente
n=B+n+sn+0(n),
donde s = sign(b(0)) = £1. Finalmente el resultado se completa al aplicar el lema
anterior.
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4.2. Bifurcaciéon flip

Considere el sistema dinamico unidimensional
z = —(1+a)r+2° = f(z,a).

El mapeo f es invertible para todo |«| suficientemente pequernio en una vecindad
del origen. Ademds xy = 0 es un punto fijo con valor propio p = —(1 + «).En
particular, para |a| suficientemente pequeno se cumple: Si a0 < 0, xg es estable; si
a > 0 x( es inestable; y si « = 0, xy es no-hiperbdlico con valor propio y = —1.
Notemos que no hay otros puntos fijos cerca de xy = 0 para |a| pequeno. ;Adénde
convergen entonces las érbitas para o > 0 cuando xg es inestable?
Consideremos la segunda iteracién f?(x,a). Sea y = f(x, ). Entonces:

fAx,a) = fly,a) = =1+ a)y +y°
=—(1+a) (-1 + @)z +2°) + (~(1+ o)z +2%)’
= (1+a)’z— (14 a)2+2a+a%) 2>+ 0(2").

En el conjunto de puntos fijos de f?(z, a) podemos hallar al origen zq = 0 (ob-
viamente) y a otros dos puntos fijos no triviales para o > 0 pequeno al resolver
la ecuacion

T12 = f2(931,2, 04),

obteniendo los valores x1 2 = £+/a. Los puntos fijos 1 2(«r) son ambos estables y
forman una 6rbita de periodo 2 de f(z,a), es decir,

o = f(r1,00), x1 = f(19,00), X1 # X9

La ﬁgura muestra cémo cambia la gréfica de f2(x, @) a medida que « cruza
el valor & = 0 y la apariciéon de x; 9(«) para a > 0.

Toda esta informacion la podemos reunir en un solo diagrama de bifurcacién
como el de la figura [4.6, En el eje horizontal se ubica el punto fijo g = 0, el
cual cambia de estabilidad en @ = 0. La pardbola x = f?(x,a) representa las
coordenadas del ciclo estable {1, 2} de perfodo 2 para a > 0. Luego, es natural
hacer una analogia con la bifurcacién de Hopf del caso continuo; de hecho, para
este diagrama de bifurcacion hablamos de una bifurcacion flip supercritica.
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f2 f2 f2

a <0 a=20 a >0

Figura 4.5: Forma cualitativa de f? cerca de (z,a) = (0,0).

z1 ()

Figura 4.6: Diagrama de bifurcacién x — —(1 + a)x + 23 cerca de (z,a) = (0,0).

Similarmente a lo visto en la seccién anterior para la bifurcacion fold discreta,
en este caso también podemos probar un resultado que indica que agregar térmi-
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nos de orden superior a f(x, «) no altera la topologia del diagrama de bifurcacién
ni de las érbitas en el espacio de fase. El analisis del punto fijo y del ciclo de
periodo 2 en el siguiente lema es simple, pero el resto de la demostracién no lo es
aunque puede verse en las referencias.

Lema 5 FEl sistema
= —(1+a)z+2° + O(z?)

es localmente topologicamente equivalente cerca del origen al sistema
z— —(1+a)z +a°.

El caso x — —(1 + a)x — 2® se puede tratar de manera analoga. El diagrama
de bifurcacién resultante es como el de la figura [4.7 Aqui los puntos de periodo
2 son inestables y existen para a < 0; por ello uno habla de una bifurcacion flip
subcritica.

Figura 4.7: Diagrama de bifurcacién x — —(1 + a)x — 23 cerca de (z, ) = (0,0).

Teorema 10 Suponga que el sistema unidimensional

r f(r,a), z€R, «acR,
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con [ suave, posee en o = 0 un punto fijo xo =0, y sea
i=£,(0,0) = 1.
Ademas, suponga que se cumplen las siguientes condiciones de no-degeneracion.:
(G) 5 (F2(0,0))" + 5 fra(0,0) #0;
(T) f2a(0,0) # 0.

Entonces el sistema es localmente topologicamente equivalente cerca del origen a
alguna de las siguientes formas normales topologicas:

y— —(1+4 By +y°.

DEMOSTRACION. Por el teorema de la funcién implicita el sistema tiene un
unico punto fijo z¢(«) en alguna vecindad del origen para todo || suficientemente
pequeno, pues f,(0,0) # 1. Podemos trasladar este equilibrio al origen y asumir,
sin pérdida de generalidad, que xy = 0 es el punto fijo del sistema para todo |a
suficientemente pequeno. Luego, podemos escribir,

f(z,0) = fila)r + fola)2® + fs(a)a® + O(a?),

donde fi(a) = —(1 + g(a)), para alguna funcién g suave. Dado que g(0) =0y
7' (0) = f12(0,0) # 0, la funcién g es localmente invertible y podemos definir un
nuevo parametro § = g(a).

Si llamamos

se tiene

= f(w,8) = p(B)x + a(B)z* + b(B)z* + O(x*),

donde las funciones a(f) y b(/3) son suaves. Tenemos :

1
CL(O) = f2(0) - fwx(070)7 b(O) - éfvax(oao)
Definamos el cambio de coordenadas:

x=o(y) =y + 5y’
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donde § = §(3) es una funcién suave por definir. Esta transformacién es invertible
cerca del origen y su inversa ¢! se puede hallar por el método de los coeficientes
indeterminados obteniendo:

y = Hz) =2 — d2° +20%2° + O(z?).

Busquemos una expresion para el mapeo en las nuevas coordenadas, esto es,
fly) = o lofo ©(y). Se tiene:

9=F,8) = py+(a+0p—0p")y* + (b+20a — 20p(5p + a) +26°1°)y* + O(y").

Luego, el término cuadrético se puede eliminar para todo || suficientemente
pequeno al tomar

pues p%(0) — u(0) = 2 # 0. Luego,

2

z]zf(y,ﬁ)zuy+<b+ 22a )y3+0(y4)=—(1+6)y+0(6)y3+0(y4)-

=
Aqui ¢ = ¢(8) es una funcién suave tal que
1 1
¢(0) = a*(0) +b(0) = 7 (fax(0,0))" + = fuz(0,0) # 0.

Por lo tanto, aplicando el reescalamiento

se tiene en la coordenada 7:

=1+ B+ sy’ +0n"),
donde s = sign (¢(0)) = £1. El resultado sigue al aplicar el lema anterior.

Ejemplo 19 Considere la ecuacién de Ricker:

o
Tpy1 = arpe ",
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donde zj representa la densidad de una poblacién en el ano k. El parametro
a > 0 es la tasa de crecimiento, y el término e ** representa el rol negativo de
competencia interespecie a altas poblaciones.

Sea f(x,a) = axe ™. Este sistema siempre posee el punto fijo trivial zp = 0
para todo a. En «y = 1 aparece un punto fijo positivo no-trivial:

r1(a) =In(a), a>1.

El valor propio de x1(«) es u(a) = 1—In(a). Luego, 7 es estable para 1 < o < oy,
e inestable para o > o, donde a; = €? ~ 7,38907. En o = «; se tiene (o) = —1
y ocurre una bifurcacién flip en z(aq) = 2.

Verifiquemos las condiciones de no-degenercion al evaluar las derivadas par-
ciales en (z, ) = (2, €?):

» c(ay) =5 > 0.

= foa=—2#0.

Por lo tanto, aparece un unico ciclo de periodo 2 desde x; para a > ay. La
estabilidad de x(ay) para @ = «; determina si la bifurcacion es supercritica o
subcritica. Mas ain se puede probar que este ciclo pierde estabilidad en ay ~
12,50925 en una nueva bifurcacién flip que le ocurre a f?. Esto genera un ciclo
estable de periodo 4, el cual nuevamente se bifurca en ay ~ 14,24425 dando paso
a un ciclo de periodo 8, el cual pierde estabilidad en ag ~ 14,65267. Es decir, a
medida que « crece, el conjunto limite atractor va duplicando su periodo en una
secuencia de bifurcaciones flip en f, f2, f*, etc. En el proceso, cada punto fijo o
ciclo ya existente va perdiendo estabilidad y se vuelve repulsor, y en su reemplazo
aparece un ciclo atractor del doble de periodo. A medida que « crece, se obtienen
ciclos de periodo 8, 16, etc.

Este proceso genera una cascada de duplicacion de periodo: una secuencia in-
finita de bifurcaciones flip en los valores oy, ), con m(k) = 2k k=1,2,3...,
donde m(k) es el periodo del ciclo que se bifurca a la k-ésima duplicacién. El
diagrama de bifurcacién resultante es como en la figura [4.§]

La sucesién oy, ;) converge a un cierto valor a., para el cual todas las (infi-
nitas) érbitas periédicas existentes son inestables y se genera dindmica cadtica.
El conjunto invariante resultante pasa de ser un conjunto finito de puntos a un
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conjunto infinito, pero confinado al intervalo compacto. Una 6rbita tipica nunca
se asienta ni en un punto fijo ni en una orbita periddica, sino que su comporta-
miento en el largo plazo es aperidodico. Cada una de esas orbitas aperiddicas es
densa en un compactoy su comportamiento cualitativo es “erratico”. Este proceso
gobernado por una secuencia de bifurcaciones flip se conoce como ruta al caos
por duplicacion de periodo. Este es uno de los caminos “universales” al caos y se
puede hallar en muchos sistemas.

X,

Figura 4.8: Cascada de duplicacién de perfodo en la ecuacién de Ricker.

4.3. Bifurcacion Neimark-Sacker

Consideremos el siguiente sistema discreto bidimensional que depende de un
parametro:

1 cosf —sinb 1
<:1:2> — (1+a)(sin0 cos@)(:vg)
5 . oy [ cosf —sinf d —b T
1+ 23) ( sin COSG) < b d Ty )’

donde a € R es el parametro; 6 = 6(«), b = b(a) y d = d(«) son funciones suaves;
y 0 <0 < m, d(0) # 0. El sistema (4.3)) tiene un punto fijo (z1,x2) = (0,0) para

(4.3)
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todo «, con matriz Jacobiana

A:(1+a)(c08(9 —smﬁ)

sinff  coséf

y valores propios p12 = (1 + «a)exp(+if). Luego, el mapeo es invertible
cerca del origen para todo |a| pequeno. Més atn, cuando o = 0, se tiene pg9 =
exp(=%if), con |p1 2] = 1; luego, el origen es un punto fijo no-hiperbélico.
Introduciendo una variable compleja z = x1 + ix9, y reescribiendo (4.3)) en no-
tacion polar z = pexp(ip), luego de un poco de operatoria obtenemos el sistema:

{ p = p(l+a+d@)p’) + Ra(p),

o = o+ 0(a) + Qulp) (44)

donde R.(p) = O(p*) v Qa(p) = O(p?) son funciones suaves de (p, ). Notemos
que el mapeo para p es independiente de ¢ y define un sistema dindmico con un
punto fijo en p = 0 para todo «. Este punto fijo es estable si @ < 0 e inestable
para « > 0. En la transiciéon, cuando a = 0, la estabilidad del origen depende del
signo del coeficiente d(0). En lo que sigue, supongamos que d(0) < 0; en tal caso,
el origen es un punto fijo estable no-hiperbdlico si @ = 0. Ademaés, si @ > 0, en
una vecindad del origen, el mapeo para p posee otro punto fijo dado por

po(a) = ,/—ﬁ +0(a). (4.5)

Por continuidad, tenemos que d(a) < 0y pg es estable para todo |a| pequeno.

Por otro lado, el mapeo para ¢ describe una rotaciéon por un angulo que de-
pende de ¢ y 6; y es aproximadamente igual a 0(«). Luego, al superponer los
dos mapeos en p y ¢, obtenemos el diagrama de bifurcacion de la figura para
: Para a < 0, el origen es un punto fijo atractor; las 6rbitas espiralean hacia
(0,0). Para a > 0 aparece un circulo invariante aislado de radio p(«) dado en
(4.5)). Esta curva invariante es unica y atrayente. Todas las érbitas que comienzan
afuera o adentro de la curva invariante cerrada, excepto el origen, tienden a la
curva bajo iteraciones de . Decimos que el sistema pasa por una bifurcacion
Neimarck-Sacker supercritica.
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Figura 4.9: Diagrama de bifurcacién Neimarck-Sacker supercritica (d(0) < 0).

La bifurcaciéon también puede presentarse en el espacio (x1,z9, ). La fami-
lia de curvas cerradas invariantes que aparece, parametrizada por «, forma una

superficie paraboloide.

El caso d(0) > 0 se puede analizar de la misma forma: Existe una curva
invariante cerrada inestable que desaparece cuando « cruza el cero desde los
valores negativos a los positivos como en la figura [4.10] En tal caso, uno habla
de una bifurcacion Neimarck-Sacker subcritica. Al igual que con las bifurcaciones
de Hopf y flip, el tipo de bifurcacién (supercritica o subcritica) estd determinado
por la estabilidad del punto fijo en el valor de bifurcacién del parametro.
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Figura 4.10: Diagrama de bifurcacién Neimarck-Sacker subcritica (d(0) > 0).
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La estructura de érbitas de (4.4)) en el circulo invariante depende de si la razén
entre el angulo de rotacién Ay = 0(a) + p*Q.(p) v 27 es racional o irracional
en el circulo. Si es racional, todas las orbitas en la curva son periodicas. Mas

precisamente, si
Ay _p
2T g
con enteros p y ¢, todos los puntos en la curva cerrada son ciclos de periodo ¢ de la
p-ésima iteracion del mapeo. Por el contrario, si la razén es un niimero irracional,
no hay érbitas periodicas y todas las érbitas son densas en el circulo.

Ahora agreguemos términos de orden superior al sistema (4.3)). Por ejemplo,
podemos pensar que (4.3) es una versién truncada de un mapeo que contiene
términos de orden superior (||z||*), los cuales dependen suavemente de . En tal
caso, sobre la curva invariante que se bifurca podrian haber puntos fijos y puntos
periddicos. La existencia y estabilidad de estos puntos (i.e., el retrato de fase
concreto del sistema restringido a la curva invariante) depende de estos términos
de orden superior que no estan presentes en . Por lo tanto, dos sistemas
distintos exhibiendo una misma bifurcacion Neimarck-Sacker podrian no ser to-
polégicamente equivalentes. Este hecho impide obtener una forma normal para
esta bifurcacion. Sin embargo, de todas maneras podemos enunciar el siguiente
teorema que nos asegura que estos términos (||z]|*) no afectan la bifurcacién de
la curva cerrada invariante en . Es decir, una curva invariante localmente

unica se bifurca del origen en la misma direcciéon y con la misma estabilidad que
en (4.3)).

Teorema 11 (Bifurcacion Neimarck-Sacker) Consideremos un sistema dindmico
bidimensional
z flr,a), zcR? acR,

con [ suave. Supongamos que para valores de v cerca de o el sistema posee un
punto fijo x(a) cuya coordenada depende de «; en particular, sea xo = x(a*) y
expresemos los valores propios de la matriz Jacobiana D f(x(«),«) en la forma

p12(a) = () exp(Fip(a)).

Ademas, suponga que se satisfacen las siguientes condiciones:
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(B1) f(xo, ) = wp;

(B2) Df(xg,a*) tiene un par de multiplicadores complejos conjugados sobre el
circulo unitario py 2(a*) = exp(£ibh), (r(a*) =1,¢(a*) = 6);

d
1) ——r(a*) £ 0;
(€1) Loy £0
(G2) exp(ikty) # 1, para k =1,2,3,4.

Entonces, eziste un cambio de coordenadas suave e invertible (difeomorfismo)
y un cambio de pardmetros suave e invertible que transforman el sistema, en una
vecindad de (xg, ™), en

n cost) —sind Y1
(y2) ~ (1+a)(sin9 0050><y2>
5 oy [ cost —sind d —b Y1 4
vt (g ) (5 0 ) (1) o,

donde 0 = 0(a), b = b(a) y d = d(«) son funciones suaves; y 0 < 0 < w. Mds
atun, 6(a*) = 60y y d(a*) = Re (exp(—iby)c1(a*)) (donde c1(a*) posee una formula
que puede buscarse en textos sobre bifurcaciones!)

Si ademds, d(a*) # 0 (i.e., c1(a*) # 0), entonces, existe una vecindad de x
en la cual se bifurca una unica curva cerrada invariante desde xoy a medida que
a pasa por o,

Ejemplo 20 (Bifurcacién Neimark-Sacker en la ecuacion logistica con retardo)
Considere la siguiente ecuacion en recurrencia:

U1 = Tup(1 — ug_1).

Este es un modelo simple de dinamica poblacional, donde wu; representa la densi-
dad de una poblacion en el tiempo k, y r es la tasa de crecimiento. Aqui se asume
que el crecimiento esta determinado no solo por la densidad poblacional actual
(ug) sino también por su densidad en el pasado (ug_1).

Si introducimos v = ui_1, la ecuacién se puede reescribir como

Upr1 = rugp(l —vg),
Uk—‘rl = Ug,
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lo cual, a su vez, define el sistema dinamico discreto bidimensional

(1) ()= () o

donde x = (x1,22)T. El mapeo (4.6) tiene el punto fijo (0,0)7 para todos los
valores de r. Para r > 1 aparece un punto fijo positivo no trivial z" en las

coordenadas )
) =2=1-"-
r

0

La matriz jacobiana de (4.6|) evaluada en z" viene dada por

A(@:G 167’)
i1a(r) :%i@.

2 = pyps = r — 1. Por lo tanto,

y tiene valores propios

Sir > %, los valores propios son complejos y |11 2
en r = ry = 2 el punto fijo no trivial pierde estabilidad y tenemos una bifurcacién
Neimark-Sacker. Los valores propios en ry son

_+iby _ T

=e " Gy = —.

H12 0 3
Luego, es claro que las condiciones (G1) y (G2) del teorema anterior se satisfacen.
Utilizando las férmulas para d(rg) disponibles en textos avanzados de teoria de
bifurcaciones, es posible obtener d(rg) = —2 < 0. Por lo tanto, una tnica curva

invariante cerrada estable se bifurca desde el punto fijo no trivial para r > 2.



Capitulo 5

Bifurcaciones de equilibrios y orbitas
periodicas en sistemas n-dimensionales

Hasta ahora hemos estudiado bifurcaciones en sistemas genéricos a un parame-
tro que ocurren en espacios de fase de la menor dimension posible. Ahora veremos
que estas mismas bifurcaciones ocurren esencialmente de la misma manera en sis-
temas genéricos n-dimensionales: todos los “eventos” asociados a una bifurcacién
ocurren en ciertas variedades invariantes (parametro-dependientes) de dimensién
1 o 2, mientras que el comportamiento fuera de estas variedades es “trivial”, i.e.,
la dindamica es contractiva, o bien, expansiva. En otras palabras, esto nos permite
reducir la dimensién de un sistema dado cerca de una bifurcacion local al restrin-
gir el analisis a una variedad invariante apropiada. Estas variedades invariantes
que capturan la esencia de las bifurcaciones en dimensiones mayores se llaman
variedades centrales y son el primer tema de estudio en este capitulo.

5.1. Variedades centrales en sistemas a tiempo continuo

Comencemos con el caso critico, i.e., al momento de una bifurcacién local.
Asumimos que los pardmetros del sistema estan fijos en sus valores de bifurcacion,
los cuales son aquellos valores para los cuales existe un equilibrio (o punto fijo)
no hiperbdlico. Aunque en este curso nos enfocaremos en el caso de sistemas a
tiempo continuo, es posible obtener de manera similar los mismos conceptos y
resultados para el caso discreto.

92
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Considere un sistema dinamico a tiempo continuo
x=X(x), xeR" (5.1)

donde X es un campo de vectores de clase C", r > 2, y X(0) = 0. Asumamos que
los valores propios de A = DX(0) son A1, A9, ..., A\, y supongamos que xg = 0 es
un equilibrio no hiperbdlico. Sean las siguientes cantidades:

= 7, = Numero de valores propios de A (contando multiplicidad) con
Re(A) > 0.

= 19 = Numero de valores propios de A (contando multiplicidad) con
Re(\) = 0.

= n_ = Numero de valores propios de A (contando multiplicidad) con
Re(\) < 0.

Sea E° el espacio propio (generalizado) de A asociado a los ng valores propios
ubicados en el eje imaginario. Los valores propios con Re(\) = 0 a veces se dicen
criticos, al igual que el espacio propio E°. Por ultimo denotemos por ¢ al flujo
asociado a . Bajo estas hipdtesis tenemos el siguiente teorema.

Teorema 12 (Teorema de la variedad central) Existe una variedad invariante,
denotada por W¢ (0), suave, no-dimensional, definida localmente cerca de xy = 0,
y tangente a E° en xqg = 0. Mds aiun, existe una vecindad U de ugy tal que si
¢'(x) € U para todo t > 0 (resp. t < 0), entonces

o'(x) — WEL(0) para t — oo (resp. t — —00).

Definiciéon 20 La variedad W (0) del teorema anterior se llama variedad cen-
tral del equilibrio xo = 0.

OBSERVACIONES.

1. WE.(0) se puede extender globalmente al resto del espacio de fase al dejar
evolucionar los puntos en W _(0) bajo el flujo. La variedad central global

resultante se denota por W¢(0).
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2. La segunda afirmaciéon del teorema dice que una érbita que se queda cerca
del equilibrio para t > 0 (o t < 0) tiende hacia W (0) en la correspondiente
direccion del tiempo. Si por ejemplo n, = 0 y todas las érbitas en U perma-
necen en U para siempre, entonces W (0) es atrayente. Es decir, la variedad
central captura toda la dindmica del sistema completo en una vecindad de

xo = 0. En particular, si cerca de xy = 0 hay...

= otros equilibrios,
= Orbitas periodicas,

= conexiones homo/heteroclinicas,

entonces todos estos elementos deben estar contenidos en W (0).

Por ejemplo, la figura muestra la variedad central de un equilibrio no
hiperbélico en el caso de una bifurcacién fold en R? y una bifurcacién de
Hopf en R3. Todos los equilibrios y érbitas periédicas que se bifurquen al
perturbar genéricamente estos sistemas estaran contenidos en una respectiva
variedad central.

Exploremos con mas detalle los resultados mencionados en las observaciones
anteriores sobre el caso particular en que n, = 0. Supongamos que el campo de
vectores ([5.1)) viene escrito en la forma

x = Ax + F(x), (5.2)
donde F representa los términos no lineales, i.e., F'(0) = 0, DF(0) = 0. La matriz

P de vectores propios generalizados de A transforma A a su forma diagonal por

bloques J = P71 AP, donde
g C 0
L0 S )

Aqui, la matriz C' tiene tamano ny X ng y todos sus valores propios tienen parte
real nula; y la matriz .S tiene tamano n_ x n_ y todos sus valores propios tienen
parte real negativa. Ademas, si A es diagonalizable, J es una matriz diagonal.
Entonces definamos las nuevas coordenadas u = P~!'x de manera que

u=P'Ax+ P 'F(x) = P'APu+ P 'F(Pu)
= Ju+ P 'F(Pu).
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Figura 5.1:

Ahora definamos u = (z,y) € R™ x R"-. En términos de estos dos subconjuntos
de variables, la EDO ahora toma la forma

y = Sy+g(z,y), (5:3)

donde (f,g)! = P~'oFoP. Las funciones f y g son de clase C", r > 2, y satisfacen
f£(0,0) =0, g(0,0) =0, Df(0,0) =0y Dg(0,0) = 0. En este marco, el espacio
propio E°¢ corresponde al hiperplano E¢ = {(z,y) € R™ x R"- : y = 0}, mientras
que E* = {(z,y) € R™ x R"™ : x = 0}.

Segtn el teorema , una variedad invariante de sera una variedad central
si puede ser representada localmente como sigue:

Wise(0) = {(z,y) € R"™ xR" = y = h(x), |z| <6, h(0) =0, Dh(0) =0},
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para algin § > 0 suficientemente pequeno. Notemos que las condiciones h(0) = 0
y Dh(0) = 0 implican que W _(0) es tangente a E° en (0,0). Mas ain, dado que

©.(0) es invariante, la dindmica de (.3)) restringida a W _(0) esta dada por el
campo ng-dimensional

= Cu+ f(u,h(u)), ueR"™. (5.4)

Este es un campo definido sobre la grafica de la funcién y = h(z) y corresponde
a la restriccién de (5.3) a W _(0).

loc
El siguiente teorema implica que la dindmica de (5.4)) cerca de u = 0 determina

la dindmica de ((5.3)) cerca de (x,y) = (0,0).
Teorema 13 (FEstabilidad)

i) Supongamos que u = 0 en el sistema (5.4) es estable (o asintdticamente
estable) (resp. inestable). Entonces el equilibrio (z,y) = (0,0) es también
estable (o asintdticamente estable) (resp. inestable).

ii) Supongamos que u = 0 en el sistema (5.4)) es estable. Si (x(t),y(t)) es una
solucion de (5.3) con (z(0),y(0)) suficientemente cerca de (0,0), entonces
existe una solucion u(t) de (5.4)) tal que cuando t — oo se tiene:

{x(t) = u(t) +O0(e™),
y(t) = h(u(t)) +O(e™),

donde v > 0 es una constante.

La parte ii) del teorema anterior es equivalente a lo que se enuncia en el
teorema [12} Para condiciones iniciales del sistema completo suficientemente
cerca del origen, las érbitas se acercan asintéticamente a una érbita de la variedad
central. En este caso la variedad es “atrayente”. Como consecuencia, si existen
otros puntos de equilibrio suficientemente cerca de (0, 0) u érbitas periddicas cerca
de (0,0), éstos deben estar contenidos en W _(0).

. Como obtenemos una representaciéon de W¢ (0) (i.e., de la funciéon h) para
poder beneficiarnos de estos teoremas? Como W (0) es invariante bajo ([5.4)),
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vamos a derivar una EDP que la funcion h debe satisfacer. Derivando la ecuacién
y = h(x) con respecto a t obtenemos:

y = Dh(x)x.
Sustituyendo y = h(zx) en ([5.3):

{i = Cx+ f(z,h(x)),
y = Sh(x)+g(z, h(z)),

o bien,
{ t = Czx+ f(z, h(x)),
Dh(z)i = Sh(z)+ g(z, h(z)).

De aqui obtenemos:
Dh(z) (Cx + f(x,h(z))) = Sh(x) + g(x, h(z)).
o equivalentemente,
N(h(x)) := Dh(x) (Cx + f(x,h(x))) — Sh(x) — g(x, h(z)) = 0. (5.5)

Esta es una EDP que h(z) debe satisfacer para que su grafica sea una variedad
central. Sin embargo, probablemente es més dificil resolver esta EDP que nuestro
problema original. Afortunadamente, el siguiente teorema nos da un método para
calcular una soluciéon aproximada de la EDP.

Teorema 14 (Aprozimacién) Sea ¢ : R™ — R" una funcion Ct con ¢(0) =
0, D¢p(0) = 0, tal que N(¢(x)) = O(|z|?), cuando x — 0, para algin q > 1.
Entonces,

h(z) — o(z)] = O(|[%),
cuando x — 0.
Este teorema nos permite calcular la variedad central hasta cualquier grado

deseado de precision al resolver la ecuacién ((5.5) en una expansién polinomial
hasta el mismo grado de precision deseado.
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Ejemplo 21 Considere el campo de vectores
T = x2y — 2,
y = —y+$2,

con (z,y) € R2. El origen es un equilibrio cuya matriz jacobiana es

()

Los valores propios son A\; = 0,\s = —1. Luego, (0,0) es no hiperbdlico. En
particular, no es posible aplicar el teorema de Hartman-Grobman para determinar
la dindmica en una vecindad del origen.

Notemos que el sistema ya tiene la forma . Sabemos que existe la variedad
central W _(0), la cual puede ser aproximada localmente como sigue:

Wiee(0) = {(x,y) € R X R"™ =y = h(x), [z] <0, h(0) =0, Dh(0) =0},

para § > 0 suficientemente pequeno. Notemos que £ = ((1,0)). Supongamos que

h(z) tiene la forma
y = h(r) = az® + bx® + O(z?),

donde a, b son coeficientes por determinar. Luego,
Dh(x) = b (x) = 2az + 3bx* + O(2%).
Por otro lado, el sistema tiene la forma general

{$:=wa
y = Q(CL’,Q)

Luego, al restringir esta ecuacién a W (0) obtenemos:

dy | Qb))
dr () P(x,h(x))’

si P(x,y) # 0. Luego, la ecuacion (5.5)) queda expresada como

N(h(x)) = W(x)P(z, h(z)) — Q(z, h(z)) = 0,



Introduccion a la Teoria de Bifurcaciones — Pablo Aguirre 99

o equivalentemente,

(2ax + 3bz” + O(2?)) (ax* + b2® — 2° + O(2%)) + ax® + bz® — 2% + O(2*) = 0.
Se desprende que los coeficientes de cada potencia de x deben todos anularse.
Asi,

s Para 2%: @ — 1 = 0. Luego, a = 1.
» Para 23: b = 0.
= ctc.

Por lo tanto,
h(z) = 2% + O(a?).
La restricciéon del campo de vectores a W¢(0) viene dada por:
w = uh(u) — u’
=u? (u” + O(u")) — u’.
Luego, la dindmica unidimensional sobre W¢(0) esté definida por:
i =u'+ Ou’).

Para u suficientemente pequeiio y u # 0, se tiene 7 > 0. Luego, en R? el retrato
de fase en una vecindad del origen es como en la figura [5.2] El origen posee un
sector atractor (z < 0) y dos sectores hiperbdlicos (x > 0). Ademas, (0,0) es
inestable en sentido Lyapunov.

OBSERVACIONES.

1. El teorema (13| de estabilidad implica que las 6rbitas que convergen a (0, 0)
lo hacen tangentes a W¢(0) tal como se ilustra en la figura[5.2]

2. En general, no es posible aproximar 1W¢(0) mediante su linealizacién E°. En
el ejemplo anterior, supongamos que asumimos h(x) = 0, i.e., W¢(0) = E°.
Luego, la restriccién del campo a E¢ = {y = 0} es u = —u’. Para este
campo unidimensional, el origen es asintéticamente estable; luego, el sistema,
completo 2D también tendria en (0,0) un equilibrio atractor, lo cual es una
conclusion errénea a la luz de los resultados del ejemplo.
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Figura 5.2:

3. W¢(0) podria no ser unica. El sistema

{ T = a2,

y = Y,

tiene un equilibrio (z,y) = (0,0) con A\; = 0, A\ = —1. El sistema posee una
familia de variedades centrales —mostradas en la Figura [5.3}

W5(0) = {(z,y) - y = ¥s(x)},

donde
B exp (%) para x < 0,

¢/3(90) - { 0 para x > 0.

4. Una variedad central W¢ tiene el mismo grado de suavidad finita que el
campo (5.1)) (si X € C* con k finito, W€ es también una C*-variedad) en
alguna vecindad U del equilibrio. Sin embargo, a medida que £ — oo la
vecindad U puede achicarse, resultando en la no existencia de una variedad
W€ de clase C'™° para algunos sistemas C*.

5. El método de aproximacion de W¢(0) mediante series de potencias también
se puede ocupar para hallar aproximaciones locales de las variedades estable
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Figura 5.3:

W?# e inestable W*" de un equilibrio. Por ejemplo, para el sistema (j5.3)), la
variedad estable local del origen queda expresada como:

Wie(0) = {(z,y) e R™ x R" : == h(y), |y| <9, h(0) =0, Dh(0) =0},

para algin 6 > 0 suficientemente pequenio. Es decir, W} (0) es localmente
la grafica de una funcién sobre E?®. De esta manera, podemos buscar h de la
forma: h(y) = ay® + by® + cy* + O(y°), donde los coeficientes a, b, ¢ son tales
que: & = Dh(y)y, es decir,

Dh(y) (Sy + g(h(y),y)) = Ch(y) + g(h(y), v).

Ejemplo 22 Consideremos el sistema general

{fis = P(z,y),

y = Qz,y),
con (z,y) € R% Supongamos que el origen es un equilibrio no hiperbélico cuya
matriz jacobiana posee los valores propios A\ = 0, \s = —1 con vectores propios

asociados v; = (1,1), vo = (1,0). Luego, existe una variedad central tangente a
la recta E° = {(z,y)| y = x} en (0,0) como en la Figura 5.4
Por definicién:

Wiee(0) = {(z,y)l y = h(x), || <3, h(0) =0, K'(0) =1},
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[ 3{}4‘1(»;(’E_c

o

Es

Figura 5.4:

para 6 > 0 suficientemente pequeno. Notemos que la condicién h'(0) = 1 asegura
que W (0) es tangente a E° en el origen. Busquemos h(x) de la forma

y = h(z) = ax + ba* + cz® + O(a?),

donde a, b, ¢ son coeficientes por determinar. Notemos que h(0) = 0 se satisface
trivialmente, mientras que h'(0) = 1 si y solo si a = 1. Luego procedemos igual
que en los ejemplos anteriores para hallar los coeficientes b, c. Es decir, planteamos

dy Q(z, h(z))

ar = "= P ha)y

de donde obtenemos que
(14 2bx 4 3ca® + O(2*))P(z, h(z)) — Q(z, h(x)) = 0.

Igualando los coeficientes de cada potencia a cero encontramos los valores de b, c.
Posteriormente, podemos analizar la restriccién del sistema a W _(0) y determi-
namos la (in)estabilidad de x = 0.

5.2. Inclusion de direcciones inestables

Supongamos que tenemos el sistema

t = Czx+ f(x,y,2),

y = Sy+y(z,y, 2), (5.6)
2 = Uz+ h(z,y, 2),
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con (z,y,z) € R™ x R" x R"™, donde f(0,0,0) =0, ¢(0,0,0) =0, h(0,0,0) =0,
Df(0,0,0) =0, Dg(0,0,0) =0y Dh(0,0,0) =0,y f,g,h € C", r > 2, en una
vecindad del origen. Aqui, la matriz C' tiene tamano ng X ng y todos sus valores
propios tienen parte real nula; la matriz S tiene tamano n_ xn_ y todos sus valores
propios tienen parte real negativa; y la matriz U tiene tamano n, X n, y todos
sus valores propios tienen parte real positiva. Luego, el origen posee una variedad
central W _(0) ng-dimensional, una variedad estable W} (0) n_-dimensional y

loc
una variedad inestable W} (0) n.-dimensional.

La variedad central puede representarse localmente como el grafico de una
funcién suave

WE(0) = {(z,y,2) € R"™ xR"= xR" : y = hi(x),z = ha(x), |z| <9, hi(0) =0, Dh;(0) =0,i=1,2},
para algiin 0 > 0 suficientemente pequeno. El campo restringido a W _(0)
queda de la forma
U= Cu—+ f(u,hi(u), ho(u)), ueR"™.
(0) es invariante bajo ([5.6) obtenemos
T = Cz+ f(z,hi(x), ho(z)),

y=Dhi(z)z = Shi(z)+ g(x, h(x), ha(z)),
2= Dho(x)t = Uhs(x)+ h(z, hi(x), ho(z)),

lo cual nos lleva a las siguientes ecuaciones para hi y hs:
Dhy(z) (Cx + f(x, hi(2), ha(x))) — Sha(x) — g(z, hi(2), ha(x)) = 0,
Dhy(z) (Cx + f(x, hi(z), ho(x))) — Uho(x) — h(z, hy(x), he(z)) = 0.

Al igual que en el caso ny = 0, podemos resolver este sistema de EDPs en forma
aproximada a través de expansiones en series de potencias.

c
loc

Dado que

Teorema 15 (Principio de reduccion) El sistema (5.6)) es localmente topoldgica-
mente equivalente cerca del origen al sistema

i = Cx+ f(x, hi(x), ho(z)),
i — Sy (5.7)
z = Uz.

Si hay mds de una variedad central, entonces todos los sistemas resultantes ((5.7)
con diferentes (hy, hy) son localmente equivalentes.
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Notemos que las ecuaciones en ((5.7) estdn desacopladas. La primera ecuacion
es la restriccién de a su variedad central. Luego, la dinamica del sistema
estructuralmente inestable queda determinada por esta restriccion pues las
ecuaciones para (y, z) en son lineales y tienen soluciones exponencialmente
crecientes/decrecientes. En otras palabras, gracias al Principio de Reduccion, el
problema de analizar ({5.6)) cerca del origen se reduce de dimensién pues depende
esencialmente solo del primer subsistema en (5.7)), el cual es de menor dimension
(no-dimensional, de hecho) que el sistema completo.

Las ultimas componentes de se pueden reemplazar por la ecuaciéon de
una silla estandar:

y = Y,
{ z = z,

donde (y, z) € R™ x R"+. Por lo tanto, el Principio de Reduccién se puede expre-
sar en forma equivalente como: “Cerca de un equilibrio no hiperbdlico, el sistema
es localmente topologicamente equivalente a la suspension de su restriccion a la
variedad central por la silla estandar.”

5.3. Variedades centrales en sistemas dinamicos parametro-
dependientes

Considere el sistema
T = f(zr,a), reR" aeckR. (5.8)

Supongamos que en o = 0 el sistema tiene un equilibrio no hiperbdlico o = 0
con ng valores propios en el eje imaginario y n_ + n, = n — ng valores propios
con parte real no nula. Consideremos el sistema extendido

{3.'7 = J(wa), (5.9)

a = 0,

donde (z, ) € R™™!. Notemos que el sistema ([5.9) podria ser no lineal, incluso si
el sistema original ([5.8)) fuese lineal.
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Sea la matriz jacobiana de (5.9) en (zg, o) = (0,0):

S (Dxféo,c)) g—a(g,m ) |

La matriz J es de tamano (n+ 1) X (n+ 1) y posee ng + 1 valores propios en el
eje imaginario y n — ng valores propios con parte real no nula. Luego podemos
aplicar el teorema de la variedad central al sistema ([5.9). De esta manera:

1. Existe una variedad central W¢ C R x R", con dimW*® = ny + 1.

2. W¢es tangente en (0, 0) al espacio propio (generalizado) de J correspondiente
a los ng + 1 valores propios con parte real nula.

Dado que & = 0, todos los hiperplanos ng-dimensionales
Moy = {(@7) : @ = ag)

son invariantes con respecto a ([5.9)). Por lo tanto, la variedad W¢ esta foliada por
variedades invariantes ng-dimensionales

We =W N1,

Decimos que la coleccion {W£} es una foliacion de W donde cada variedad W
es una hoja, es decir, W¢ queda “parametrizado” por una familia de variedades
invariantes disjuntas.

Lema 6 FEl sistema (5.8) posee una familia de variedades centrales locales W< que
depende de un parametro. Si n, = 0, cada una de estas variedades es atrayente.

Ejemplo 23 Considere el sistema

Lo _ .3 2
{ZC = ar —x° +y°, (5.10)

y = _y+x27

con (z,y) € R?, o € R. La matriz jacobiana en (zg, o) = (0,0) es

a 0
=(54),
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Figura 5.5:

por lo tanto, el origen es un equilibrio no-hiperbdlico si @ = 0. ;Qué bifurcacién
esta ocurriendo cuando o = 07 Consideremos el sistema extendido

@ 0 00 T ar — 3 + y?
y =10 -10 y |+ 2 : (5.11)
a 0 00 o 0

Simplemente para ser consistentes con nuestra presentacion de la teoria y pa-
ra efectos pedagdgicos, reescribamos en su forma normal estandar ({5.6]).
(De todas maneras, este ejemplo es lo suficientemente sencillo como para haber
proseguido sin este paso intermedio.) De esta manera tenemos:

@ 00 O T ar — 3 + o
@ l=100 0 a | + 0 . (5.12)
Y 0 0 —1 Y x?

Podemos aplicar directamente la teoria de la variedad central a para exa-
minar la dindmica de . Por lo tanto existe una variedad estable W?* 1-
dimensional tangente al subespacio E* = {(x,y, )| z = 0, = 0}, y una variedad
central W¢ 2-dimensional tangente a £ = {(z,y,a)| y = 0}.
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Podemos analizar la dinamica del sistema extendido restringiéndonos a cada
una de las variedades centrales W¢ para « suficientemente pequeno. Sea

WS ={(z,y,a)l y=p(r,a), z,a € (=4,0)},

donde ¢(0,0) = 0, Dp(0,0) = 0. Derivando con respecto a t y ocupando regla de
la cadena obtenemos

._3_90.+8_90._(9_<p
y_&rx 8a&_8x

Pero § = —y + 22, luego

(ax — 2° + 12).

0

(o =2 + (ple,))’) = —pl.a) +2”
Expandiendo ¢ en serie de Taylor con respecto a (x,«) en (zg,a™) = (0,0) tene-
mos p(x,a) = az® + bra + ca® + - -+, luego

(2az +ba+ ) (ax — 2° + (p(x,@))?) = —(ax® + bra + ca® + - -+ ) + 2.

Igualando coeficientes de los polinomios a ambos lados de esta expresion se obtiene
a =0b=c=0.Por lo tanto, p(z,a) = O (|(z,@)|*) . Luego, la restriccién del
sistema a WS viene dada por

{:i: = ar — 2’ + (p(z,0))? = az — 2* + O (|(z, )[%),
e = 0.

Por lo tanto, la dinamica se reduce a
i=ar—2"+0((z,0)°), z€R,

para cada a € (—9,0) fijo. {Qué bifurcacién crees que estd sucediendo en la
restriccion a W¢ a medida que a pasa por a* = 07

OBSERVACIONES:
1. Cada hoja W¢ también es llamada una variedad central para cada « fijo.

2. W§ corresponde a una variedad central de (5.9) en a = 0 y coincide con la
nocion de variedad central usual para (5.8)).
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Procedimiento general. En el ejemplo anterior, la parte lineal del sistema
extendido se encontraba ya en su forma de Jordan ([5.6)) por lo que pudimos
aplicar directamente la teoria de la variedad central para examinar la dindmica
de . Claramente, esto puede que no sea el caso en un sistema general y
queremos considerar este asunto en esta parte.

Consideremos el campo de vectores de clase C", (con r > 1 tan grande como
sea necesario):

z=F(z,a), (z,a) € R™™ x RP. (5.13)
Supongamos que (z,«) = (0,0) es un equilibrio de (5.13) y que la matriz
D.F(0,0)

posee ng valores propios con parte real y n_ valores propios con parte real negati-
va. Reescribamos ((5.13]) como expansién en serie de Taylor de ((5.13]) con respecto
a(z,q):
2=D,F(0,0)z 4+ D,F(0,0)a + G(z, «), (5.14)

donde

G(z,0) = F(z,a) — D.F(0,0)z — Do F(0,0)a = O(|(2, ) [%).
Note que aparece el término “D,F'(0,0)a” en (5.14)). Denotemos como

M = D,F(0,0) matriz (ng+mn_) x (ng+n-),

A= D,F(0,0) matriz (ng +n-) X p,
de manera que ((5.14)) queda como
2= Mz+ Ao+ G(z,a). (5.15)

Sea T' la matriz cambio de base de tamano (ng+mn_) x (ng+n_) que coloca a M
en su forma diagonal por bloques de Jordan
C 0
T'MT =
(0 %)
donde C' es una matriz ng X ng con todos sus valores propios con parte real cero

y S es una matriz n_ X n_ con todos sus valores propios con parte real negativa.
Haciendo entonces la transformacién lineal de coordenadas

z=Tw, w=(r,y)€R™ xR"",
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y aplicandola a ([5.15]), obtenemos
T C 0 x — f(x,y,a))
] = + Ao + :
<y) (0 S) (y) “ (9(1‘,%0«)
A =T71A,
(Tiied) — 1 .o),

9(z,y, )
Note que f(0,0,0) =0, ¢(0,0,0) =0, Df(0,0,0) =0,y Dg(0,0,0) = 0. A conti-
nuacién, escribamos

donde

donde A, corresponde a las primeras ng filas de A, y A, corresponde a las dltimas
n_ filas de A. Entonces, (5.15]) se puede reescribir como

T C A. 0 x flx,y, a)
al=(0 0 0 a |+ 0 . (5.16)
J 0 A, S Y 9(x,y, )

Notemos que tiene casi la forma normal estandar para aplicar la
teoria de la variedad central. El paso final seria introducir una transformacion de
coordenadas lineal que diagonalice por bloques la parte lineal de (5.16]) en una
matriz (ng + p) X (ng + p) con todos sus valores propios con parte real cero (y
p idénticamente cero) y una matriz con todos los valores propios con parte real
negativa.

5.4. Variedades centrales en bifurcaciones de sistemas n-
dimensionales

Consideremos nuevamente el sistema

= f(z,a), veR" ackR (5.17)
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Supongamos que en o = 0 el sistema tiene un equilibrio no hiperbédlico zy = 0
con ng valores propios en el eje imaginario y n_ +n, = n—ng valores propios con
parte real no nula. Generalizando lo realizado en la seccién anterior, para todo |a|
suficientemente pequeno y fijo podemos restringir el sistema ([5.17)) a la variedad
central correspondiente W¢. La restriccion de (5.17) a W< es de la forma

u=®(u,a), ueR" aecR. (5.18)

En a = 0 el sistema ([5.18]) es equivalente a la restricciéon de a su variedad
central Wi y puede ser calculada explicitamente hasta términos de cualquier
orden finito para todas las bifurcaciones de codimensién uno.

El siguiente teorema nos dice que todos los eventos esenciales cerca de una
bifurcaciéon ocurren en la variedad invariante W< y son capturados por el sistema
ng-dimensional (con ny < n). Es decir, todos los eventos asociados a la
bifurcacién se manifiestan completamente en la restriccion de a su
variedad central.

Teorema 16 El sistema es localmente topologicamente equivalente al sis-
tema ng-dimensional acoplado con n_ direcciones hiperbolicas atrayentes
y n. direcciones hiperbolicas repulsoras adicionales. Mds aun, (5.18)) puede reem-
plazarse por cualquier otro sistema localmente topologicamente equivalente.

Corolario 1 El sistema (5.17)) es localmente topoldgicamente equivalente a la
suspension de ((5.18|) por la silla estindar

y:_ya
z = z,

Un teorema similar se puede formular para sistemas dinamicos discretos y para
sistemas con mas de un parametro.

donde (y,z) € R" x R",

Ejemplo 24 (Bifurcacién silla-nodo genérica en R?) Supongamos el sistema

&= f(r,a), r€R* acR.
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Supongamos que para o = 0, el origen z* = 0 es un equilibrio con valores pro-
pios A\; = 0, A2 < 0. Entonces existe una variedad invariante atractora W¢ 1-
dimensional y suave para todo |a| suficientemente pequeno.

En o = 0 la restricciéon a Wy tiene la forma

i = bu® + O(u®).

. Cudl es la restriccion a WS para o # 0 pequeno? Si b # 0 y si la ecuacion
restringida depende genéricamente en el parametro «, entonces la restricciéon a
W¢ es localmente topolégicamente equivalente a la forma normal topolégica de
la bifurcacion silla-nodo

U= o+ ou’,

donde o = sign(b) = £1. Bajo estas condiciones, el teorema anterior implica que

el sistema original es localmente topolégicamente equivalente a

U = o+ ou?,
{1.) _ (5.19)

el cual es un sistema desacoplado con los retratos de fase como los de la figura [5.6|
Aqui, en (5.19) podriamos tomar WS como la recta {v = 0}, es decir, estas
variedades invariantes coinciden con el eje horizontal para todo |a| suficientemente
pequeno. Sin embargo, podrian considerarse otras variedades centrales.

Figura 5.6: Retratos de fase de (5.19) en el caso o > 0.
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Los mismos eventos del sistema ocurren en el sistema original en alguna
variedad invariante 1-dimensional a-dependiente, que sea localmente atrayente.
Ademas, todos los puntos de equilibrio que participan en la bifurcacién silla-nodo
estan contenidos en esta variedad; ver figura [5.7]

Figura 5.7: Retratos de fase de la bifurcacién silla-nodo en el sistema original ([5.19).

Estas figuras también explican por qué la bifurcacion fold genérica también
se conoce como silla-nodo. Los casos A2 > 0 y el caso n-dimensional se pueden
generalizar de manera natural.

Ejemplo 25 (Bifurcacién de Hopf genérica en R?) Supongamos el sistema
= f(z,a), xceR>ack.

Supongamos que para « = 0, el origen z* = 0 es un equilibrio con valores propios
A2 = Fiwy, con wy > 0, y A3 < 0. Entonces existe una variedad invariante
atrayente W¢ 2-dimensional y suave para todo |a| suficientemente pequeno.

En a = 0 la ecuacién restringida a W se puede escribir en forma compleja

Z=1dwpz +9g(z,2), z€C.

Si el coeficiente de Lyapunov [1(0) de esta ecuacién es no nulo y si la ecuacién
depende genéricamente en el pardametro «, entonces el sistema restringido a W¢
es localmente topoldgicamente equivalente a la forma normal topologica

2

= (a+1i)z+02°Z,
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donde o = sign(l1(0)) = +1. Por lo tanto, el teorema anterior implica que el
sistema original completo es localmente topolégicamente equivalente al sistema
: = (a+1)z+02%z,
vo= —u,
con retratos de fase como los de la figura (en el caso supercritico, i.e, para
o < 0).

ot =

Figura 5.8: Retratos de fase de la forma normal de la bifurcacién de Hopf en R? con una direccién estable
adicional en el caso supercritico, i.e, para o < 0.

La bifurcacion de Hopf supercritica toma lugar en el plano invariante v = 0, el
cual es atrayente. En las coordenadas originales, los mismos eventos ocurren en
. . : c
una variedad atrayente 2-dimensional WS como en la figura 5.9
Esta construccion permite una generalizacion a cualquier dimension arbitraria.

COMENTARIOS.

1. En ambos ejemplos anteriores, la familia de variedades W¢ no es unica. Sin
embargo, todos los equilibrios y érbitas periddicas que se bifurcan pertenecen
a cualquiera de las posibles variedades centrales. En el caso de la bifurcacion
fold, la variedad W¢ es tinica cerca del punto silla (siempre que exista) y

coincide con su variedad inestable TW"; la unicidad se pierde en el nodo
estable; ver figura [5.7]

La figura p.10| ilustra una representacion radial del caso de la bifurcacion
de Hopf supercritica para o > 0. La variedad W es tnica y coincide con
la variedad inestable W" del punto silla-foco hasta el ciclo L,, en donde se
rompe la unicidad.
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Figura 5.10: Representacién radial del caso o > 0 para la bifurcacién de Hopf supercritica. La variedad WS es
tnica y coincide con la variedad inestable W* del punto silla-foco hasta el ciclo Ly, en donde se rompe la unicidad.

2. Definiciones y analisis analogos se pueden tener para bifurcaciones de puntos
fijos y puntos periddicos de sistemas dinamicos discretos.

5.5. Bifurcaciones de ciclos limite

Las orbitas periddicas también pueden pasar por bifurcaciones. En este ca-
so, podemos aplicar una combinacién de la teoria de la variedad central y del
mapeo de Poincaré para estudiar bifurcaciones de ciclos limite en sistemas n-
dimensionales. Sea Ly una érbita periodica aislada del sistema

x = f(x;a), x e R" a€R,



Introduccion a la Teoria de Bifurcaciones — Pablo Aguirre 115

para a = 0. Sea P, la aplicacién de retorno de Poincaré para |«| pequeno:
P,:YX— 3%,

donde ¥ es una seccion transversal local a Ly. Si introducimos coordenadas lo-
cales & = (£,&,...,&_1) en X, entonces € = P,(£) se define como el punto
de la siguiente interseccion con X de la orbita de f que tiene punto inicial con
coordenadas & en Y. La interseccion de X con Ly nos da un punto fijo & para
Py: Py(&) = & Ademas, se puede probar que el mapeo P, es suave y localmente
invertible para |a| pequeno.

Supongamos que el ciclo Ly es no hiperbélico con ny multiplicadores en el circu-
lo unitario. Los teoremas de la variedad central nos dan una variedad invariante
parametro-dependiente W¢ C X de P, en la cual ocurren los eventos “esencia-
les”. Por simplicidad, fijemos n = 3 y consideremos las principales bifurcaciones

del ciclo Ly: Estas bifurcaciones vendran dadas por bifurcaciones de puntos fijos
de P,.

5.5.1. Bifurcacidn silla-nodo de ciclos

Supongamos que para = 0, Ly tiene un multiplicador simple pu; = 1. Por
simplicidad, asumamos que 0 < py < 1. Entonces, la restricciéon de P, a la
variedad invariante WS es un mapeo unidimensional, que posee un punto fijo con
1 = 1 en a = 0. Genéricamente, esto implica la colision y desapariciéon de dos
puntos fijos de P, a medida que « pasa por cero: Una bifurcacion fold en el punto
fijo asociado a Ly en a = 0. Bajo nuestro supuesto sobre s, este evento sucede en
una variedad invariante unidimensional atrayente de P,. Luego, los puntos fijos
involucrados de P, son un nodo atractor y un punto silla; ver figura [5.11] Pero
cada punto fijo representa una orbita periddica del campo vectorial. Por lo tanto,
dos ciclos limite (uno estable y otro silla), colisionan y desaparecen en el sistema a
tiempo continuo en esta bifurcacién. De esta forma, se tiene el siguiente diagrama
de bifurcacién de la figura [5.11]. Si o < 0, hay 1 ciclo hiperbdlico estable L; y un
ciclo hiperbdlico silla Ls. Cuando a = 0, solamente hay 1 ciclo no-hiperbdlico Lj.
Y para a > 0: No hay érbitas periédicas.
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Figura 5.11: Diagrama de bifurcacién silla-nodo de ciclos.

5.5.2. Bifurcacién period-doubling de ciclos

Supongamos que para a = 0, Ly tiene un multiplicador simple p; = —1,
mientras que que —1 < puo < 0. Entonces la restriccion de P, a la variedad
invariante exhibird genéricamente una bifurcacién period-doubling (flip): Un ciclo
de periodo 2 aparece para el mapeo, y el punto fijo cambia su estabilidad a
medida que a pasa por cero; ver figura [5.12] Por ejemplo, dado que la variedad
es atrayente, el punto fijo estable de P, pierde estabilidad y se transforma en una
silla, mientras que aparece un punto periédico estable de periodo 2. El diagrama
de bifurcacién que emerge es el de la figura [5.12]

Esta bifurcacion flip del mapeo de Poincaré se manifiesta en el campo de
vectores de la siguiente manera. Para a < 0 hay 1 ciclo hiperbdlico estable Ly de
periodo T'. Cuando o = 0 este ciclo se vuelve no-hiperbdlico. Y cuando a > 0
hay 2 ciclos hiperbdlicos: Ly es un ciclo silla de periodo T'; y L4 es estable con un
periodo & 2T". El escenario de bifurcacién exacto (i.e. super, o subcritica) queda
determinado por los coeficientes de la forma normal de la restriccién del mapeo
de Poincaré P, a la variedad central en oo = 0.
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Lo L

a <0 a=70 a>0

Figura 5.12: Diagrama de bifurcacién period-doubling supercritica de ciclos.

5.5.3. Bifurcacion Neimark-Sacker de ciclos

Supongamos que para « = 0, los dos multiplicadores de Ly son complejos
conjugados (y simples) y estdn sobre el circulo unitario: u;o = e**. Entonces,
el mapeo de Poincaré posee una variedad invariante 2-dimensional parametro-
dependiente en la cual, genéricamente, se bifurca una curva cerrada invariante
desde el punto fijo; ver figura |5.13] Esta curva cerrada corresponde a un toro
invariante T? en el sistema a tiempo continuo; por ello, este evento también se
conoce como bifurcacion de toro. La bifurcacién (i.e. siper, o subcritica) estd de-
terminada por el coeficiente de la forma normal del mapeo de Poincaré restringido
al valor de pardmetro critico. La estructura de 6rbitas en T? estd determinada
por la restricciéon de P, a esta curva cerrada invariante. Luego, genéricamente,
existen ciclos de periodos largos y de diferentes tipos de estabilidad contenidos
en el toro.
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a <0 a=20

Figura 5.13: Diagrama de bifurcacién Neimark-Sacker supercritica de ciclos.



Capitulo 6

Bifurcaciones locales de codimension
dos

En este capitulo presentamos varios ejemplos prominentes de campos vecto-
riales que dependen de (al menos) dos pardmetros. Concretamente, consideramos
sistemas de la forma

T = f(x,a), (6.1)
donde x = (z1,22,...,7,) € R", a = (a1, az) € R? y el campo f es suficiente-
mente suave en (z, a).

Supongamos que en o = «a* el sistema tiene un equilibrio x = x* para
el cual se satisfacen las condiciones de una bifurcacion. Entonces, genéricamen-
te, existe una curva de bifurcacion B en el plano (a1, as) que pasa por el punto
a* = (o, a%). Cada punto de B especifica un equilibrio de (6.1 exhibiendo la
misma bifurcacién; ver bosquejo en la figura [6.1 La curva B divide al plano
(a1, a2) en dos regiones disjuntas I y II dentro de las cuales la dindmica es cuali-
tativamente equivalente. Cada vez que un punto (aq, as) cruza transversalmente
la curva B desde la regién I hacia la regién II (o viceversa) el sistema exhibe dicha
bifurcacién.

Ejemplo 26 Supongamos que n = 1 y que en o = a* el equilibrio x = x* tiene
un valor propio A\ = f,(z*, a*) = 0. Entonces el sistema algebraico no lineal

{ f(.%‘,&):o,

filz.a) =0, (6.2)

119
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Figura 6.1: Bosquejo esquematico de una curva de bifurcacién en el espacio de pardmetros (g, az) y respectivos
retratos de fase.

define, genéricamente, una curva (variedad uno-dimensional) I' C R? de equili-
brios con un valor propio \; = 0 y que pasa por el punto (z*, af, a}) como en la
figura[6.2] A continuacién justificaremos un poco més la existencia y construccién

de I'.
Aqui, genéricamente significa que el rango de la matriz jacobiana de (6.2))

J — ( f.%' f0l1 fag )
f:vx fmal fmaz
es maximal, i.e., igual a 2. Por ejemplo, si la bifurcacién fold es genérica (i.e., se

satisfacen las condiciones de genericidad en o*: f,.(z*, o) # 0, fo, (%, a*) # 0),
entonces el rango de J es 2 en (z*, a*) pues

Jz fa1 o 0 foa _
det ( Fro foon ) = det ( fro oo ) = ~frafer 0

En tal caso, el teorema de la funcién implicita nos da la existencia local de dos
funciones suaves r = X (ag), aq = A(az), que satisfacen (6.2)) y tales que

X(ap) = 7, A(og) = or.

Estas funciones definen la curva I" parametrizada por oy cerca del punto (z*, a*).
Por continuidad, las condiciones de genericidad de la bifurcacion fold se satisfaran
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Figura 6.2: Bosquejo esquemético de una curva I' en el espacio (z,a1,as) de equilibrios con un valor propio
A1 = 0. La proyeccién de esta curva al plano de parametros define la curva de bifurcacién B.

en puntos cercanos a (z*, a*); por lo tanto, la construccién se puede repetir para
extender la curva I.

Cada punto (z,a) € I' define un punto de equilibrio z = z(«) de (6.1]), con
n = 1, con un valor propio cero en el valor de parametro «. La proyeccién estandar
7 (z,a) — a mapea I' a una curva B = 7(I") en el plano de pardmetros. Esta
curva B es andloga a la de la figura[6.1} El sistema exhibe una bifurcacién fold cada
vez que un punto (aq, ae) cruza la curva B. Sin embargo, B podria contener puntos
“especiales” o singularidades en los cuales la bifurcacion deja de ser genérica; éste
es el foco de la seccion siguiente.

6.1. Puntos de codimension dos

Consideremos de nuevo el sistema n-dimensional (6.1]). Supongamos que varia-
mos los pardmetros (aq, as) simultdneamente para trazar una curva de bifurcacién
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[' (o B) como en las figuras y y monitoreamos las propiedades del equili-
brio no hiperbdlico definido por esta curva de bifurcacion. Entonces, los siguientes
eventos podrian sucederle al equilibrio a medida que nos movemos a lo largo de

I' (o B):

1. Valores propios adicionales podrian acercarse y ubicarse en el eje imaginario,
aumentando la dimensién de la variedad central TW¢.

2. Algunas de las condiciones de genericidad para la bifurcacién de codimensiion
uno podrian violarse.

Ejemplo 27 (Singularidades en una bifurcacién fold) Supongamos que la curva
B define una bifurcacion silla-nodo. Un punto tipico en B define un equilibrio con
un valor propio nulo simple A\; = 0 y ningtin otro valor propio en el eje imaginario.
La restriccién de ((6.1)) a una variedad central tiene la forma

£ =06+ 0(&%).

En un punto silla-nodo no degenerado, el coeficiente b es distinto de cero. A me-
dida que uno traza la curva B, uno podria encontrar las siguientes singularidades:

1. Un valor propio real Ay se acerca al eje imaginario y la variedad central W ¢
se vuelve bidimensional, es decir:

)\172 =0.

Estas son las condiciones para una bifurcacién Bogdanov-Takens (o do-
ble cero). Para que ocurra, se necesita que la dimension del espacio de fase
sea n > 2.

2. Dos valores propios complejos adicionales Ay 3 € C cruzan el eje imaginario
y W€ se vuelve tridimensional, esto es:

A1 =0, )\2’3 = $iwy, wy > 0.

Estas condiciones corresponden a una bifurcacién fold-Hopf. Obviamente,
para que ocurra se requiere que n > 3.
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3. El valor propio Ay = 0 permanece simple y es el tinico en el eje imaginario
(i.e., dimW* = 1), pero el coeficiente b de la forma normal se anula, es decir:

A =0,0=0.

Estas son las condiciones para una bifurcacién cispide (del inglés cusp),
y puede suceder para n > 1. Notemos que esta bifurcacion es indetectable
con solo analizar los valores propios.

Ejemplo 28 (Singularidades en una bifurcaciéon de Hopf) Sea By una curva de
bifurcacién de Hopf en el espacio de parametros. En un punto tipico de By el
sistema tiene un equilibrio con

/\172 = :i:iwo, wy > O,

y ningin otro valor propio con parte real nula. Entonces la variedad central
W€ posee dimension dos y existen coordenadas polares (p, @) para las cuales la
restriccion del sistema a W° es equivalente a

p="Mhp’+0(p"),
p=1+0(p"),

donde [; es la primera cantidad de Lyapunov. Por definiciéon [; # 0 es un punto
Hopf no degenerado. Al movernos a lo largo de By podriamos encontrar los
siguientes singularidades:

1. Dos valores propios complejos conjugados extra A3 4 cruzan el eje imaginario
y W€ se vuelve 4-dimensional:

)\1’2 = *+iwy, )\3,4 = $iwq, wo,1 > 0.

Estas condiciones corresponden a una bifurcacién Hopf-Hopf. Obviamen-
te, para que ocurra se requiere que n > 4.

2. El primer coeficiente de Lyapunov se anula mientras que A;» permanecen
simples y dimW*¢ = 2:

/\1,2 = diwy (w() > O), [ =0.
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Esto se conoce como una bifurcacién de Hopf generalizada o bifur-
cacion Bautin. Puede suceder en sistemas de dimension n > 2. Al igual
que la bifurcacién cuspide, esta singularidad no se puede detectar con tan
solo monitorear los valores propios.

COMENTARIOS.

1. A lo largo de una curva de bifurcacién de Hopf también podriamos hallar un
punto Bogdanov-Takens a medida que wy = 0. En este punto los dos valores
propios imaginarios colisionan en el origen y tenemos un valor propio cero

doble.

2. Obviamente, también podriamos hallar un punto fold-Hopf al trazar la cur-
va BH

3. Hemos identificado 5 puntos de bifurcacion que uno puede encontrar en
sistemas genéricos a dos parametros al movernos a lo largo de curvas de
codimensién uno. Cada una de estas singularidades se caracteriza por dos
condiciones independientes y, por lo tanto, es de codimensién dos. No exis-
ten otras bifurcaciones locales de codimension dos en sistemas dinamicos
continuos genéricos.

4. En este curso estudiaremos los puntos cuspide, Hopf generalizado (Bautin)
y Bogdanov-Takens. Las bifurcaciones fold-Hopf y Hopf-Hopf poseen des-
doblamientos considerablemente mas complicados y con distintos casos de
diagramas de bifurcacién posibles dependiendo de ciertos coeficientes en las
formas normales respectivas.

6.1.1. Bifurcacién cuspide

Teorema 17 Supongamos un sistema unidimensional
= f(r,a), v €R, acR?

con f suficientemente suave tal que posee en o = 0 el equilibrio x = 0, y supon-
gamos que se satisfacen las condiciones de la bifurcacion cuspide:

A= £,(0.0)=0, b= %fm(o,o) 0.
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Asuma que las siguientes condiciones de genericidad se satisfacen:
(Cl) fmx(oa 0) #0;
(02) (fa1fm2 - fa2fxa1) (0,0) 7é 0.

Entonces el sistema es localmente topologicamente equivalente cerca de x = 0 a

una de las formas normales topoldgicas

y =01+ Py £y,
para (51, B2) =~ (0,0) suficientemente pequenos.

Consideremos la forma normal ¢ = £ + Boyy — 9°. ;Cudl es su diagrama de
bifurcacién? Esta forma normal puede tener hasta tres equilibrios, los cuales son
las raices reales de 3; + B2y — y® = 0. Derivando la forma normal con respecto a
y e igualando a cero se tiene s — 3y? = 0. Por lo tanto, la curva I' definida por

. Bi+ By —y’ =0,
’ Bo —3y* =0,

define una bifurcacién fold. La proyeccién de I' al plano (51, 52) nos da una curva
T de bifurcacién silla-nodo en el plano de parametros. Eliminando y del sistema
algebraico anterior obtenemos la proyeccién buscada:

T ={(b1,5) = 4P — 2757 = 0}.

La curva 7' tiene dos ramas T} y T5 que se encuentran tangencialmente en el
punto cispide (0,0); ver figura [6.3] La curva T' divide al plano (8, 82) en dos
regiones abiertas denotadas 1 y 2, respectivamente. En la region 1, el sistema
tiene tres equilibrios, dos estables y uno inestable; mientras que en 2 solo hay
un equilibrio estable. A lo largo de T o 15 ocurre una bifurcacién silla-nodo con
respecto a (1. En el origen (51, 52) = (0,0) existe un colapso de tres equilibrios
en una raiz triple de 31 + oy — ¥ = 0. Ademaés, notemos que a lo largo del eje
B1 = 0 ocurre una bifurcacién pitchfork con respecto a /3, al obtener ¢ = Boy — 7.

La figura [6.4] muestra la variedad de equilibrios

M = {(y761762) : 51 +52y _y3 = O}
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Figura 6.3: Diagrama de bifurcacién de la forma normal § = 31 + B2y — 3 de la bifurcacién cispide.

Figura 6.4: Variedad de equilibrios M de la forma normal topoldgica 7 = 31 + 2y — y> de la bifurcacién cispide.
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en el espacio tridimensional (y, 51, 52). La superficie se “dobla” en los puntos a lo
largo de I' —puntos fold—, excepto en el origen, en donde la proyeccién al plano
(b1, B2) tiene una singularidad cuspide. (Note que I' es suave en todos los puntos,
pero su proyeccién T pierde diferenciabilidad en el origen.)

Bifurcaciéon ciispide en sistemas n-dimensionales

En un sistema n-dimensional, n > 2, con una bifurcacién cuspide, el teorema
anterior debe ser aplicado a la restriccion del campo de vectores a la variedad
central respectiva y asi obtenemos la forma normal topolégica:

iy =01+ Poy £,

& ==&,

& =6,
donde y € R define un sistema de coordenadas en W€, & € R", & € R™,
y n_,n, son el numero de valores propios con parte real negativa y positiva,

respectivamente. Por ejemplo, la figura muestra el caso n = 2, n_ = 1,
ny = 0 para el sistema

) =61+ Pay — y°,
&1 = —&1.
El diagrama de bifurcacion es exactamente el mismo que en el caso n = 1, excepto

por la componente hiperbdlica (adicional) del campo que contrae todas las érbitas
hacia la variedad central W¢ ubicada en el eje & = 0.

6.1.2. Bifurcacién de Hopf generalizada o Bautin

Teorema 18 Supongamos un sistema planar
I":f(l',()é), I‘ERQ, QER27
con f suficientemente suave tal que posee un equilibrio x = 0 con valores propios

A(@) = pla) £ iw(a),
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Figura 6.5: Diagrama de bifurcacién de una forma normal de la bifurcacién cispide en n = 2.

para todo || suficientemente pequenio. Supongamos que para o = 0 se tiene
M(O) =0, ll(o) =0,

donde l1(«) es la primera cantidad de Lyapunov. Asumamos que se satisfacen las
siguientes condiciones de genericidad:

(B1) 15(0) # 0, donde Iy es la segunda cantidad de Lyapunov;
(B2) El mapeo o — (u(a),l1(a)) es reqular en o = 0.

Entonces el sistema es localmente topologicamente equivalente cerca de x = 0 a
una de las formas normales complejas:

= (B1+1i)z+ Bozlz|* £ 22|,

para (B, B2) ~ (0,0) suficientemente pequenos, y donde el signo + corresponde a

sign(12(0)).
Describamos el diagrama de bifurcacion de la forma normal topolégica

= (B1+1i)z+ Bozlz|” — 22|,
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es decir, con sign(l3(0)) < 0. Introduciendo coordenadas polares z = pe'?, obte-

nemos: \

: 2

p=p(Br+Pap” = p"),

o =1
Notemos que estas ecuaciones son independientes; en particular, ¢ = 1 describe
una rotaciéon con velocidad angular unitaria (constante). En p = 0 existe un

equilibrio trivial correspondiente a z = 0. Los equilibrios no triviales (cuando
existan) son raices positivas de

B+ Bap® — p* =0,

y corresponden a Orbitas periddicas circulares. Estas soluciones se ramifican desde
la solucion trivial a lo largo de la recta

H = {(B1,62) : p1 =0}

y colisionan y desaparecen en la semiparabola

T ={(B1,5): B5+4B1 =0, 52> 0}.

La figura muestra el diagrama de bifurcacion resultante. La curva H es
una curva de bifurcacion de Hopf dividida en dos segmentos H, y H_ ubicadas
en el semieje By > 0y [y < 0, respectivamente. El signo de 5 determina el signo
de la primera cantidad de Lyapunov [1(f) (compare con la forma normal de la
seccién [3.2.1)). En efecto, a lo largo de H., se tiene [;(8) > 0 y la bifurcacién
de Hopf es subcritica; mientras que a lo largo de H_, se tiene [1(5) < 0 y la
bifurcacién de Hopf es supercritica.

La bifurcacion de Hopf es de codimension uno a lo largo de toda la curva H
excepto en el origen (S, 82) = (0,0) en donde ocurre el cambio de criticalidad.
Mas aun, el equilibrio z = 0 es estable para $; < 0 e inestable para 3; > 0.
Luego, un tnico ciclo limite estable se bifurca cuando el punto (5y, 52) cruza H_
desde la regién 1 hacia la 2. Este ciclo limite estable es hiperbdlico y persiste en
toda la regién 2. Analogamente, un unico ciclo limite inestable se bifurca cuando
el punto (1, B2) cruza H, desde la regién 2 hacia la 3. Sin embargo, esta bifur-
cacion no afecta al ciclo limite creado en H_. Por lo tanto, si (81, 82) estd en la



Introduccion a la Teoria de Bifurcaciones — Pablo Aguirre 130

Figura 6.6: Diagrama de bifurcacién de la forma normal = (31 +14)z + B22]z|? — z|2|* de la bifurcacién de Hopf
generalizada.

region 3, el origen estd rodeado de dos ciclos, uno estable (de mayor amplitud) y
uno inestable (infinitesimal). La transicién entre las regiones 1 y 3 ocurre en la
curva T', la que corresponde a una bifurcacién fold de ciclos —a lo largo de T, el
sistema tiene un solo ciclo con multiplicador p = 1.

COMENTARIOS.

1. El teorema anterior significa que la forma normal descrita captura la topo-
logia de cualquier sistema bidimensional que tenga una bifurcacién Bautin
y que satisfaga las condiciones de genericidad.

2. Bajo las hipotesis del teorema, aunque los ciclos limite en el sistema original
no sean circulos perfectos, podemos esperar la existencia de dos de ellos para
valores de parametros cercanos. Mas atn, los ciclos colisionan y desaparecen
a lo largo de la curva T' que emana desde el punto de codimensién dos.

3. La bifurcacion Bautin es el primer ejemplo de la aparicion de una bifurcacién
de ciclos limite cerca de una bifurcacion de codimension dos de equilibrios.
En este caso, con tan solo analisis local podemos probar la existencia de una
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bifurcacién fold de ciclos para valores cercanos de los parametros.

4. El caso [3(0) > 0 se puede tratar en forma similar al hacer la transformacion

(Z757t) = (27 _67 _t)'

5. El célculo del coeficiente [5(0) es, en general, demasiado complicado y extenso
—Pueden buscarse los detalles en la literatura. Afortunadamente, existen
paquetes computacionales con rutinas que determinan su signo.

6. El caso n-dimensional, n > 3, puede tratarse de manera completamente
analoga considerando la reduccion de la variedad central al caso planar ya
estudiado. El diagrama de bifurcacién es exactamente el mismo que en el caso
planar, con la adicion de las n—2 componentes hiperbélicas complementarias.
Por ejemplo, una forma normal topoldgica para la bifurcacién Bautin en R”

es: 5 (5l+i)z+52z|z]2+sz]2\4,
-
€—|— = S—H

donde s = sign(l5(0)) = £1, z € C, & € R™, y ny y n_ son el nimero de
valores propios del equilibrio critico con ReA > 0y ReA < 0, respectivamente,
tal que n_ +n, +2 =n.

6.1.3. Bifurcacién Bogdanov-Takens

Supongamos un sistema planar
&= f(x,a), v € R? acR? (6.3)

con f suficientemente suave tal que posee en o = 0 el equilibrio z = 0 con un
valor propio cero doble A;9(0) = 0. Podemos escribir el sistema en o = 0 en la
forma

T = Apr + F(x), (6.4)

donde Ay = Df,(0,0) es la matriz jacobiana de f con respecto a = en (z,a) =
(0,0), y F(z) = f(x,0) — Apz es una funcién suave, con F(z) = O(||z[]?). Las
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condiciones de bifurcacion implican que
detAO = O, tI‘AO = 0.

Asumamos que Ay # 0, es decir, Ay tiene al menos una entrada no nula. Entonces
existen dos vectores reales linealmente independientes ¢y, ¢; € R?, tales que

Aogo = 0, Aoq1 = qo. (6.5)

El vector qq es el vector propio de Ay correspondiente al valor propio 0, mientras
que ¢, es el vector propio generalizado de Ay correspondiente a este valor propio.
Més atin, existen vectores propios adjuntos pg, p1 € R? de la matriz traspuesta AL

Agpr =0, Agpo = p1. (6.6)

Los vectores ¢; v pg no son unicos incluso si gy y p1 estan fijos. No obstante,
siempre podemos seleccionar cuatro vectores que satisfagan y tales
que
(g0, po) = (@1, p1) = 1,
(q1,P0) = (q0,p1) = 0.

donde {-,-) denota el producto escalar estdndar en R%: (z,y) = z191 + T290.
Si seleccionamos ¢y v g1 como base de R?, entonces cualquier vector z € R? se
puede representar de manera tinica como

(6.7)

T = Y190 + Y291,

para ciertos y;2 € R. Tomando en cuenta (6.7) obtenemos que estas nuevas
coordenadas (1, y2) vienen dadas por

y1 = (po, T),
Y2 = (p1, 7).

En las coordenadas (y1,42), el sistema (6.4 toma la forma

() =(00) () r (hormmirmy). oo
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Note la forma particular de la matriz jacobiana, la cual corresponde al bloque de
Jordan de orden 2 con ceros en la diagonal.

Ocupemos las coordenadas (y1,y2) para todo « con ||a| pequeno. En estas
coordenadas, el sistema original queda:

< Ui ) _ ( (po, f(y190 + 1201)) ) | (6.10)

Yo (p1, f(y190 + v2q1))

el que se reduce a para a = 0. Expandiendo el lado derecho de (|6.10)) como
serie de Taylor con respecto a y en y = 0:

1 = Y2+ ap(®) + aro(a)yr + ap1(a)y:
| 5 1 9
+5az0(a)yi + ar()y1y2 + a0(a)y; + Py, a),
Y2 = boo(a) + bio(a)yr + bor(a)ye
-|—%520(04)y% + b (a)yrys + %502(@)95 + Py(y, a),

(6.11)

donde los coeficientes ay(a), br(a) y Pra(y,«) = O(JJy||®) son funciones suaves
en sus argumentos. A partir de tenemos

aoo(O) == alo(O) = CLOl(O) = boo(O) = b]_o(O) = b01(0) = 0.

Las funciones ay(«) y by(c) se pueden expresar en términos del lado derecho
f(z,a) de (6.3)) y de los vectores go 1, po1. Por ejemplo,

( 2
az(a) = aa—y%@o, o+ )|
82
{ by(a) = a—gﬁm,f(wq() + Y2q1)) "
62
\ bi1(a) = 50101 (p1, f(v190 + Y2q1)) y:O.

A partir de transformaciones de coordenadas suaves (que dependen suavemente
de los parametros), reparametrizaciones del tiempo y cambios de pardametros
obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 19 Supongamos un sistema planar

&= f(z,a), r € R? acR?%
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con [ suficientemente suave tal que posee en o = 0 el equilibrio x = 0 con un
valor propio cero doble A\j 2(0) = 0.
Asuma que las siguientes condiciones de genericidad se satisfacen:

(BT1) La matriz jacobiana Ay = D f,(0,0) # 0;
(BT2) a0(0) + by1(0) # 0;
(BTS3) by(0) # 0;
(BT}) La aplicacion
(x,a) = (f(z, ), tr (Dfo(x,a)), det (D folz, @)))
es reqular en el punto (z,a) = (0,0).

Entonces el sistema es localmente topologicamente equivalente cerca del origen a
una de las siguientes formas normales:

yl = Yo,
. 6.12
{ Yo = B+ Payr + y% + SY1Y2, ( )

donde s = sign((a(0) + b11(0))bay(0)) = £1.

Existen varias formas normales (equivalentes) para la bifurcacién Bogdanov-
Takens. La forma normal (6.12)) fue introducida por Bogdanov, mientras que
Takens derivé (de manera simultanea e independiente) la forma normal

{?Jl = ys + Botn + 43,
v = P14+ syi,

donde s = +1.

Diagrama de bifurcacion de la forma normal

Escojamos s = —1 en el sistema (|6.12)):

yl = Y2,
. 6.13
{ Yo = B+ Poyr + y% — Y1Y2. ( )
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Figura 6.7: Diagrama de bifurcacién de la forma normal (6.12]) con s = —1 de la bifurcacién Bogdanov-Takens.

La figura muestra el diagrama de bifurcacién. Todos los equilibroos estén
ubicados en el eje horizontal y, = 0 y satisfacen la ecuacion

b1+ By +y% = 0.

Esta ecuacion puede tener entre cero y dos raices reales. La parabola

F={(B,32) : 461 — B35 =0}

determina el signo del discriminante asociado y corresponde a una bifurcacién
fold: A lo largo de esta curva el sistema posee un equilibrio con un valor
propio cero. Si [y # 0, entonces la bifurcacién fold es no degenerada y cruzar
I de derecha a izquierda implica la apariciéon de dos equilibrios. Denotemos al
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izquierdo por E; y al derecho por Fjs:

_ /32 _
Ers = (4)5,0) = ( BT 262 451;()) :

El punto (82, 82) = (0,0) separa dos ramas F_ y F, de la curva fold correspon-
dientes a 3 < 0y B9 > 0, respectivamente: Pasar por F_ implica el colapso de
un nodo estable E; con un punto silla Fs, mientras que pasar por F; genera un
nodo inestable E; y una silla Ejs.

El semieje vertical

H = {(B2,52): p1 =0, B2 <0}

corresponde a una bifurcacién de Hopf no degenerada donde el equilibrio E}
tiene un par de valores propios con parte real nula (A; 2 = %iw). La bifurcacion
de Hopf da lugar a un ciclo limite estable pues [; < 0. El ciclo existe cerca de
H para 31 < 0. El equilibrio Fy permanece como silla para todos los valores de
parametros a la izquierda de la curva F'y no pasa por bifurcaciones. No existen
otras bifurcaciones locales en la dindmica de (|6.13]).

Realicemos un circuito alrededor de (s, 52) = (0,0) para (B2, 82) suficiente-
mente pequenios, partiendo desde la regién 1 donde no hay equilibrios (y luego
no pueden haber ciclos limite). Entrando desde la regién 1 a la regién 2 a través
de T aparecen dos equilibrios: una silla y un nodo estable. Luego, el nodo se
transforma en foco y pierde estabilidad a medida que cruzamos la curva H: Apa-
rece un ciclo limite estable para valores de parametros cercanos a H en la region
3. Si continuamos el circuito en sentido horario y volvemos a la regién 1 no
debe permanecer ningun ciclo limite. ;Cémo desaparece el ciclo limite estable
creado en la bifurcacién de Hopf? No puede ser a través de otra bifurcacion de
Hopf, pues la estabilidad del equilibrio £, volveria a cambiar. Tampoco puede ser
por una bifurcacion silla-nodo de ciclos, pues no hay un segundo ciclo cerca de
(B2, B2) = (0,0). Por lo tanto, deben haber bifurcaciones globales “destruyendo”
el ciclo en algin lugar entre H y F'.. La respuesta es la existencia de una curva
de bifurcacién homoclinica

hom = {(52,52) D B = —%53 +0(33), B2 < 0}
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que se origina en (5, f2) = (0,0) y separa las regiones 3 y 4. A lo largo de hom el
sistema tiene una érbita homoclinica a la silla Fy. A medida que trazamos
la homoclinica a lo largo de hom hacia el punto Bogdanov-Takens (52, f2) = (0, 0),
el loop se va encogiendo y (en el limite) desaparece. De esta manera, existe un
unico ciclo hiperbdlico (estable) para pardmetros dentro de la regién 3 acotada
por la curva H y por la curva hom, y no existen ciclos fuera de esta regién. El
ciclo que nace en H “crece” y se acerca al punto silla Fy; finalmente “muere” al
transformarse en la 6rbita homoclinica en hom.

Para completar el circuito, notemos que no existen ciclos en la regiéon 4 ubica-
da entre la curva hom y la rama F,.. Un nodo inestable y una silla —que existen
para valores de parametros en 4— colisionan y desaparecen en la curva fold F,.
Senalemos también que en (s, 82) = (0,0) el equilibrio critico con un valor propio
cero doble tiene exactamente dos érbitas asintéticas (una que tiende al equilibrio
para t — +00 y una que se acerca para t — —o0). Estas orbitas forman una
punta con forma de cuspide.

COMENTARIOS.

1. El caso s = +1 se puede tratar de manera similar. Dado que se puede reducir
al caso ya presentado mediante la sustituciéon ¢ — —t, y» — —1yo, los retratos
paramétricos permanecen pero el ciclo se vuelve inestable cerca del punto
Bogdanov-Takens.

2. El teorema anterior nos entrega una manera analitica —al verificar las con-
diciones de bifurcacién y las condiciones de genericidad (BT1)-(BT4)— de
probar la existencia de una bifurcacion homoclinica. Este es uno de los pocos
métodos regulares para detectar bifurcaciones homoclinicas analiticamente.

3. El caso multidimensional de la bifurcacién Bogdanov-Takens no trae nada
nuevo pues se puede reducir al caso planar usando el teorema de la varie-
dad central. Por ejemplo, una forma normal topolégica para la bifurcacion
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Bogdanov-Takens en R" es:

’

Y1 = Yo,

2 = B1+ Bayr + 47 + syiye.
] &=
L §:+ =&+

donde s = +1, & € R", y ny y n_ son el nimero de valores propios
del equilibrio critico con ReA > 0 y RelA < 0, respectivamente, tal que
n_ —+ ny + 2 =n.



Capitulo 7

Bifurcaciones globales en campos
vectoriales

Las variedades invariantes de mapeos y campos vectoriales juegan un papel
clave en la organizacién de un espacio de fase. Las variedades (in)estables globales
pueden sufrir reordenamientos criticos bajo la variacién de parametros dando
lugar a bifurcaciones de estas variedades invariantes. Como consecuencia, estas
transiciones topoldgicas y geométricas pueden resultar en cambios drasticos en
regiones extensas del espacio de fase. Por esta razon, uno se refiere a estos eventos
como bifurcaciones globales, en contraste con las bifurcaciones locales que se
manifiestan solo en vecindades de equilibrios o puntos fijos. Las bifurcaciones
globales pueden dar lugar a la formacién de érbitas homoclinicas y heteroclinicas,
la creacién o modificacién de cuencas de atraccidn, e incluso desencadenar el inicio
de caos. Esto es de especial interés para comprender la naturaleza de los sistemas
cercanos a las bifurcaciones globales en muchas aplicaciones, como en dinamica
de lasers, impulsos nerviosos en neuronas, reacciones electroquimicas, sistemas de
comunicacién basados en caos, umbrales de extincion/supervivencia en modelos
poblacionales, etc.

En este capitulo nos concentramos en los cambios topoldgicos en la dinamica
cuando una drbita homoclinica se rompe (o se crea) al mover un pardmetro de
un sistema. Considere un sistema dindmico a tiempo continuo

= f(zr,a), x e R", a €R, (7.1)
con f suficientemente suave. Supongamos que xg, T1, To son equilibrios del sistema

139
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y denotemos por ¢' al flujo asociado.

Definicién 21 Una orbita Ty de (7.1)) se dice homoclinica al equilibrio xq si
para un cierto valor o = a* se tiene

lim ¢'(z) = tod L.
t_iinoogo(:c) xg, para todo x € Ty

Figura 7.1: Ejemplos de érbitas homoclinicas en dimensién n =2 y n = 3.

La figura muestra ejemplos de algunas 6rbitas homoclinicas. Notemos que
en cada caso I'y C W*(zo) NW¥(zy), es decir, la conexién homoclinica viene dada
por la interseccion de las variedades invariantes globales W*(xzq) y W"(x) de x.

Definicion 22 Una orbita I'y de (7.1)) se dice heteroclinica entre los equilibrios
x1 Y To St para un cierto valor a = o se tiene
tl}’llnoo o' (x) = 1, tginoo ©'(r) = x9, para todo x € Ty.

En el caso de una conexién heteroclinica, ésta se caracteriza por “conectar”
dos equilibrios distintos; ver figura [7.2, Notemos que en cada caso Iy C W*(x1) N
W8<332).

Notemos que las definiciones anteriores no requieren que los equilibrios sean
hiperbdlicos. Por ejemplo, la figura[7.3| muestra una érbita homoclinica que conec-
ta un equilibrio xy en el momento de una bifurcacién silla-nodo. Aqui, la érbita
homoclinica I'y C W¢(xg) estd contenida en una variedad central de x.



Introduccion a la Teoria de Bifurcaciones — Pablo Aguirre 141

]

Figura 7.3: Una érbita homoclinica a un equilibrio no-hiperbdlico.

7.1. Bifurcaciones globales y transversalidad

El propédsito de esta seccion es mostrar el siguiente resultado fundamental.

Lema 7 Una drbita homoclinica a un equilibrio hiperbolico de ([7.1)) es un objeto
estructuralmente inestable.

Esto quiere decir que cualquier pequena perturbacion del sistema rompe la
interseccion de variedades invariantes obteniendo retratos de fase cualitativamen-
te diferentes a aquel en donde existe la conexién homoclinica; ver figura [7.4] En
definitiva la orbita homoclinica desaparece provocando una bifurcacion en toda
una vecindad de 'y U {z(}. Para probar este lema primero debemos introducir
los siguientes conceptos de transversalidad.

Definicion 23 Decimos que dos variedades suaves M, N C R" se intersectan
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Figura 7.4: Una érbita homoclinica a un equilibrio hiperbélico es estructuralmente inestable.

transversalmente si existen n vectores linealmente independientes tal que cada
uno de ellos sea tangente a (al menos) una de estas variedades en cualquier punto
de la interseccion M N N. En tal caso, denotamos tal interseccion como M th N.

Equivalentemente en términos de los espacios tangentes se cumple: M th N ssi
T.M +T,N =R", para todo x € M NN, por lo tanto dim (T, M + T, N) = n.

La nocién de interseccion transversal generaliza la que uno posee con respecto a
objetos en el plano o el espacio tridimensional. Por ejemplo, la figura muestra
una curva suave intersectando una superficie suave S en R3. El plano tangente a
S en el punto de intersecciéon esta generado por los vectores T y Th, mientras que
T denota un vector tangente a la curva en la interseccién. Si el dngulo € entre T
y el vector 7 normal a S no es un dngulo recto, i.e., si @ # /2, entonces el angulo
de interseccién de la curva con el plano es no nulo y la intersecciéon es transversal
— efectivamente, en tal caso el conjunto {11, 15, T} es linealmente independiente.

OBSERVACIONES.

1. Notemos que si dos variedades M, N no se intersectan en ningin punto,
entonces satisfacen de manera trivial la definicién anterior. Por lo tanto,
decimos que M y N se intersectan transversalmente, incluso si M NN = ().

2. Una interseccién transversal persiste bajo pequeiias perturbaciones C' de
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Figura 7.5: Una érbita homoclinica a un equilibrio hiperbélico es estructuralmente inestable.

las variedades. Es decir, si My Mm Ny, entonces M, M N, para todo M, €
V(My) y para todo N, € V(Ny); ver figura[7.6 Por lo tanto, una interseccién
transversal de dos variedades invariantes de ([7.1]) es estructuralmente estable.

Figura 7.6: Intersecciones transversales persisten bajo pequeiias perturbaciones.

3. Por el contrario, si dos variedades se intersectan no transversalmente, enton-
ces una perturbacién genérica rompe la interseccién, o bien, la interseccion
se vuelve transversal; ver figura[7.7] Por lo tanto, una interseccién no trans-
versal de dos variedades invariantes de ([7.1]) es estructuralmente inestable.

4. En esta capitulo consideramos puntos de equilibrio hiperbdlicos de tipo silla.
El teorema de la variedad estable asegura que sus variedades invariantes W*
y W* tienen el mismo grado de suavidad que f. Luego, cualquier sistema C'-



Introduccion a la Teoria de Bifurcaciones — Pablo Aguirre 144

Figura 7.7: Perturbaciones genéricas de intersecciones no transversales rompen la interseccién, o bien, provocan
que la interseccion se vuelva transversal.

cercano posee un punto silla hiperbdlico y sus variedades invariantes W*?
son C'-cercanas a las originales; ver figura [7.8

Figura 7.8: Un punto silla hiperbdlico y sus variedades invariantes persisten bajo perturbaciones genéricas
suficientemente pequenas.

DEMOSTRACION LEMA . Supongamos que el equilibrio hiperbdlico xy de ([7.1]
posee n, valores propios con parte real positiva y n_ valores propios con parte
real negativa, con ny +n_ = n. Por hipdtesis, las variedades W*(xzq) y W"(x¢) se
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intersectan a lo largo de una 6rbita homoclinica I'y. A la luz de las observaciones
anteriores, basta probar que la interseccion es no transversal.

Sea x € I'y. Luego el vector f(x) es tangente a ambas variedades W*(xz¢) y
W"(zq) en el punto z. Por tanto,

f(x) € T,W?(xg) N T, W"(x9),

donde T, W*"(xy) denota el espacio tangente a W*"(zy) en x. Ademdas notemos
que dim (T, W*(xg)) = n_ y dim (T,W"(xo)) = ny. Por lo tanto, existen bases
de T,W*(zy) y de T,W"(xy), respectivamente, tal que comparten el mismo vector
f(z). Sin pérdida de generalidad, si la base de T, W*(xq) es {s1, s2, ..., Sn_—1, f(2)}
y la base de T, W*"(zo) es {w,u, ..., Uy, 1, f(z)}, entonces

dim (T, W*(zo) + T W (x0)) < n_ +mny — 1.

Por lo tanto, hay a lo mas n_ +n,. —1 =n — 1 # n vectores linealmente inde-
pendientes tangentes a estas variedades en x. H

A la luz del Lema [7], en lo que sigue nuestro objetivo es describir los posi-
bles retratos de fase no equivalentes cerca de un sistema que posea una Orbita

homoclinica en R? (en la seccién [7.2) y en R? (en la seccién bajo pequenas
perturbaciones C'.

OBSERVACIONES.

1. El analisis requerido en este capitulo es méas complicado que para bifurcacio-
nes locales, pues en general no existen formas normales topoldgicas globales
para sistemas con érbitas homo/heteroclinicas.

2. En ocasiones, es posible hallar algunas condiciones de genericidad tales que
todos los sistemas a un parametro satisfaciéndolas son topoldgicamente equi-
valentes.

3. Sin embargo, hay casos complicados en donde no hay equivalencia topolégica
en sistemas vecinos satisfaciendo las mismas condiciones de genericidad. Esto
nos impide encontrar diagramas de bifurcacién universales. En estos casos,
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de todas formas los distintos retratos de fase no equivalentes poseen ciertos
elementos en comun y revelan informacién ttil sobre la dindmica.

4. Las conexiones heteroclinicas dadas por intersecciones no transversales de
variedades invariantes de puntos silla hiperbdlicos también son estructural-
mente inestables. Sin embargo, el tinico evento “esencial” es la desaparicion
de la orbita heteroclinica; ver figura con un caso planar.

L= ¥
HX=oltg¥®

ol=l¥-¢

Figura 7.9: Una érbita heteroclinica dada por la intersecciéon no transversal de variedades invariantes es estruc-
turalmente inestable.

5. En R? es posible construir sistemas con una érbita heteroclinica estructura-
mente estable conectando dos puntos silla mediante la interseccion transver-
sal de variedades estable e inestable dos-dimensionales.

6. Los sistemas Hamiltonianos son una clase especial de sistemas dindamicos
para los cuales la presencia de una orbita homoclinica no transversal es
genérica.

7.2. Bifurcaciones homoclinicas planares

Considere un sistema dindmico planar
&= f(z,a), v € R* a R, (7.2)

con f suficientemente suave. Sea xy un punto silla hiperbdlico y supongamos que
para o = (0 existe una érbita homoclinica I'y conectando x.

Sea Y una seccién transversal unidimensional a la variedad estable local W* ()
en una vecindad de xy como en la figura [7.10, Definamos coordenadas locales
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en Y —denotadas por £ € R— tal que & = 0 corresponde al punto de interseccién
Y. N W5(xg). Esta construccion se puede repetir para todo campo f(x,a) con «
suficientemente pequeno. Sin embargo, notemos que para « # 0, genéricamente,
la variedad inestable W*(z() no retorna a z. Hay dos posibilidades: W"(xg) y
W*#(xg) se separan “hacia arriba” o bien “hacia abajo”.

Figura 7.10: Introduciendo una seccién transversal ¥ a W*(xq) se aprecia cémo las variedades invariantes se
reorganizan al mover el pardmetro o para formar la 6rbita homoclinica.

Sea £" el valor de la coordenada ¢ en la intersecciéon XN W"(xy). Notemos que
la conexion homoclinica existe ssi £ = 0.

Definicién 24 El escalar § = &" se llama funcién de separacion.

La condiciéon S = 0 es una condicién de bifurcacién para la bifurcacion ho-
moclinica en R?. Luego, en estas condiciones, la bifurcacién homoclinica tiene
codimensién uno; ver de nuevo la figura [7.10]

Teorema 20 (Andronov & Leontovich, 1939) Considere un sistema dindmico

planar
&= f(x,0a), r € R? acR, (7.3)

con f suave, el cual posee en o = 0 un punto silla hiperbolico xo = 0 con valores
propios A1(0) < 0 y A2(0) > 0, y una una drbita homoclinica T'y conectando xy.
Supongamos que se satisfacen las siguientes condiciones de genericidad:
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(H1) o = M\(0) + As(0) £ 0.
(H2) 5'(0) # 0, donde 5(a) es la funcion de separacion.

Entonces el sistema (7.3) posee (a lo mds) un dnico ciclo limite Lg en una ve-
cindad Uy de 'y U zg. Si o < 0 el ciclo es estable y existe para >0, y st 0 > 0
el ciclo es inestable y existe para S < 0.

Definicion 25 FEl numero o = A\; + Ay se conoce como cantidad silla.

La figura ilustra el caso 0 < 0. Para 8 = 0 la d6rbita homoclinica I'y es
internamente estable, es decir, atrae a las orbitas vecinas que comienzan en la
region encerrada por I'y. Ademas, el ciclo limite Lg es estable y existe estricta-
mente para $ > 0. Por el contrario, si ¢ > 0, ['y es internamente inestable y el
ciclo limite Ls es inestable y existe estrictamente para 8 < 0 como se muestra en

la figura [7.12]

Figura 7.11: Caso o < 0. La érbita homoclinica Ty es internamente estable, y el ciclo limite Lg es estable y
existe estrictamente para g > 0.

OBSERVACIONES.

1. Segun la condicién (H2), la funcién de separacién 5 = [(a) puede conside-
rarse como un nuevo parametro.
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Figura 7.12: Caso o > 0. La érbita homoclinica I'y es internamente inestable, el ciclo limite Lg es inestable y
existe estrictamente para § < 0.

2. A medida que || — 0, el ciclo Ls pasa cada vez mas cerca del punto silla
xo v le toma cada vez més tiempo “escapar” de la vecindad de xy. Como
consecuencia, el perfodo T de Lg tiende a infinito cuando |5| — 0; ver
figura [7.13]

Figura 7.13: El periodo T de Lg tiende a infinito cuando |3 — 0 (Caso o < 0).

DEMOSTRACION. Introducimos dos secciones transversales cerca del punto si-
lla: Sea X una seccion transversal a W?, y sea Il una seccion transversal a W*".
Y sean vy, vy vectores propios asociados respectivamente a Ay y Ay como en la
figura [7.14] Definimos una aplicacién de retorno de Poincaré P en la semi-seccién
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>T C ¥ de la forma
P:Y" 5%

P=QoA,

donde A : X" — II es un mapeo “local” en una vecindad de zg, y @ : II — X es
un mapeo “global”.

Figura 7.14: Construccién de una aplicacién de retorno de Poincaré P cerca de z.

Paso 1: Introduccion de coordenadas canonicas. Sin pérdida de generalidad po-
demos pensar que zy = 0; de no ser asi, siempre podemos llevar el equilibrio al
origen mediante una traslacion. Dado que z( es una silla hiperbdlica, existe un
cambio de coordenadas lineal e invertible que permite escribir ([7.3]) en la forma

{3'31 = M1+ g1z, x9),
Ty = Ao%o + go(1,22),

donde (z1,72) son nuevas coordenadas y g¢i,¢g> son funciones suaves de orden
O(||z]|?). Aqui el eje a1 coincide con E* y el eje x5 corresponde a E.

Paso 2: Linealizacion local de las variedades invariantes. Por el teorema de la
variedad estable, los conjuntos W*(z() y W"(x) existen y poseen representaciones
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locales dadas por:

Wite(wo) = {z2 = S(21), 5(0) = 5'(0) = 0},
Wige(xo) = {1 = U(z2), U(0) = U'(0) = 0},

donde las funciones S, U son tan suaves como el campo f; ver figura [7.15]

Figura 7.15: Variedades invariantes de xo en las coordenadas canénicas.

Definimos el nuevo sistema de coordenadas

{yl = 71— U(x9),
Y2 = 332—5(551),

en una vecindad de xy = 0. De esta manera obtenemos

I/Vlf)(:(xo) = {yl - 0})
mgc(xo) = {y2 - 0})
cerca de (0,0) como en la figura [7.16]

151

(7.4)

COMENTARIO: Mas técnicamente, en el cambio de coordenadas anterior consi-
deramos una transformacion global (yy,y2) = T'(x1,x9) tal que: i) T se defina
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Figura 7.16: Variedades invariantes locales cerca del origen.

como ([7.4)) en una vecindad de (0,0); ii) T" se defina como la identidad fuera de
la vecindad del origen; iii) T" sea suave.

En la figura podemos asumir que Q = {(y1,92) : —1 < y12 < 1}, o bien
simplemente hacer un rescalamiento apropiado en los ejes.

De esta manera, el sistema toma la forma:

{?)1 = \iy1 +yihi (v, v2), (7.5)
Uo = Aoya + Yoho(y1, v2),

donde hy o = O(||y||). Aqui, (7.5]) es un sistema no lineal suave con un punto silla
en el origen cuyas variedades invariantes [ocales son lineales y coinciden con los
ejes coordenados en ().

Paso 3: Linealizacion local C' del sistema. Introducimos nuevas coordenadas
(&,m) en € tal que el sistema ([7.5) se vuelva lineal:

(o "
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En otras palabras, construimos una C'-conjugacién

f - @(yl, y2)a

(O3
n =Yy, y2),

de la siguiente forma: Sea y € ) y consideremos su érbita bajo como en la
figura [7.17] Sean 71,75 los valores absolutos de los tiempos requeridos para que
esta érbita llegue a la frontera 0€) desde el punto inicial y. Se puede probar que
el par (11, 73) queda tnicamente determinado para todo y # 0 en cada cuadrante
de Q y viceversa —Tarea: compruébelo! (Para puntos en los ejes y; =0 0 y, =0
debemos definir 71 2 = 00).

Figura 7.17: Construccién de la transformacién (£,1) = ®(yy,y2) en Q.

A continuacién definimos la imagen (&y,79) = ®(y) del punto inicial y como
aquel punto en €2 con los mismos tiempos de “salida” 7y, 7 bajo . Luego, basta
tomar la drbita correspondiente que pasa por ®(y) bajo el flujo lineal de ([7.6)
dado por:

g(t) = §Oe>\1t7

n(t) = noe’".
Por ejemplo, sea un punto (£1,7;) € ¥ de la forma & =1, 0 < n; < 1. El “tiempo
de vuelo” T necesario para que la 6rbita que parte en (1,7;) llegue a IT bajo ([7.6))
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satisface 1 = meMT y luego, T = /\%log (%) Si especificamos T = 7 + 7,
entonces 1, = e 2(M+7) y 1a érbita de (7.6 que parte en (1, e‘Az(TlJFT?)) € X llega
al punto (eAl(ﬁ”Z), 1) € II después de un tiempo 71 + 7. Luego, basta escoger
®(y) como aquel punto de esta érbita que la separa en tramos de tiempo 71 y 7o,
respectivamente.

El mapeo ® : Q — Q es un C'-difeomorfismo que lleva 6rbitas de ([7.5)) en érbi-
tas del sistema lineal , preservando la parametrizacion del tiempo; ademas,
® transforma cada componente de 02 en si misma de manera homeomorfa. ®
queda definida como la identidad sobre los ejes coordenados y, en particular para

y = 0 tomamos £ = 0,7 = 0.

Figura 7.18: Anélisis de la composicién P = Q o A.

Paso 4: Andlisis de la composicion P = () o A. Ahora podemos construir A
analiticamente a partir de (7.6). Podemos asumir que

Y={e=1, -1<n<1},

de manera que podemos parametrizar X por la variable 7. Luego, X% queda

definido mediante
St={¢=1,0<n<1},

como en la figura [7.18 Similarmente,
M={n=1 -1<¢<1},
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y la variable £ actia como coordenada en II.
Integrando el sistema lineal (7.6]) en Q obtenemos:

Ac:Y, —1I, an’:n_/\l/)‘?.
Notemos que A es no lineal a pesar que sea lineal. Ademds, por continuidad
asumimos que £ = 0 para 7 = 0. Ademas, en rigor, A\; 2 = A; (), donde § es la
funcion de separacién.

Por otro lado, el mapeo global @ : IT — 3 expresado en términos de (£,7) es
de clase C! e invertible, y tiene la forma

¢ n =B+ af+0(£),

donde a = a(f) > 0 pues las érbitas no se pueden intersectar; ver figura
nuevamente.
Con todo esto, ya podemos calcular P = () o A quedando de la forma:

P:X, =3 nr—>ﬁ+an_)‘1/)‘2—|—---.

Analicemos los puntos fijos de P con |n| pequeno y para || pequeno, es decir,
buscamos 6rbitas periddicas cerca del punto silla, candidatas a bifurcarse en la
6rbita homoclinica. Notemos que 0 = Ay + Ay < 0 ssi —A;/Ay > 1. Observando
los posibles graficos de P en la figura [7.19, podemos concluir lo siguiente: En el
caso o < 0, P posee un tnico punto fijo no trivial —i.e., ciclo limite en el sistema
original— el cual existe para 8 > 0; en cambio, si ¢ > 0, hay un tinico punto fijo
no trivial el cual existe para § < 0. La estabilidad del ciclo sigue de analizar el
mapeo P en cada caso. B

COMENTARIOS.

1. También es posible considerar érbitas homoclinicas “grandes” como la de la
figura [7.20, En estos casos, el teorema anterior también sigue siendo valido.

2. La condicién (H2) del teorema (3'(0) # 0) es equivalente a la transversalidad
de la intersecciéon de ciertas variedades invariantes del sistema extendido

{ j;:f(xuo‘)y

a=0.
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Figura 7.19: Anilisis de los puntos fijos de P en los casos 0 = A1 + A2 < 0 (izquierda) y o > 0 (derecha).

Figura 7.20: Aplicacién del teorema anterior para la bifurcacién de una érbita homoclinica de gran amplitud en
el caso o0 < 0.

En efecto, sea xo(a) la familia de puntos silla para |«a| pequeno. Esta fa-
milia define una variedad de equilibrios en el espacio extendido (o, ). Esta
familia posee variedades estable e inestable bidimensionales W*® y W" fo-
liadas por W*(zo(a)) y W¥(zo()), respectivamente. Es decir, cada seccién
transversal o = cte coincide con las variedades unidimensionales W*(zy(«))
y W¥(zo(a)), respectivamente; ver figura [7.21] La condicién (H2) significa
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que W?* y W" se separan con velocidad no nula a medida que « pasa por
o = 0. Esto es, las variedades WW* y W" se intersectan transversalmente a
lo largo de I'y en @ = 0 en el espacio tridimensional del sistema extendido.

Figura 7.21: La condicién (H2) significa que las variedades W?* y W" se intersectan transversalmente a lo largo
de T'g en @ = 0 en el espacio extendido (o, 1, z2).

Es posible probar que esta condicién de transversalidad es equivalente a la
llamada condicion de Melnikov:

> Ofs ofi L1Of1 Ofy

donde el campo f = (f1, f2)! estd evaluado en @ = 0 a lo largo de una
solucién 2Y(+) de ([7.3) que corresponda a la érbita homoclinica I'y.

7.3. Bifurcaciones homoclinicas en R?

En sistemas tridimensionales se tienen dos tipos de puntos silla hiperbdlicos:
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1. Silla: Corresponde al caso de tres valores propios reales Ai, As, A3 € R.

2. Silla-foco: Corresponde al caso de dos valores propios complejos y uno real
A1, Ag € C,)\g e R.

Esta distincién es esencial pues la naturaleza de la bifurcacion homoclinica en
tres dimensiones dependera fuertemente de si estamos en el caso de una silla o de
un punto silla-foco. En esta exposicién asumiremos que el punto silla posee una
variedad estable W* de dimensién dos y una variedad inestable W* de dimension
uno. La figura muestra los retratos de fase respectivos. Note que los casos
opuestos —i.e., dimW?* = 1,dimW" = 2— pueden tratarse de manera analoga
invirtiendo el sentido del tiempo.

ii t A&D a7 )’z‘?
1 : )

~~

w Al e

Figura 7.22: Retratos de fase cerca de un punto silla y un silla-foco con variedad estable bidimensional y variedad
inestable unidimensional.

Definiciéon 26 Los valores propios con parte real mds cercana al eje imaginario
se l[laman valores propios principales. El correspondiente espacio propio se
dice espacio propio principal.

En nuestros casos a considerar, en la figura el valor propio estable prin-
cipal del punto silla es Ao; luego, la teoria de equilibrios hiperbélicos nos asegura
que casi todas las 6rbitas en W# (i.e., todas las érbitas genéricas en W¥) se aproxi-
man al equilibrio tangentes al espacio propio principal (unidimensional) asociado
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a Ag; la excepcion son solo dos orbitas las cuales convergen a x( tangentes al es-
pacio propio asociado a A3. Por otro lado, en el caso silla-foco los valores propios
principales son Ay ¥y A3 = Ay y el espacio propio principal es bidimensional.

Definicién 27 Definimos la cantidad silla o como la suma del valor propio
positivo y la parte real de un valor propio principal. Concretamente tenemos:

1. Szlla o = )\1 + )\2.
2. Silla-foco: 0 = A1 + Re(Aa3).

El cuadro muestra los principales eventos u objetos que da lugar una bi-
furcacién homoclinica en R® —estos pueden ser draméticamente distintos depen-
diendo de la naturaleza del punto de equilibrio y del signo de la cantidad silla.
Probaremos estos resultados —descubiertos por L. P. Shilnikov (1934-2011)—, a
continuacion.

silla silla-foco
o < 0| 1 ciclo estable | 1 ciclo estable
oc>0 1 ciclo silla caos!

Cuadro 7.1: Los teoremas de Shilnikov — Una bifurcacién homoclinica en R3 puede tener conse-
cuencias muy distintas dependiendo del punto de equilibrio y del signo de la cantidad silla o.

7.3.1. Bifurcaciones homoclinicas en R? — Caso silla

Teorema 21 (Silla, 0 < 0) Considere un sistema dindmico tridimensional
i = f(z,a), r €R* aeR, (7.7)

con [ suave, el cual posee en o = 0 un equilibrio silla xg = 0 con valores pro-
pios A\1(0) > 0 > X(0) > A3(0), y una drbita homoclinica 'y conectando x.
Supongamos que se satisfacen las siguientes condiciones de genericidad:

(H]) o= )\1(0) + )\2(0) < 0.
(H2) 20(0) £ 25(0).
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(H3) Ty regresa a xy (para t — o0o) tangente al espacio propio principal.
(H4) 5'(0) # 0, donde 5(a) es la funcion de separacion.

Entonces el sistema posee un unico ciclo limite Lg en una vecindad Uy de
Lo Uzg para todo B > 0 suficientemente pequeno. Ademds, el ciclo Lg es estable.
Mads aun, todos estos sistemas son localmente topologicamente equivalentes cerca
de T'g U xg para todo |« suficientemente pequerio.

Bajo las condiciones del teorema anterior, una bifurcacion homoclinica a un
punto silla en R? con o < 0 es completamente andloga al caso planar; ver figu-

ra y compare con la figura [7.11]

el e

Figura 7.23: Caso ¢ < 0 cuando el equilibrio es una silla con valores propios reales — Al romperse la érbita
homoclinica I'y se bifurca un nico ciclo limite Lg el cual es estable y existe estrictamente para 8 > 0.

Sin embargo, las similitudes terminan ahi. Efectivamente, si ¢ > 0 debemos
distinguir dos casos topolégicamente no equivalentes, los cuales dependen de la
topologia de W*# () cerca de I'y. Fijemos una vecindad pequena Uy de I'gNzy. La
érbita homoclinica I'y estd enteramente contenida en la variedad estable W#(x).
Por lo tanto, la variedad W#(xz() se puede extender “hacia atras en el tiempo” a
lo largo de Ty dentro de esta vecindad fija. En cada punto ¢!(z) € I’y es posible
definir un plano tangente a esta variedad. Para ¢ — oo este plano coincide con
E*. Por otro lado, para t — —oo, genéricamente, W?(xy) se acerca al plano
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generado por el vector propio inestable v; y el vector propio no principal vs.
Luego, genéricamente, la variedad W?*(zy) se intersecta a si misma —més bien,
su clausura se intersecta— cerca del punto silla a lo largo de la variedad estable
fuerte W**(x), la cual es una subvariedad de dimension 1 asociada al valor propio
estable no principal \g; ver figura [7.24].

Por lo tanto, la parte de W*(z) en Uy a la cual pertenece I'y es (genéricamente)
una subvariedad bidimensional no suave M. La figura muestra los dos casos
posibles: En el primero, M forma una superficie orientable (i.e., equivalente a un
cilindro topoldgico) y uno habla de una bifurcacién homoclinica orientable; en
cambio, en el segundo caso, M es topoldgicamente equivalente a una cinta de
Mobius y uno dice que ocurre una bifurcacién homoclinica no orientable.

Figura 7.24: La variedad estable W*(xq) puede “cerrarse” formando localmente una superficie orientable o no
orientable.

Teorema 22 (Silla, 0 > 0) Considere un sistema dindmico tridimensional
= f(z,0), € R a€R, (7.8)

con f suave, el cual posee en o = 0 un equilibrio silla xo = 0 con valores propios
A1(0) > 0 > X(0) > A3(0), y una una orbita homoclinica I'y conectando xy.
Supongamos que se satisfacen las siguientes condiciones de genericidad:

(H1) o = M\ (0) + A\(0) > 0.
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(H2) Aa(0) # X(0).

(H3) Ty regresa a x¢ (para t — o) tangente al espacio propio principal.
(H4}) Ty es orientable, o bien, no orientable.

(H5) p'(0) # 0, donde B(a) es la funcion de separacion.

Entonces, para todo |a| # 0 suficientemente pequeno existe una vecindad Uy de
F'oUxg en la cual se bifurca (a lo mds) un unico ciclo limite Lg desde Iy, y que
ademds es un ciclo de tipo silla. El ciclo existe para 8 < 0 si I'g es orientable,
y para B > 0 si I'g es no orientable. Mas aun, todos los sistemas con I
orientable (resp. no orientable) son localmente topoldgicamente equivalentes en
una vecindad Uy para todo |« suficientemente pequeno.

La figura muestra este resultado en el caso orientable mientras que el caso
no orientable aparece en la figura [7.26]

pro

i/ Vool a1 P

Figura 7.25: Bifurcacién homoclinica orientable en R3 con o > 0.

IDEA DE LA DEMOSTRACION DE LOS TEOREMAS [21] Y 22 Sin pérdida de ge-
neralidad supongamos que el equilibrio silla estd en el origen xy = 0. Tomemos
coordenadas en R? tal que la variedad estable W} (z) esté localmente contenida

en el plano x; = 0y W».(zo) esté localmente contenida en el eje 9 = x5 = 0
como en la figura [7.27, Podemos asumir que el campo ([7.8) ya estd escrito en
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Figura 7.26: Bifurcacién homoclinica no orientable en R3 con o > 0.

estas coordenadas. Ademads, supongamos que en W} (zy), el eje xo corresponde
al espacio propio principal y el eje x3 es el espacio propio no principal. Sean las
secciones transversales ¥ C {xe = €2} y II C {x1 = €1}, para ;2 > 0 pequetios.
Supongamos que la érbita homoclinica I'y intersecta ambas secciones X y II.

Figura 7.27: Analisis de la composicién P = Q o A.
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i Msna (€25

i

’Pq:raa

Figura 7.28: Representacién de la imagen P(X7) en una bifurcacién homoclinica en R? en el caso o < 0.

Similarmente al caso planar, definimos una aplicacién de retorno de Poincaré
P :¥" — ¥ alo largo de érbitas de ([7.8)) como la composicion P = @ o A,
donde A : X7 — II es un mapeo local cerca de la silla y Q : I — X es una
aplicacion a lo largo de la parte global de I'y. El mapeo local queda determinado
esencialmente por la parte lineal de ([7.8)) cerca de la silla. Notemos que la imagen
A(XT) C II por A del rectdngulo X7 tiene la forma de un “cuerno” cuya punta
se ubica en el eje z1 (de hecho, la punta puede considerarse como la imagen de
todo el segmento X7 N {x; = 0} y coincide con la interseccion W*(xy) N1I). Este
cuerno es luego mapeado por () de regreso a X; la manera en que queda definida
esta imagen P(37) en 3 depende de la orientabilidad de la bifurcacién como en
la figura para el caso ¢ < 0 y en la figura para el caso o > 0. Para
B = 0, si T'y es orientable, P(X") se intersecta no trivialmente con 3*; de lo
contrario, si Iy es no-orientable, la interseccién con ¥~ = X\ X7 es no trivial; ver
figura . En las figuras y , la punta del cuerno P(X%) corresponde a
la imagen de W*"(xq) bajo Q. Luego, por definicién de la funcién de separacién
B, esta punta debe ubicarse en X" si 5 > 0, y en X~ si 8 < 0. Por otro lado,
debido a la orientabilidad (resp. no orientabilidad) de M, P(3") se intersecta
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Figura 7.29: Representacién de la imagen P(X1) en una bifurcacién homoclinica en R? en el caso o > 0.

transversalmente con W#*(xg) N X —i.e, con el eje x; = 0— para § < 0 (resp.
g >0).

Notemos que P siempre actia como una contracciéon a lo largo del eje x3.
Luego, el andlisis de puntos fijos de P se puede reducir a un mapeo unidimensional
de la forma

xlr—>5+Ax1_’\1//\2+'--,

donde A > 0 en el caso orientable y A < 0 en el caso no orientable. Por lo tanto, si
o < 0, P actiia como una contraccién en X7 para 8 > 0y, luego, posee un tinico
punto fijo que es estable en P(XT) y que corresponde a un ciclo en el sistema

completo ([7.8)); ver figura [7.28]
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Analogamente, si ¢ > 0, P contrae a lo largo del eje x3 y expande en la

direccién longitudinal al cuerno. Por lo tanto, existe un punto fijo silla en X+
para 3 < 0 o 8 > 0 dependiendo de la orientabilidad; ver figura [7.29, W

7.3.2. Bifurcaciones homoclinicas en R?> — Caso silla-foco

Teorema 23 (Silla-foco, o < 0) Considere un sistema dindmico tridimensional
i = f(z,a), r €R® acR, (7.9)

con f suave, el cual posee en o = 0 un equilibrio silla-foco xy = 0 con valores
propios satisfaciendo A1(0) > 0 > Re(A23(0)), y una orbita homoclinica I'y conec-
tando xy. Supongamos que se satisfacen las siguientes condiciones de genericidad:

(H]) o= )\1(0) + Re()\273(0)) < 0.

(12) 2(0) # Xs(0).
(H3) B'(0) # 0, donde f(a) es la funcion de separacion.

Entonces el sistema ([7.9) posee una tinica orbita periddica Lg en una vecindad
Uy de I'o U g para todo B > 0 suficientemente pequeno. Ademds, el ciclo Ls es
estable.

La figura[7.30]ilustra este teorema. Si 5 < 0 el sistema no posee érbitas periédi-
cas en la vecindad Uj. En cambio, si § > 0 la rama superior de W*(z) tiende al
ciclo limite estable L parat — oco. Ademas, el periodo de Lg tiende a oo a medida
que 3 — 07. Por lo tanto, en lo que respecta a la existencia, unicidad y estabili-
dad de Lg, la bifurcacién homoclinica silla-foco con ¢ < 0 es también anédloga al
caso planar. Sin embargo, no todos los sistemas de la forma satisfaciendo las
condiciones de genericidad del teorema son topoldgicamente equivalentes entre si.
En general, no son equivalentes pues el niimero

A1(0)

" Re(X23(0)) 0

Yy =

es un invariante topologico para sistemas con una érbita homoclinica a un silla-
foco.
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Figura 7.30: Representacién de la imagen P(X7) en una bifurcacién homoclinica en R? en el caso o > 0.

Teorema 24 (Silla-foco, o > 0) Considere un sistema dindmico tridimensional
= f(r,a), € R’ a€R, (7.11)

con f suave, el cual posee en o = 0 un equilibrio silla-foco xy = 0 con valores
propios satisfaciendo A1(0) > 0 > Re(A23(0)), y una drbita homoclinica I'y conec-
tando xy. Supongamos que se satisfacen las siguientes condiciones de genericidad:

(H1) o = A\1(0) + Re(A23(0)) > 0.

(H2) A2(0) # A3(0).

(H3) 5'(0) # 0, donde 5() es la funcion de separacion.

Entonces el sistema tiene un numero infinito de ciclos de tipo silla en una

vecindad Uy de T'g U xg para todo |a| suficientemente pequerio.

IDEA DE LAS DEMOSTRACIONES DE LOS TEOREMAS Y [24] El primer paso
es seleccionar un sistema de coordenadas tal que W#(x() corresponda localmente
al plano 1 = 0 (i.e., el plano (zg,x3)) vy W"(x¢) sea localmente la recta xo =
x3 =0 (i.e., el eje ¥1) como en la figura [7.31] Similarmente a las demostraciones
anteriores, definamos dos secciones transversales > y II en una vecindad de z.
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Figura 7.31: Analisis de la composicién P = Q o A.

Concretamente, consideremos ¥ C {xe2 = e} y II C {z1 = €1}, para €12 > 0
pequenos. Supongamos que la 6rbita homoclinica I'y intersecta ambas secciones
>y II.

Similarmente al caso planar, definimos una aplicacién de retorno de Poincaré
P : ¥t — ¥ alo largo de érbitas de como la composicion P = () o A,
donde A : X7 — II es un mapeo local y @ : II — X es una aplicacién a lo
largo de la parte global de I'y. Al igual que en el caso silla, el mapeo local queda
determinado esencialmente por la parte lineal de ([7.8)) cerca de la silla. Notemos
que la imagen A(XT) C IT por A del rectangulo X7 tiene la forma de una “espiral
solida” —también llamada serpiente de Shilnikov— cuyo extremo central se ubica
en el eje z1 (de hecho, ese punto puede considerarse como la imagen de todo el
segmento X N {x; = 0} y coincide con la interseccién W (xq) N IT).

Consideremos el caso 8 = 0, es decir, en el momento en que existe la érbita
homoclinica T'y. Miremos con atencién el conjunto P(X7) C X. El origen de la
“serpiente” es mapeado por () en la interseccion de I'y con X ubicada en el plano
1 = 0. Dependiendo del signo de o se tienen los bosquejos de la figura [7.32]
Notemos que la intereccién de 3 con W#(x) divide a la serpiente en un nimero
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Figura 7.32: Representacién de la imagen P(X7) en una bifurcacién homoclinica en R? en el caso silla-foco.

infinito de segmentos superiores e inferiores, i.e., ubicados en el semiespacio x; >
0, o bien, x1 < 0, respectivamente. Consideremos los segmentos semi-espirales
superiores y sus preimagenes bajo P, y denotémoslos por P(X;), P(X3),... y
Y1, 20, ..., respectivamente. Notemos que las preimagenes >;, © = 1,2... son
bandas horizontales en X1 intercaladas con bandas que son las preimdgenes de
las semi-espirales inferiores. Todas estas bandas se acumulan en W?% N .

Caso o > 0. Debido a la expansion a lo largo del eje zq, las intersecciones
¥;NP(X;) son no vacias a partir de cierto i > iy, donde ; es algin natural (iy = 2
en la figura [7.32)). Cada conjunto ;N P(X;) consiste de dos componentes y forma
una herradura de Smale. Luego, cada herradura implica un nimero infinito de
puntos fijos de tipo silla para P. Estos puntos fijos corresponden a ciclos de tipo
silla del sistema continuo ([7.11]) en una vecindad de I'y N xg.

Caso 0 < 0. En este caso, debido a la contraccién en el eje x1, existe un niimero
natural iy tal que para todo i > iy la interseccién ¥; N P(X;) es vacia (ip = 2 en
la figura . Por lo tanto, no hay puntos fijos de P en X" cerca de T.

Por ultimo, consideremos el caso 8 # 0. El punto que corresponderia a la 6rbi-
ta homoclinica I'y (i.e., W"(z)) se desplaza de la linea horizontal en 3. Luego,
ahora solo hay un nimero finito de segmentos semi-espirales; ver figura [7.33] en el
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(p7o7

Figura 7.33: Representacién de la imagen P(XT) en una bifurcacién homoclinica en R3 en el caso silla-foco
cuando S > 0.

caso 3 > 0. Por tanto, si ¢ > 0 solo permanecen un ntumero finito de herraduras
de Smale. De todas maneras, esto implica que todavia existe un ntmero infinito
de ciclos de tipo silla en para todo |f| suficientemente pequeno. Por el
contrario, si o < 0, el mapeo P actiia como contraccién en X7 para 8 > 0y, por
lo tanto, tiene un unico punto fijo atractor que corresponde a un ciclo estable

de ([7.11)). Por otro lado, no hay érbitas periddicas cerca de I'y si 5 < 0. B

COMENTARIOS.

1. Al igual que en el caso silla-foco con ¢ < 0, no es posible decir que los
diagramas de bifurcacién de todos los sistemas que satisfagan (H1)-
(H3) son topoldgicamente equivalentes. La razén es la misma: la invarianza
topolodgica de vy dado por ([7.10)).

De hecho, la estructura topologica completa del retrato de fase cerca de la
6rbita homoclinica no se conoce, aunque se puede decir bastante. Sea (1)
el conjunto de todas las secuencias bi-infinitas no equivalentes

w={..,w_9,w_1,Wwy,w1,ws ...},
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donde w; son enteros no negativos tales que

Wit1 < VW

para todo ¢ = 0,%1,+£2,..., y para algin ntmero real v > 0. Si v < v,
entonces en § = (0 existe un subconjunto de orbitas de ubicadas en
una vecindad Uy de I'g N x(y para todo ¢ € R; este conjunto de orbitas esta
en correspondencia 1-1 con Q(v). El nimero w; se puede interpretar como el
numero de “pequenas”’ rotaciones hechas por la érbita cerca de xy después
de la i-ésima vuelta “global”.

Figura 7.34: Representacién de la imagen P(¥%) en una bifurcacién homoclinica en R3 en el caso silla-foco
cuando 5 > 0.

2. A medida que [ se aproxima a cero tomando valores positivos o negativos,
ocurre un numero infinito de bifurcaciones. Algunas de estas bifurcaciones
se relacionan con un ciclo limite “primario”, el cual realiza una vuelta global
a lo largo de la orbita homoclinica. La figura [7.34] muestra el diagrama del
periodo T de este ciclo con respecto a 3. Si o < 0, el perfodo T3 — 0o en
forma mondtona a medida que S — 07, pues el ciclo existe exclusivamente
cuando S > 0. En cambio, si ¢ > 0, T — oo en forma “serpenteante” (no
monotona) a medida que § — 0; notemos que [ va tomando valores positivos
y negativos en el proceso. La presencia de estos giros y contoneos significa que
el ciclo desaparece y aparece via bifurcaciones fold infinitas veces (denotados
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como LPC enla figura[7.34)). Note que para cualquier | 3| # 0 suficientemente
pequeno existe solo un numero finito de estos ciclos primarios —difieren en
el nimero de rotaciones “pequenas” cerca del silla-foco; mientras mas alto
el periodo, mas rotaciones posee el ciclo.

Maés atn, el ciclo también exhibe bifurcaciones period-doubling marcadas
como PD en la figura[7.34)). Cada uno de los ciclos “secundarios” de perfodo
doble también se bifurca a medida que f — 0. Cada uno de estos ciclos
(primarios y secundarios) son de tipo silla para || suficientemente pequeno.

Por si eso fuera poco, existe otro tipo de bifurcaciones cerca de § = 0 aso-
ciadas a orbitas n-homoclinicas, las cuales se caracterizan por realizar n — 1
vuelos globales antes de cerrarse y formar la conexiéon en zy. Ademas, pa-
ra cada una de estas orbitas n-homoclinicas secundarias el sistema exhibe
dindmica de herraduras de Smale y caos al igual que en el escenario ho-
moclinico original.

Por lo tanto, el cuadro completo del diagrama de bifurcaciéon es extremada-
mente complejo!

3. En el caso estudiado aqui consideramos n_ = dimW?* = 2, n, = dimW" = 1.
Para el caso opuesto, basta invertir la direcciéon del tiempo y considerar las
sustituciones \; — —\;, 0 — —o, estable — repulsor.

4. Para estudiar bifurcaciones homoclinicas en R", n > 4, se puede construir
una llamada variedad central homoclinica (parametro-dependiente) cer-
ca de una orbita homoclinica. Luego, el estudio de bifurcaciones homoclinicas

en dimensiones altas se puede reducir apropiadamente al caso de sistemas
en R?, R3 o R, etc.
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