UTFSM - Primer semestre 2017
Teoria de Bifurcaciones
PROFESOR: PABLO AGUIRRE

TAREA 4

1. Considere el mapeo

f,{£ = X+ g1(6,m),
Ln o= o+ g2(8m),

con (£,n) € U C R?, donde 0 < [A| < 1, |u| > 1,y g1,92 son O(2) en & y .

(a) ;Cudles son las variedades estable e inestable, respectivamente, del mapeo linealizado?

(b) Argumente por qué las variedades estable e inestable local del origen se pueden representar
como los gréficos de funciones C”, es decir, W} (0) = gr(h*(§)), W}%.(0) = gr(h*(n)), donde
h*(0) = h*(0) = Dh*(0) = Dh"(0) = 0.

(¢) Sea la transformacién de coordenadas
(@, y) = (§ = h"(n),n = h*(§)).
Muestre que el mapeo f toma localmente la forma

{:L' = >\J"+f1($ay)7
y = py+ fa(z,y),

con f1(0,y) =0, fa(z,0) = 0. ;Cudles son las formas especificas de fi y f2 en términos de
g1y g2?
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Figure 1:



(d) Suponga que el mapeo f posee un punto homoclinico g. Considere la regién V en la
Figura 1, con un lado a lo largo de W*(0) emanando desde ¢, un lado a lo largo de W*(0)
emanando desde ¢, y los restantes dos lados paralelos a los vectores tangentes de W#(0)
y W%(0) en q. Muestre que V se puede escoger tan pequefio tal que f~* (V) =V, c U
y fFo(V) = Vy € U como en la figura. En particular, muestre que para algunos enteros
positivos kg, k1 > 0, ambos conjuntos f¥ (V) y =% (V) estdn en el primer cuadrante con
sus lados coincidiendo con las partes de W#(0) y W*(0) como en la figura.

(e) Pruebe que si W*(0) y W*(0) se intersectan transversalmente en g, entonces también deben
interseptarse transversalmente en f¥(q) para cualquier entero k.

2. Suponga que la aplicacién f : R?> — R? es un C"-difeomorfismo, » > 1, y posee un punto fijo
hiperbdlico en pg cuyas variedades estable e inestable se intersectan transversalmente como se
muestra en la figura 2(a). Estamos interesados en la dindmica cerca de py. Suponga que en
coordenadas locales (z,y) cerca de pp la linealizacién de f tiene la forma

r — Az,
y = opy,

Df(po) : {

con A < 1, u > 1, tal que las drbitas cerca de py aparecen como en la figura 2(b). Sin embargo,
sabemos que las variedades estable e inestable cerca de pg oscilan infinitamente como se muestra
en la figura 2(a). ;Son contradictorias las figuras 2(a) y 2(b)? Si no lo son, muestre cémo las
6rbitas en la figura 2(b) se manifiestan en la figura 2(a).
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Figure 2:

3. Considere un C"-difeomorfismo, r > 1, f : R? — R? con puntos fijos hiperbélicos en py v p1,
respectivamente. Suponga que ¢ € W*(po) N W*¥(p1); entonces ¢ se dice un punto heteroclinico,
y si W*(pg) intersecta W*(p;) transversalmente en ¢, entonces g se dice un punto heteroclinico
transversal; ver figura 3(a).



(a) ;La existencia de un punto heteroclinico implica la existencia de herraduras de Smale?

(b) Adicionalmente, suponga que W*(pg) intersecta W*(p1) transversalmente y se forma un
ciclo heteroclinico como se muestra en la figura 3(b). Explique detalladamente cémo (y por
qué) en este caso uno puede hallar herraduras de Smale.

(¢) Suponga que una rama de W*(pg) coincide con una rama de W?*(p;), pero W*(pg) sigue
intersectando a W"(p;) transversalmente en ¢ como en la figura 3(c). (Es posible hallar
herraduras de Smale?
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Figure 3:

4. (Lenguas de Arnold en el mapeo logistico con retardo perturbado) Considere la
ecuacion en recurrencia xy11 = rxg (1 —xp_1)+¢, la cual puede ser reescrita en forma equivalente
como el sistema discreto bidimensional

p i — rz(l—y) +e
Ly = o

donde 7 > 0 y € € R son parametros.

(a) Verifique que existe un punto fijo no-trivial en las coordenadas

o *_—1—1—7“—}—\/Z
R 2r ’

donde A =% + r(4e — 2) + 1.

(b) Verifique para e = 0, los valores propios asociados al punto fijo (z*,y*) son A 2(r,0) =
% (1 ++/5— 47“). Concluya que el sistema pasa por una bifurcacién Neimark-Sacker para
(r,€) = (2,0) en el punto (z*,y*).



(c) Escriba los valores propios A1 2(2,0) en su forma polar ¢?™ para un cierto k € R apropiado.
. Es este k un nimero racional o irracional?

(d) Para e # 0 suficientemente pequeno, verifique que los valores propios del punto fijo (z*, y*)
son

)\172(7",6):1<1—\/Z+rj:\/A+(r—3)2—2\/2(5—|—7“)>.

(e) Pruebe que la relacién r = %ﬁ define una curva de bifurcaciéon Neimark-Sacker en el plano
(r,€). Haga un bosquejo de esta curva cerca del punto (r,€) = (2,0).

(f) Suponga que esta bifurcacién Neimark-Sacker es supercritica (se puede probar, pero no
es necesario hacerlo). Sin calcularlas directamente, argumente e identifique posibles re-
giones (y sus fronteras) en el plano (r,€) cerca de (2,0) en que hay dindmica periddica,
cuasiperiddica, ninguna de las anteriores, etc.

5. Considere la siguiente aplicacién suave a dos parametros P, : ST — S,
Py c(p) =¢+ a+esinb,

donde 0 < e < 1, p,a (mod 27). Calcule expresiones asintéticas para las curvas que acotan una
regién en el plano («, €) correspondientes al mapeo teniendo nimero de rotacién p = %
Ayuda: Un nimero de rotacién p = % implica la presencia de puntos de periodo dos, y las
fronteras estan definidas por las bifurcaciones fold de estos ciclos.



