UTFSM - Primer Semestre 2017
Certamen 2 - Teoria de Bifurcaciones

Instrucciones:

e Este certamen consta de cuatro preguntas. Debe responder solamente tres de ellas.
e Justifique todas sus respuestas y redactelas de la forma mas clara posible.

e Tiempo: 180 minutos.

1.- (33 pts.) Considere una familia de sistemas dindmicos continuos en R", dependiendo de un

pardmetro u € R, que posee una drbita periddica 7, para cada p. Sea
P,:¥—=3%

la aplicacién de retorno de Poincaré asociada a v, definida en una seccién transversal X C R 1,
para |u| suficientemente pequeno. Suponga que en p = 0 el punto fijo de Py tiene los valores
propios Ay = =1y |[A\j| < 1, con —1 < Re();) < 0 para todo j = 2,...,n — 1; y por lo tanto, el
punto fijo de Fy es no-hiperbdlico. Suponga que la restriccién de P, a una variedad central W
1-dimensional tiene la forma

Pz —(14+p)z—23, z€(—€e€), p~o0.

(a) Investigue las bifurcaciones de P para p suficientemente cerca de p = 0y dibuje el diagrama
de bifurcacién de Py en el espacio (u, ).

(b) Escriba en forma explicita un sistema discreto (n — 1)-dimensional que sea conjugado a la
aplicaciéon de retorno de Poincaré P,.

(c) En el caso n = 3, dibuje los posibles retratos de fase del sistema continuo para pu < 0,
p =0,y u> 0. Identifique la estabilidad (atractor, repulsor, silla) de los ciclos presentes en
cada caso.

2.- (33 pts.) LacurvaI'o = {y = £tz/1 -2, 2 =0, con z € (0,1]} es una 6rbita homoclinica al

origen del sistema

i o= —z+2y+a?
Yy = 2x—y—3x2+%xy,
z = —bz.

(a) ;Cudl es el nimero maximo posible de 6rbitas periddicas que pueden nacer desde este loop
homoclinico en bifurcaciones genéricas del sistema?

(b) Considere ahora el sistema

&t = x—2y— 2’
y = —2z+y+32%— 3y,
z = -z

;, Cudl es el nimero maximo posible de 6rbitas periddicas que pueden nacer desde bifurcaciones
globales del sistema? Ayuda: Piense en pequenas perturbaciones en la parte lineal del sistema.



3.- (33 pts.) Considere un sistema dindmico continuo & = f(x,a) en R? definido por un campo
de vectores de clase C" en (z,a), r > 1. Suponga que para o = 0 el sistema posee dos drbitas
periédicas hiperbdlicas v1 y 72 de tipo silla. Ademds, asuma que existe un ciclo heteroclinico
formado por dos conexiones heteroclinicas transversales I'y y I's formando un loop PtoP entre +;

Y 2.

(a) Explique cémo el ciclo heteroclinico se manifiesta a nivel de la aplicacién de retorno de
Poincaré en una seccién transversal a 1 y 2. jQué consecuencias se tienen para la dindmica?
Sugerencia: Considere las variedades invariantes de los puntos fijos del mapeo de Poincaré.

(b) Dé un argumento suficientemente claro de por qué existe un niumero infinito de 6rbitas
periédicas de tipo silla cerca del ciclo heteroclinico en R? para a = 0.

(¢) ¢{Cuadl es el niimero maximo de érbitas periddicas que “sobreviven” para a # 0 suficientemente
pequeno?

4.- (33 pts.) Considere la ecuacién en recurrencia xy1 = 1z, (1 —x,_1) +¢, la cual puede ser reescrita
en forma equivalente como el sistema discreto bidimensional

(1)-(72")

donde r > 1 y € € R son parametros.

(a) Verifique que existe un punto fijo no-trivial en las coordenadas

. . —l4r+vA
xr = y =,
2r
donde A = r? + r(4e — 2) + 1.
(b) Verifique para ¢ = 0, los valores propios asociados al punto fijo (z*,y*) son A;2(r,0) =
% (1 + /5 — 4r). Concluya que el sistema pasa por una bifurcacién Neimark-Sacker para
(r,e) = (2,0) en el punto (z*,y*).
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(c) Escriba los valores propios A1 2(2,0) en su forma polar €**™, para un cierto k € R apropiado.

. Es este k un nuimero racional o irracional?

(d) Para e # 0 los valores propios del punto fijo (z*,y*) toman la forma

A1,2(r,e)=i(1—\/Z+ri\/A+(r—3)2—2(5+7~)\/2>.

Pruebe que la relacion r = %E define una curva de bifurcacion Neimark-Sacker en una regién

del plano (r,¢). Haga un bosquejo de esta curva cerca del punto (r,€) = (2,0).

(e) Suponga que esta bifurcaciéon Neimark-Sacker es supercritica (se puede probar, pero no es
necesario hacerlo). Sin calcularlas directamente, argumente e identifique posibles regiones (y
sus fronteras) en el plano (r, €) cerca de (2,0) en que hay dindmica periédica, cuasiperiédica,
ninguna de las anteriores, etc.



